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Abstract— Este artigo tem como objetivo avaliar diferentes arquiteturas de redes neurais recorrentes para
predição de séries temporais caóticas. Para este fim, são testados diferentes paradigmas de projeto de redes
multicamadas, a saber: rede MLP, rede NARX, rede de Elman e Rede de Ecos de Estados (Echo-State Networks).
Os desempenhos destas redes são comparados na tarefa de predição multipassos-adiante, também conhecida como
predição recursiva, usando a conhecida série do laser caótico.

Keywords— Redes recorrentes, Teorema de Takens, rede NARX, rede de ecos de estado, predição recursiva.

Resumo— This paper reports results on a performance comparison of different recurrent network architectures
for chaotic time series prediction. For this purpose, we tested different design paradigms of multilayered neural
networks, namely: MLP network, NARX network, Elman network and Echo-state network. Their performances
are compared on a multistep-ahead prediction task, also known as recursive prediction, using the well-known
chaotic laser time series data.

Palavras-chave— Recurrent networks, Takens’ theorem, NARX network, Echo-state network, recursive pre-
diction.

1 Introdução

Redes neurais artificiais (RNAs) têm sido utiliza-
das com sucesso em tarefas de predição e mode-
lagem de série temporais; ver, por exemplo, Palit
& Popovic (2005), para uma pesquisa recente de
técnicas e aplicações em diversas áreas. Em parti-
cular, quando séries temporais são geradas por um
sistema dinâmico não-linear e possuem dependên-
cias temporais de longo peŕıodo (também conhe-
cido como processos de memória longa), modelos
de RNA geralmente tem melhor desempenho que
as técnicas lineares tradicionais, tais como os mo-
delos de Box-Jenkins. Neste caso, as habilidades
de generalização e aproximação universal de fun-
ções de RNA justificam seu melhor desempenho
preditivo.

Na tarefa de predição de séries temporais um-
passo-adiante (UPA), modelos de RNA são usa-
dos para estimar somente o próximo valor de uma
série temporal, sem realimentar o valor de sáıda
predito para a entrada da rede. Para predição de
horizonte mais amplo, faz-se necessário um pro-
cedimento conhecido como predição multipassos-
adiante (MPA), em que a sáıda do modelo deve
ser realimentada para a entrada de forma recursiva
até atingir o instante futuro desejado. A predição
MPA é mais dif́ıcil de lidar do que a predição UPA
e estas são tarefas complexas em que os modelos de
RNA desempenham um importante papel, em par-
ticular, aqueles relacionados à arquiteturas neurais
recorrentes (Principe et al. 2000)

RNAs recorrentes têm laços de realimentação lo-
cal e/ou global em sua estrutura. Redes feedfor-

ward (i.e. sem laços de realimentação) podem ser
adaptadas para processar séries temporais através
de uma entrada com linha de atrasos com deri-
vações (tapped delay line) e treinada pelo algo-
ritmo backpropagation, elas podem também ser fa-
cilmente convertidas em arquiteturas recorrentes
simples por realimentações de ativações dos neu-
rônios das camadas escondidas ou de sáıda, dando
origem às redes de Elman e de Jordan, respectiva-
mente.

Lin et al. (1998) demonstraram que aprender
dependências de longo prazo com técnicas do
tipo gradiente descendente é mais eficiente numa
classe de RNAs conhecida como modelos NARX
(Nonlinear AutoRegressive model with eXogenous
inputs) do que em modelos recorrentes de Elman
e Jordan. Um procedimento de projeto da rede
NARX para aplicação em predição de série tempo-
rais univariadas foi proposto em Menezes-Júnior
& Barreto (2006a) e Menezes-Júnior & Barreto
(2006b). No procedimento proposto não há va-
riável exógena “real”, mas sim uma espécie de va-
riável exógena “virtual”, obtida a partir da série
univariada original. De acordo com esta aborda-
gem, existem dois regressores de entrada para a
rede NARX. Um deles utiliza a realimentação mais
recente da sáıda rede e o outro é gerado de acordo
com o teorema de Takens (1981). O primeiro re-
gressor desempenha o papel de um modelo autor-
regressivo não-linear, enquanto o segundo desem-
penha o papel de variável exógena virtual.

Recentemente, um novo paradigma de projeto de
redes recorrentes foi proposto sob a alcunha de
“Computação de Reservatório” (Reservoir Compu-
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Figura 1: Rede NARX com du entradas e dy atrasos da sáıda.

ting) (Schrauwen et al. 2007). O interesse neste
paradigma por parte da comunidade cient́ıfica vem
aumentando devido principalmente à forma sin-
gular de projeto de tais arquiteturas, que não
requer o treinamento dos neurônios não-lineares
da camada oculta, chamada de reservatório neste
contexto. Apenas os neurônios da camada de sáıda
têm seus pesos ajustados, o que pode ser reali-
zado por métodos não-recursivos (e.g. mı́nimos
quadrados). Uma das arquiteturas recorrentes que
estão sob o paradigma da computação de reser-
vatório é a rede de Ecos de Estados (Echo-state
network) (Jaeger 2001).

Do exposto, este artigo tem o propósito de avaliar
principalmente os desempenhos das redes NARX
e Ecos de Estados comparando-os com os desem-
penhos de outras arquiteturas neurais, tais como
MLP e Elman, na tarefa de predição de predição
multipassos-adiante, também conhecida como pre-
dição recursiva, usando a conhecida série do laser
caótico. O objetivo deste estudo é ressaltar as di-
ferenças no projeto de tais arquiteturas neurais re-
correntes, a fim de oferecer subśıdios ao usuário no
momento da escolha da arquitetura mais adequada
à tarefa de interesse.

O restante do artigo esta organizando da seguinte
forma. A Seção 2 traz uma apresentação da rede
NARX aplicada à predição de séries temporais uni-
variadas. A rede de Ecos de Estados é brevemente
descrita na Seção 3. Por fim, na Seção 4 são discuti-
dos os resultados da predição recursiva obtidos pe-
los vários paradigmas de redes neurais recorrentes,
utilizando a série do laser caótico como benchmar-
king.

2 A Rede NARX

Uma importante classe de sistemas não-lineares de
tempo discreto é matematicamente representada
pelo modelo NARX (Nonlinear AutoRegressive

model with eXogenous inputs)

y(n) = f [y(n− 1), . . . , y(n− dy); (1)

u(n), u(n− 1), . . . , u(n− du + 1)],

em que u(n) ∈ R e y(n) ∈ R representam, res-
pectivamente, a entrada e a sáıda do modelo no
instante n, enquanto du > 0 e dy > 0, du ≤ dy, são
as ordens dos regressores de entrada e memória de
sáıda.

Assume-se que f(·) é um mapeamento não-linear
desconhecida. Quando esta função é aproximada
por uma rede MLP, a topologia resultante é cha-
mada de rede recorrente NARX (Narendra &
Parthasarathy 1990) (Figura 1). Quando a ordem
da memória da sáıda da rede NARX é feita dy = 0,
reduz-se a rede NARX a uma rede MLP padrão.

Dada uma série temporal {x(n)}Nn=1, define-se o
regressor do sinal de entrada da rede NARX, de-
notado por U(n). Assim, tem-se que

U(n) = [u(n), u(n− 1), . . . , u(n− du + 1)], (2)

= [x(n), x(n − τ), . . . , x(n− (dE − 1)τ)],

em que se percebe que o regressor U(n) ∈ R
du é

composto de dE valores observados da série tem-
poral, amostrados a cada τ unidades de tempo.

Para levar em conta a informação dinâmica for-
necida pelo laço de realimentação, a rede NARX
pode ser treinada e usada nos modos paralelo e
série-paralelo. No modo de treinamento paralelo
(ou recorrente), o regressor do sinal de sáıda, re-
presentado por Y(n), é definido como

Y(n− 1) = [y(n− 1), y(n− 2), . . . , y(n− dy)], (3)

em que se percebe que o regressor de sáıda Y(n) ∈
R

dy compreende dy sáıdas prévias da rede neu-
ral. Vale lembrar que, para uma rede treinada
adequadamente, a sáıda da rede no instante n é
uma estimativa do valor futuro da série, ou seja,
y(n) = x̂(n + 1). Assim, a Equação (3) pode ser
escrita também da seguinte forma:

Y(n−1) = [x̂(n), x̂(n−1), . . . , x̂(n−dy +1)]. (4)
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Já, no modo série-paralelo (ou não-recorrente), o
regressor de sáıda é definido como segue

Y(n−1) = [x(n), x(n−1), . . . , x(n−dy +1)], (5)

sendo, portanto, constrúıdo com amostras reais da
série temporal de interesse. Qualquer que seja o
modo de uso da rede NARX, ambas as arquiteturas
implementam o seguinte mapeamento

y(n) = x̂(n+ 1) = f̂ [Y(n− 1),U(n)], (6)

em que a função não-linear f̂(·) pode ser realizada
prontamente pela rede MLP padrão e treinada pelo
algoritmo backpropagation convencional.

Um importante destaque a respeito da aproxima-
ção proposta é relacionada com a estabilidade da
aprendizagem da rede NARX. Em Narendra &
Parthasarathy (1990) é mostrado que o modo de
treinamento paralelo é muito mais instável do que
o modo série-paralelo. Isto se deve basicamente à
propagação do erro de predição gerada pelas esti-
mativas realimentadas para o regressor de sáıda.
Desta forma, neste artigo utiliza-se a rede NARX
somente no modo de treinamento série-paralelo.

3 A Rede de Ecos de Estados

A rede de Ecos de Estados, doravante referenciada
apenas pela sigla em inglês ESN, é uma rede neu-
ral recorrente formada, normalmente, por unidade
sigmoidais que são conectadas aleatoriamente, de
maneira que as únicas partes realmente treinada
são as conexões de sáıda da rede (Jaeger 2001).
Desta forma, a rede, em si, é usada apenas como
um reservatório e as conexões de sáıda são treina-
das usando regressão linear.

A Figura 2 apresenta a ideia básica da arquitetura
ESN, onde as linhas pontilhadas representam co-
nexões que não são necessariamente utilizadas, e a
Figura 3 mostra o diagrama da rede, o qual se di-
ferencia da arquitetura usada, por ter apenas um
neurônio na sáıda, ter um único parâmetro na en-
trada que é a amostra atual da série, e não possuir
a matriz Wback.

K  unidades
de entrada

N   unidades
internas L unidades

de saída

Figura 2: Ilustração da arquitetura ESN.

Na perspectiva dessa rede vê-se que, sob certas
condições, o estado de ativação x(n) de uma rede

neural recorrente é uma função do histórico de
entrada u(n),u(n − 1) ... apresentada à rede,
isto é, existe uma função E, a qual, x(n) =
E(u(n),u(n−1)). Metaforicamente, o estado x(n)
pode ser entendido como um eco da história da en-
trada (Jaeger 2001).

A arquitetura ESN é uma rede neural de tempo
discreto com K unidade de entrada, N unidade
internas e L unidades de sáıda. Ativações das
unidades de entrada no instante n são represen-
tadas por u(n) = [u1(n) · · · uK(n)]T , e os pesos
dessa camada são Win = [win

ij ]N×K . As ativa-
ções das unidades internas, denotadas por x(n) =
[x1(n) · · · xN (n)]T , são calculadas por meio da
seguinte equação

x(n+1) = f
(
Winu(n+ 1) +Wx(n) +Wbacky(n)

)

(7)
em que f(·) = [f1(·) · · · fN(·)]T são as funções de
ativação das unidades internas, normalmente tan-
gentes hiperbólicas, e os pesos do reservatório são
representados pela matriz W = [wij ]N×N .

As ativações das unidades de sáıda da rede, repre-
sentadas por y(n) = [y1(n) · · · yL(n)]

T , são dadas
por

y(n+ 1) = fout
(
Woutz(n+ 1)

)
, (8)

em que fout(·) = [fout
1 (·) · · · fout

N (·)]T são as fun-
ções de ativação das unidades de sáıda e z(n+1) =
[uT (n+1) xT (n+1) yT (n)]T é o vetor resultante da
concatenação do vetor de entrada atual, do vetor
de ativações atuais das unidades internas e do ve-
tor de ativações das unidades de sáıda no instante
anterior. Os pesos da camada correspondente são
dispostos na matriz Wout = [wout

ij ]L×(K+N+L), e
caso haja conexões que se projetam da camada de
sáıda para as unidades internas, a matriz de pesos
correspondente é dada por Wback = [wback

ij ]N×L.

O treinamento é dividido em duas partes: (1)
peŕıodo de amostragem das ativações do reservató-
rio, e (2) cálculo da matriz Wout. Durante a pri-
meira fase, as matrizes Win, Wback são geradas
aleatoriamente e a matriz W é gerada aleatoria-
mente de forma esparsa (com 1% a 10% de pesos
diferentes de zero), sendo normalizada de forma
Wnew = 1

|λmax|
Wold, onde |λmax| é o valor abso-

luto do maior autovalor da matriz Wold. Em se-
guida a matriz resultante tem a sua escala mudada
pelo raio espectral α < 1 em W = αWnew, para
que a rede tenha a propriedade de eco de estados1.

Em seguida, executa-se a rede de n = 0 a n =
nmax, iniciando de um estado inicial zero e despre-
zando a camada de sáıda. Exclui-se o estado tran-
sitório inicial, após o qual os efeitos do estado in-
icial da rede tenham se esváıdo no tempo. Os esta-
dos u(n), x(n) e y(n) de n = nmin, ..., nmax são ar-

1Estas heuŕısticas são sugeridas por Jaeger (2001).
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Figura 3: Arquitetura ESN aplicada em predição de séries temporais univariadas.

mazenados na matrizM(nmax−nmin+1)×(K+N+L) e,
ao mesmo tempo, a sáıda desejada d(n) = y(n+1)
é armazenada na matriz T(nmax−nmin+1)×L

2.

O último passo de treinamento é a atualização dos
pesos da rede. Esta tarefa é simplificada pois é ne-
cessário somente otimização dos pesos da camada
de sáıda, representados pela matriz Wout. Desta
forma, pode-se utilizar um algoritmo não-recursivo,
tal como o método de estimação dos mı́nimos qua-
drados, também conhecido como método da pseu-
doinversa, ou seja

(Wout)T =
(
MTM

)−1
MTT. (9)

4 Simulações e Resultados

A série caótica utilizada para avaliação das redes
recorrentes provém de uma sequência de medidas
da intensidade de pulsação de um laser de NH3 in-
fravermelho, obtida de um experimento realizado
por Hübner et al. (1989). Esta série temporal foi
disponibilizada inicialmente como parte de uma
competição de predição de séries temporais promo-
vida pelo Instituto Santa Fé, ocorrida nos Estados
Unidos em 1992. A série temporal utilizada pos-
sui 1100 amostras, sendo que as 1000 primeiras são
destinadas para o treino e 100 últimas para o teste.
Logo, o horizonte de predição é de 100 unidades de
tempo. O procedimento de predição é recursiva, ou
seja, os valores preditos são realimentados para a
entrada a fim de compor os regressores de entrada
e/ou sáıda das redes.

As observações da série são normalizadas para o
intervalo [−1,+1] e ainda passam pela função tan-
gente hiperbólica. A razão desta última é uma
heuŕıstica sugerida por Jaeger (2001). São utiliza-
das 1000 amostras da série para treinamento, das
quais as 300 primeiras são eliminadas como amos-
tras pertencentes ao transiente inicial.

2No presente artigo usa-se L = 1, logo a matriz T reduz-
se a um vetor.

Para a rede NARX, obteve-se após alguma experi-
mentação os seguintes valores: dE = 12, τ = 2 e
ny = 28. O algoritmo backpropagation é utilizado
para treinar a rede por 3000 épocas, com taxa de
aprendizagem fixa e igual a 0,01. Os resultados da
previsão são calculados para a média de 10 rodadas
de treinamento-teste com reinicializações aleatórias
dos pesos da rede.

A arquitetura ESN utilizada tem apenas uma uni-
dade de entrada (i.e. K = 1), que consiste na
observação atual y(n) da série temporal do laser
caótico e um único neurônio na camada de sáıda
(L = 1) que fornece a previsão da próxima amos-
tra da série. Após intensa experimentação, o nú-
mero de unidades do reservatório foi definido em
N = 1000, com uma densidade de 5% de pesos
diferentes de zero e possui um raio espectral α =
0,99. As matrizes de pesos possuem valores aleató-
rios que pertencem ao intervalo [-0,8 - 0,8]. Não
há realimentação da sáıda nem para o reservatório
e nem para a camada de sáıda. Tanto a camada
oculta, como a de sáıda, recebem informação ape-
nas da camada de de entrada e da ativação dos
neurônios do reservatório.

Apesar da camada de sáıda possuir neurônios com
função de ativação tangente hiperbólica, o treina-
mento ainda foi feito com o mesmo procedimento
da Eq. 9, com a exceção do fato da matriz T arma-
zenar, no lugar da sáıda desejada, a inversa da fun-
ção de ativação: tanh−1(d(n)). Como métrica de
avaliação do desempenho é utilizado o erro quadrá-
tico médio normalizado (NMSE, sigla em inglês).

Na Tabela 1 são listados resultados previamente
publicados em Gers (2001) e Bontempi et al. (1999)
para a série do laser caótico, tanto para predição
UPA e MPA. Nesta mesma tabela constam tam-
bém os resultados obtidos no presente trabalho
para as redes MLP, Elman, NARX e ESN. Na Fi-
gura 4 são mostrados apenas os resultados em or-
dem de magnitude do NMSE para a predição re-
cursiva, onde pode-se observar o bom desempenho
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das redes NARX e ESN quando comparado com
outros modelos de predição. A rede de Elman não
apresentou resultados considerados bons em nen-
huma das duas tarefas de predição.

Tabela 1: Desempenhos preditivos de várias arqui-
teturas neurais para a série do laser caótico.

Referência NMSE NMSE
UPA MPA

LSTM (Gers 2001) 0,3642 0,9683
MLP (Gers 2001) 0,0996 0,8569

FIR-MLP (Wan 1994) 0,023 0,0551
sFIR-MLP (Wan 1994) - 0,0273

MLP (Koskela et al. 1998) 0,0177 -
RSOM (Koskela et al. 1998) 0,0833 -

EP-MLP (Bakker et al. 2000) - 0,2159
(Sauer 1994) - 0,077

MLP (Weigend & Gershefeld 1994) 0,0198 0,016
(Bontempi et al. 1999) - 0,029

MLP (16-14-10-1) 0,1717 0,7548
Elman (16-14-2-1) 0,0340 0,8479
NARX (12-12-6-1)) 0,0339 0,0565

ESN (1000)) 0,0657 0,1356

Os detalhes das redes que geraram os resultados da
Tabela 1 são apresentados a seguir. Wan (1994) re-
portou o melhor resultado submetido para a com-
petição promovida pelo instituto Santa Fé. Ele
usou uma rede FIR-MLP3 com 25 unidades de en-
tradas e 12 neurônios ocultos. Esta rede modela
cada neurônio como um filtro FIR, ou seja, cada
neurônio possui memória. A principal conseqüên-
cia desta abordagem é que a rede torna-se dif́ıcil de
sintonizar e extremamente instável. Para predição
recursiva, o autor teve que utilizar observações sua-
visadas dando origem à rede smoothed FIR-MLP.
Koskela et al. (1998) compara a rede SOM recor-
rente (RSOM) com a rede MLP treinada com o
algoritmo Levenberg-Marquardt (LM) usando em
ambas uma janela de entrada com dE = 9. Bakker
et al. (2000) usa uma mistura de valores preditos
e valores observados como entrada, a fim de dimi-
nuir a propagação de erro devido à realimentação.
Além disso, este autor usa PCA (Análise de Com-
ponentes Principais) para reduzir a dimensionali-
dade da entrada de 40 mais recentes valores para 16
componentes principais. Uma rede MLP foi usada
para previsão utilizando o algoritmo backpropaga-
tion through time (BPTT) para treinamento. Na
etapa de teste recursivo apenas os valores preditos
são realimentados para a entrada.

O melhor resultado para a previsão MPA relatado
em Gers (2001) foi o obtido por Weigend & Gershe-
feld (1994) utilizando uma rede MLP com 25 uni-
dades de entrada, 12 neurônios ocultos e com uma
sáıda adicional para estimar o erro de predição.
Bontempi et al. (1999) utiliza métodos de apren-
dizagem local para a predição recursiva. Final-
mente, Gers (2001) utiliza a rede recorrente Long
Short-Term Memory (LSTM), que possui blocos de
memória para guardar informação temporal. Deve-

3FIR = Finite Input Response.

se destacar que o bom desempenho da rede NARX
para predição MPA foi obtido usando o algoritmo
de treinamento backpropagation padrão, enquanto
todas as outras redes cujos resultados estão mo-
strados na Tabela 1 usam métodos de treinamento
mais sofisticados (e.g. LM e BPTT).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

LSTM (GERS, 2001)

MLP (GERS, 2001)

EP−MLP (BAKKER et al., 2000)

Ecos de Estado

(SAUER, 1994)

NARX (12−12−6−1)

Rede FIR (WAN, 1994)

(BONTEMPI et al., 1999)

Rede sFIR (WAN, 1994)

(WEIGEND; GERSHEFELD, 1994)

0.215

0.135

0.077

0.0565

0.0551

0.029

0.0273

0.856

0.968

0.016

Figura 4: Resultado comparativo entre os modelos
para predição MPA.

As Figuras 5 e 6 apresentam os valores preditos re-
cursivamente pela rede NARX e pela arquitetura
ESN, respectivamente, para 100 passos adiante. A
linha tracejada representa os 100 valores da am-
plitude estimados recursivamente e a linha sólida
são os valores observados da série. É importante
salientar que na situação cŕıtica de colapso da in-
tensidade do laser caótico, que ocorre por volta do
instante de tempo 60, os dois modelos conseguiram
recuperar a dinâmica do sistema mesmo após o co-
lapso. Entre as duas arquiteturas, a rede NARX
teve desempenho superior ao do modelo ESN.

Embora os modelos NARX e ESN não tenham
apresentado o menor erro de predição para o ho-
rizonte de 100 passos, não implica que eles sejam
“piores” que os outros modelos comparados. Em
testes adicionais, observou-se que a rede NARX e
a arquitetura ESN são capazes de reproduzir (mo-
delar) as dinâmicas do laser caótico para horizontes
mais longos, melhor do que, por exemplo, o modelo
de Wan (1994).

5 Conclusões

Neste trabalho são avaliados os desempenhos dos
modelos neurais recorrentes NARX e ESN na pre-
dição multipassos-adiante (recursiva) da série do
laser caótico. Os resultados obtidos são compara-
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Figura 5: Predição MPA para a série do laser caó-
tico utilizando a rede NARX.
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Figura 6: Predição MPA para a série do laser caó-
tico utilizando a arquitetura ESN

dos em um contexto mais amplo com àqueles obti-
dos por diversas arquiteturas para a mesma tarefa.
Uma análise dos resultados obtidos mostrou que
os modelos NARX e ESN apresentaram bom de-
sempenho quando comparado com modelos neurais
treinados com algoritmos de aprendizagemmais so-
fisticados, tais como Levenberg-Marquardt (LM)
ou Backpropagation through Time (BPTT). Em
trabalhos futuros pretende-se melhorar ainda mais
o desempenho da rede NARX através do uso de ou-
tros algoritmos de treinamento, tais como filtro de
Kalman estendido, Real-Time Recurrent Learning
(RTRL) e BPTT (De Jesús & Hagan 2007).
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