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Resumo— A Matematica Intervalar vem ganhando espago em muitas aplicagoes, por exemplo, em Redes Neu-
rais e Processamento Digital de Imagens podemos pensar em representar dados numeéricos e até mesmo matrizes
de pixel com valores intervalares e assim preservar possiveis incertezas. Com isso, surge a necessidade de uma fun-
damentagdo matemadtica e ferramentas adequadas, como algoritmos que lidam com dados dessa natureza. Neste
trabalho apresentamos as principais defini¢oes da Aritmética Intervalar utilizadas para se trabalhar com Redes
Neurais Intervalares. Definimos a distdncia para elementos provenientes de produtos cartesianos entre intervalos,
utilizando a distancia de Moore, além de mostrar que a propriedade de métrica é preservada. Considerando os
estudos feitos & respeito dos Mapas Auto-Organizaveis de Kohonen, fizemos uma extensao para o caso intervalar
propondo uma nova abordagem para o algoritmo Self-Organizing Map. Para concluir, aplicamos o algoritmo a
um exemplo numérico, exibimos o processo algébrico na primeira iteracao da rede e observamos o deslocamento

dos neurdnios para formar os aglomerados do mapa de caracteristicas.

Palavras-chave—
Organizdveis.

1 Aritmética Intervalar de Moore

Em muitos problemas a representacao de dados
matematicos se faz necessaria e muitas vezes esta
representacao vem acompanhada de uma taxa de
erro que pode ser originado por limitacao de ma-
quina, por truncamento ou por arredondamentos.
A aritmética intervalar surgiu, proposta por Mo-
ore na década de 60, com o objetivo de desenvolver
mecanismos de controle de erros e tornar os resul-
tados de problemas praticos mais confidveis e com
maior precisao. Esse estudo vem ganhando espaco
em muitas aplicacoes, como por exemplo, em Re-
des Neurais e Processamento Digital de Imagens.
Com isso, surge a necessidade de uma fundamenta-
¢ao matematica adequada e algoritmos que lidam
com dados intervalares.

Nesta secao apresentaremos as operacoes funda-
mentais e algumas propriedades da aritmética in-
tervalar proposta por Moore que serao utilizadas
em Redes Neurais Intervalares.

Definigao 1.1. (Conjunto dos Intervalos de Ni-
meros Reais) Definimos por IR o conjunto dos
intervalos de mniumeros reais, isto €, TR =
{lz,7]|lz,7 €eR ez <7}

Definicao 1.2. (Operagées Aritméticas em IR)
Dados os intervalos reais X = [2,7] e Y = [y,7]
as operacoes elementares sao definidas por:

(a) X+Y =[z+y;T+7];

(b)) X =Y =[z-73,7—y|;

(¢) X XY = [min{z.y,z.7,T.y,T.7,

Aritmética Intervalar, Redes Neurais Intervalares, Algoritmo SOM Intervalar, Mapas Auto-

Y Y, T. )
[min ?7?5’5}’7”‘”{@%7@? ], onde 0 ¢ R.

Definigao 1.3. (Distincia de Moore) Dados dois
intervalos reais X = [z,T] e Y = [Q, y], definimos
a distancia intervalar de X a'Y pela maior distan-
cia em modulo entre os extremos, isto €

dy(X,Y) :max{lg—g ,|E—y|}.

Defini¢ao 1.4. (Mddulo de um Intervalo) Dado
um intervalo real X = [z, T] o mddulo de X € defi-
nido pela maior distincia em mddulo de X até O =
[0,0], isto € | X| = dist (X,0) = maz {|z|,|Z|} >
0.

Corolario 1.1. Dados dois intervalos reais X =
[z,Z] eY = [y,g} temos que X =Y se, e somente

se, dist(X,Y) =0.

Observacgao 1.1. A funcdo distincia dp(X,Y) =
maz {|z —y|,|T — 7|} define uma métrica em IR
por satisfazer as sequintes propriedades:

(a) d(X,)Y) =0 X =Y;

(b) dy(X,Y) = dist(Y,X),VX,Y € IR;
(c)dy(X,Z) < dist(X,Y)+dist(Y,Z2),VX,Y,Z €
IR.

Teorema 1.1. O Conjunto IR munido da func¢ao
distancia dp(X,Y) € um espago métrico completo.

Defini¢ao 1.5. (Produto Cartesiano de Espacos
Meétricos) Sejam M e N espagos métricos, cuja
métrica indicaremos com o simbolo d. O produto
cartesiano M X N é, como conjunto, formado pelos
pares ordenados z = (x,y), ondex € M ey € N.
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Podemos dotar o produto M x N de uma métrica,
definindo a distancia de z = (x,y) a 2’ = (2/,y)
como sendo:

1. d'(z,2") =d(z,2") + d(y,y);

2. d’(z,2") = max{d(z,2’),d(y,y) };

3. d(z,2") = /(d(z,2)2 + (d(y,9))?

A generalizagao para o produto de n fatores é ime-
diata [1]. Dados os espagos métricos My, M, ...,
M, cujas métricas indicaremos com o0 mesmo sim-
bolo d, o produto cartesiano M = My X M X ... X
M,, é o conjunto das listas x = (x1,x2,...,Zy),
onde 1 € My,...,x, € M,.

Como vimos acima, IR munido da fun¢ao distan-
cia dps(X,Y") é um espago métrico completo, entao
podemos definir a distancia entre elementos prove-
niente de produtos cartesianos entre IR ou subcon-
juntos nao vazios de IR.

Definicao 1.6. (Distincia entre Elementos In-
tervalares de Produtos Cartesianos) Para X =
(X1,X2),Y = (Y1,Y3) € IR x IR definimos a dis-
tancia de X a'Y por

d(X,)Y) =dy (X1, Y1) + dp(X2,Y2)

Proposicao 1.1. Para X = (X1,X5),Y =
(Y1,Ys) € IR x IR, a funcgdo distancia d(X,Y) =
dy(X1,Y1) + dpr(Xo,Ys) define uma métrica em
IR.

Demonstragdgo: Para X = (X1,X5),Y =
(Y1,Y2),Z(Z1, Z3) € IR x IR, temos:

1. d(X,Y) =0« dM(Xl,Yl) + dM(X27Y2) =
0. Como dp(X1,Y1),dpm(X2,Ys) > 0, te-
mos d(X,Y) = 0 & dy(X1,Y1) = 0 e
dpr(X2,Y2) = 0. Como djs é uma métrica, te-
mos d(X,)Y)=0< X2 =Ys,isto é, X =Y.

2. d(X,Y) = dy(X1,Y1) + dy(X2,Y2) =
dy (Y1, X1) 4+ dp(Ya, X)), pois dp é uma mé-
trica. Logo, d(X,Y) = d(Y, X).

3. d(X,Z) = du(Xi1,Z1) + du(Xa,Z3) <
(dy (X1, Y1) + dy (Y1, 21)) + (du (X2, Ya) +
dyi (Yo, Z3)). Pois, dpr é uma métrica.  As-
sim, d(X, Z) < (dum(X1,Y1) + dp (X2, Y2)) +

(dv (Y1, 21) + du(Ye,Z2)) = d(X,Y) +
Ay, 7).
Portanto, d é uma métrica.
]

A distancia definida acima é uma métrica em re-
lacao a distancia de Moore. Sempre que formos
calcular a distancia entre pares com coordenadas
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intervalares usaremos a distancia d, que pode ser
facilmente extendida para o produto cartesiano de
n fatores.

2 Redes Neurais Intervalares

Definigao 2.1. (Redes Neurais Intervalares) Uma
rede neural serd chamada de rede neural intervalar
se algum dos componentes, conjunto de entrada,
saida e pesos, forem valores intervalares.

Definigao 2.2. (Neurdnio Intervalar) O neurdnio
intervalar € a unidade de processamento das redes
neurais artificiais intervalares que recebe entradas
intervalares (ou reais) e as processa obtendo uma
saida.

Denotaremos os sinais de entrada por X; e os pe-
sos sinapticos, que fazem a conexao da entrada ¢ ao
neurénio j, por W;;. Consideraremos que as entra-
das e os pesos sinapticos sao intervalares.

O processamento dos dados de entrada em um
neuronio artificial intervalar é feito através das trés
seguintes fungoes [2]: Fung¢ao Normalizadora, que
analisa a natureza da entrada normalisando os da-
dos para intervalos. Func¢ao de Ativacao, que re-
aliza a soma ponderada dos sinais de entrada pe-
los seus respectivos pesos sindpticos intervalares.
Funcao de Transferéncia, que determina a saida do
neuroénio.

2.1 Uma Proposta Intervalar para os Mapas
Auto-Organizdveis de Kohonen

Como acontece nas redes neurais supervisiona-

das, as redes auto-supervisionadas também passam
por varias etapas para ter um resultado satisfaté-
rio e com isso os dados numéricos passam a con-
servar algum tipo de erro resultante das limitacoes
dos equipamentos, arredondamentos e truncamen-
tos. Varios problemas complexos trataveis pelo al-
goritmo de Kohonen podem ser representados por
dados intervalares. Para que isso seja possivel é ne-
cessario um algoritmo apropriado para lidar com os
dados intervalares.
Em um mapa auto-supervisionado cada neurénio
se conecta com uma camada computacional [3].
Inicialmente os neurdnios ficam organizados em li-
nhas e colunas. Com a apresentacao dos padroes
de entrada os neurdnios da grade tendem a se re-
agrupar formando aglomerados que irao refletir as
principais caracteristicas dos padroes de entrada,
de acordo com os seguintes passos:

1. Competicao: Para cada padrao de entrada, os
neurdnios da grade calculam seus respectivos
valores de uma funcao discriminante que for-
nece a base para a competicdo entre os neur6-
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nios. O neurénio com o maior valor da fungao
discriminante é declarado vencedor da compe-
ticao.

2. Cooperacao: O neur6nio vencedor determina
uma vizinhanga topolégica de neuronios ex-
citados, isto é, os neurénios nesta vizinhanga
cooperam de alguma maneira com o processo
de aprendizagem.

3. Adaptacao Sindptica: Este mecanismo faz com
que os neurdnios excitados aumentem seus va-
lores individuais da func¢ao discriminante em
relagdo ao padrao de entrada através de ajus-
tes adequados aplicados a seus pesos sinapti-
cos. Os ajustes feitos possibilitam que a res-
posta do neurénio vencedor a aplicagao sub-
seqiiente de um padrao de entrada similar é
melhorada.

2.2 Algoritmo SOM Intervalar

Apresentaremos nesta secdo uma proposta in-
tervalar para o algorimo SOM (Self-Organizing
Map) [4], usado para o agrupamento das carac-
teristicas no mapa de Kohonen. Para isso usare-
mos as propriedades aritméticas de soma, subtra-
¢ao e multiplicagao intervalar, segundo a aritmé-
tica de Moore [5] e algumas fungdes intervalares.
No algorimo proposto por Kohonen, [4], é usada
a distancia euclidiana para numeros reais. Nesta
nova abordagem, onde consideramos os exemplos
de treinamento e os pesos sindpticos intervalares,
necessitamos de uma distancia apropriada e usare-
mos a distancia dada na defini¢do (1.6).

Processo Competitivo

Seja m a dimensao do espago de entrada cujos ve-
tores sao constituidos por coodenadas intervalares.
Selecione aleatériamente um padrao dentre os de-
mais exemplos de treinamento. O exemplo selecio-
nado sera representado por

X = [[20,7a); - [, ] (1)

ondei = 1,...,m representa o indice das coordena-
das do vetor de entrada X. Suponha que tenhamos
[ neurdnios organizados na grade e representaremos
cada um deles pelo indice j, j = 1,...,l.. O ve-
tor de pesos sinapticos dos neurdnios da grade tem
a mesma dimensao do espaco de entradas e sera
representado por

Wi = [Wit,..., Wim]" (2)
onde Wj; é o peso sindptico que conecta o neuronio
Jj aentrada X; = [x;,7;]. O vetor de entrada seleci-
onado é apresentado a rede sem que se especifique a
saida desejada e algum neurénio deve se relacionar
melhor com esta entrada, ficando conhecido como
neurénio vencedor. O critério usado para se deter-

minar o neurdonio vencedor sera através da menor

(© Sociedade Brasileira de Redes Neurais

distancia entre o vetor de entrada X e o vetor peso
sindptico W; de cada neurdnio. Para isso usaremos
a distancia entre vetores dada na defini¢ao (1.6).

dj(t) = d(X, Wy) = > du(X;, Wji) (3)

j=1
onde X = [X1,...,Xn]T é o vetor de entrada e
W; = [Wii,.. .,ij]T é o vetor peso que liga o

neurdnio j a entrada i. Sem perda de generalidade
vamos supor que o neurénio vencedor seja aquele
de indice k. Neste passo, um espaco continuo de
entrada de padroes de ativagao é mapeado para um
espaco discreto de saida de neurénios por um pro-
cesso de competicao entre os neuronios da grade
Processo Cooperativo

O neurtnio vencedor localiza o centro de uma vi-
zinhanca topoldgica de neuronios cooperativos. Os
estudos feitos para redes neurais de entradas reais
mostraram que a fungdo gaussiana consegue aten-
der as exigéncias a respeito da vizinhanca topolé-
gica, estando de acordo com as evidéncias neuro-
biolégicas. Para definir a vizinhanga topolégica é
necessario definir a distancia lateral entre o neurd-
nio vencedor e os demais neurénios da vizinhanca.
Definimos a distancia lateral entre o neurdénio ven-
cedor k e o neurdnio j pela distancia entre vetores
intervalaes dada na definigao (1.6), entre os veto-
res pesos sindpicos associados com o neurdnio k e
o neuronio j, isto é:

l
djg = d(W;, Wi) = dar(Wii, Wis) (4)

i=1

que fornecerd um ntimero real. Assim, a vizinhanga
topoldgica sera dada por:

(dj.k)

hjk(X) =exp ( 5,2 ) (5)
A definicao acima depende da localizacao do neurd-
nio vencedor e resultard em um nimero real. O
parametro o é a largura da vizinhanga topolégica
e mede o grau com que os neurénios excitados na
vizinhancga topoldgica participam do processo de
aprendizagem. A largura efetiva da vizinhanca to-
poldgica deve diminuir com o tempo tornando a vi-
zinhancga mais restrita e mais especializada. Como
no caso real, para representar a dependéncia de o
com o tempo discreto ¢ escolhemos o decaimento
exponencial. Logo, temos

o(t) = opexp (t) (6)
1

onde oy é o valor inicial de o, t é o niimero de

iteragoes e Ty é uma constante de tempo. Desta

forma, a vizinhanga topoldgica torna-se varidvel

com o tempo, isto é

(7)

hy(t) = eap (Wm)(t)>

202(1)
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O Processo Adaptativo

Da mesma forma que as demais redes neurais, o
aprendizado de um mapa auto-organizavel se da
pelo ajuste de seus pesos sindpticos [3]. Para que a
grade seja auto-organizavel é necessario que o vetor
de pesos sindpticos W; se modifiquem ao se apre-
sentar novas entradas X. Considerando-se o peso
sindpico Wj;, que conecta o neurénio j a entrada
1, o ajuste intervalar proposto é dado por

Wj'(t + ].) = Wji(t) +
)k (t), n(t) ;. (O1(Xs — Wii)  (8)

onde  definimos o intervalo  degenerado
M(t)h;k(t), n(t)h;k(t)] para garantir a multi-
plicagao pelo intervalo resultante da operacao
(Xi; — Wj;), uma vez que ndo temos definida
a multiplicagdo de escalares por intervalos. O
parametro n é a taxa de aprendizagem definida
pela seguinte expressao

t

(0) = meap (- ©)

onde 7 é uma constante de tempoe 0 <1y <1éo
valor inicial adotado. Observe que a taxa de apren-
dizagem decresce com o tempo. Isto evita que ao
se apresentar dados novos a rede, apés longo pe-
riodo de treinamento, o conhecimento ja adquirido
nao seja comprometido.

2.3 Aplicagio do Algoritmo SOM Intervalar

Apresentamos um exemplo de uma rede de
Kohonen bidimensional com dados intervalares e
mostraremos matematicamente a primeira iteragao
do processo de treinamento. Considere uma rede
com trés nos de entrada e seis neurénios dispostos
em uma grade de duas linhas e trés colunas. Inicia-
mos o treinamento atribuindo valore aleatérios aos
pesos sindpticos Wj;, onde j represeta o neurénio e
1 é o idice da coordenada do vetor de entrada. Su-
ponha que na primeira iteragao temos os seguintes
pesos sinapticos:

e Para o neurénio j = 1: Wy = [1.8,2.2];
Wis = [1.8,2.2);W;3 = [0.8, 1.2].

e Para o neurdnio j = 2: Wy = [2.8,3.2];
Wag = [1.8,2.2]; Was = [1.8,2.2].

e Para o neurénio j = 3: Wi = [1.8,2.2];
Wis = [0.8,1.2); Wss = [0.8,1.2).

e Para o neurénio j = 4: Wy = [0.8,1.2];
Wis = [1.8,2.2]; Wis = [2.8,3.2].

e Para o neurénio j = 5: W5 = [1.8,2.2];

Ws2 = [0,0]; W53 = [0.8,1.2].

(© Sociedade Brasileira de Redes Neurais

e Para o neurénio j = 6: Ws =
W62 = [18,22], W63 = [0,0]

[0.8,1.2];

Suponha que o primeiro exemplo de treinamento
apresentado a rede tenha as seguintes coordenadas:
X1 =10,0], Xo =[2.8,3.2] e X3 =[4.8,5.2].

Devemos ver qual é o neurénio que mais se identi-
fica com o exemplo apresentado a rede. Utilizando
a distancia de Moore, definida por

dyt (X, W) = maz {)g ~ Wy

e a relagio (3), observamos que d4(0) =
da([0,0],[0.8,1.2]) + dar([2.8,3.2],[1.8,2.2]) +
dn([4.8,5.2],[2.8,32]) = 1.2 +1+2 =426 a
menor distancia. Logo o neur6nio vencedor é o
neuronio j = 4.

Para os parametros iniciais o9 = 0.8, 7 = 10, 9 =
0.8, pela relagdo (6), temos ¢(0) = 0.8exp (—1%) =
0.8 e a distancia lateral entre os neurénio ven-

cedor j = 4 e o neurénio j = 1 serd dy4 =
2?21 dpyr (Wi, Wy;) = 3. O parametro vizinhanga
topolégica do neurénio vencedor j = 4 em re-
lagdo ao neurénio j = 1, usando a relagdo (7)
serd hy4(t) = exp <—(§;§gt()t)) = 0.096. O para-

metro taxa de aprendizagem para a primeira ite-
ragao, de acordo com a relagdo (9), é dada por

n(t) = noexp ( :1) =0.8.
Utilizando a relagao iterativa, dada pela férmula
(8), passamos agora ao ajuste dos pesos sindpticos:

e Para o neurdénio j = 1: Wi = [1.64,2.06];
Wia = [1.69,2.15);W;3 = [1.07,1.54].

e Para o neurénio j = 2: Wy = [1.77,2.17];
Wao = [1.69,2.15]; Waz = [0.99, 1.46].

e Para o neurénio j = 3: W3 = [1.72,2.13];
Wag = [1.85,2.28]; W33 = [0.92,1.35)].

e Para o neurénio j = 4: Wy =
W42 = [18,22], W43 — [28732]

0.8,1.2];

e Para o neurénio j = 5 Ws = [1.77,2.17];
Ws2 = [0.038,0.043]; W3 = [0.84, 1.25].

e Para o neurénio j = 6: Ws = [0.72,1.14];
Wesa = [1.83,2.29]; W3 = [0.31,0.34].

Fazendo uma comparagao entre as distancias dos
neurdnios ao neuronio vencedor j = 4 antes e de-
pois da primeira iteragao, temos:

] d(W4(0), Wl(O)) =3e d(W4(1), Wl(l)) = 2.7;

o d(W4(0),W2(0)) =
2.89;

3 e d(Wy(1),Wa(1)) =
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o d(W4(0),W3(0)) =
2.89;

3 e d(Wa(1),Ws(1)) =

o d(W4(0),Ws(0)) = 5.2 e d(Wy(1), Ws(1))
5.08;

o d(Wy4(0), Ws(0)) = 3.2 e d(Wy(1), Ws(1))
2.97.

3 Conclusoes

Podemos perceber que todos os neur6nios se
deslocaram aproximando-se do neurénio vencedor.
Dado um conjunto de treinamento com valores in-
tervalares, repetindo o processo descrito acima um
nimero finito de vezes, o algoritmo SOM inter-
valar tem por objetivo levar um espago de dados
intervalares de alta dimensionalidade para um es-
paco de dimensao menor que é chamado de mapa
auto-organizavel de caracteristicas, como acontece
no caso discreto. O uso de dados intervalares tem
por objetivo valorizar possiveis incertezas existén-
tes em diversos problemas numeéricos. Apesar do
estudo em Matematica Intervalar ter se difundido
nos ultimos anos ainda nao temos ferramentas ade-
quadas para abordar problemas que necessitam da
utilizacao de software e algorimos que lidam com
dados intervalares, por isso, é muito importante
pensar em novas abordagens, como a proposta do
algoritmo SOM intervalar.
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