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Abstract This paper uses the combination of two techniques to control a non-linear system, represented by a Magnetic Levita-
tion Systems. Initially, the exact linearization technique is applied with the goal of, through a states feedback of the system,  ob-
taining a linear system. The linearization is made through of direct cancellation of non-linear functions, which represent the phe-
nomenological model of the system. To treat the presence of uncertainties in the model is used an adaptive controller, based on 
fuzzy, to estimate the functions that represent the non linearities of the system model.  
 
Keywords Adaptive Control; Exact Linearization; Fuzzy Control; State Feedback; Magnetic Levitation.  

Resumo Este artigo utiliza a combinação de duas técnicas para o controle de um sistema não linear, representado por um sis-
tema de levitação magnética.  Inicialmente, a técnica de linearização exata é aplicada com o objetivo de, por meio de uma reali-
mentação dos estados do sistema, obter um sistema linear. A linearização é feita por meio do cancelamento direto das funções 
não lineares que representam o modelo fenomenológico do sistema.  Para tratar a presença de incertezas no modelo é utilizado 
um controlador adaptativo, utilizando lógica nebulosa, para estimar as funções que representam as não-linearidades do modelo 
do sistema.  
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1    Introdução 

Nos últimos anos a área de controle para sistemas 
não-lineares tem sido alvo de muitos estudos. Avan-
ços computacionais possibilitaram aplicações de téc-
nicas mais complexas para a solução de problemas de 
não linearidades. Nesse contexto, este artigo apresen-
ta uma metodologia para aplicação de técnicas de 
controle a um Sistema de Levitação Magnética 
(SLM), visando desenvolver uma aplicação de con-
trole. O SLM foi escolhido por possuir dinâmica não 
linear e pelo fato do sistema físico (um kit didático) 
estar disponível para testes práticos e para continui-
dade dos trabalhos.  

O SLM utilizado é fabricado pela ECP – Educa-
tional Control Product (www.ecpsystems.com) e será 
descrito com mais detalhes na seção 2. O objetivo é 
controlar o deslocamento de um disco magnético ao 
longo de um guia de vidro, por meio da aplicação de 
uma corrente elétrica aplicada em uma bobina. 

A relação da corrente elétrica aplicada à bobina 
e o deslocamento do disco magnético é dada por uma 
equação diferencial não linear de segunda ordem do 

tipo ( ) ( ) ( )[ ]uxGxFBAxxtx ++== ,φ& . Assim 

sendo, para controlar a posição do disco, pode-se 
recorrer à utilização de técnicas de controle não line-
ar, como por exemplo, controladores fuzzy, neuro-

fuzzy, linearização exata, entre outros. Neste artigo a 
técnica de linearização exata será utilizada. 

A técnica de linearização exata permite a trans-
formação de um sistema não linear em um sistema 
linear por meio da incorporação de compensadores 
não lineares nas malhas do sistema de controle. Téc-

nicas de linearização por realimentação de estado 
necessitam, entretanto, de um modelo matemático 
que represente bem a dinâmica da planta real, caso 
contrário, podem não gerar resultados satisfatórios. 
As incertezas presentes no modelo fenomenológico, 
por sua vez, pode não contribuir para a obtenção de 
bons resultados. Um controlador adaptativo é então 
utilizado para resolver o problema de incertezas no 
modelo do sistema. A lei de controle formulada utili-
za as estimativas das funções que representam as não 
linearidades combinando-as com a técnica de lineari-
zação exata por realimentação de estado. Neste traba-
lho, estimadores fuzzy são utilizados para estimar as 

funções ( )xF  e ( )xG . A estrutura nebulosa é do 

tipo Takagi-Sugeno-Kang (TSK) de ordem zero. A 
metodologia adotada garante tanto a convergência 
das estimativas para os valores ótimos das funções, 
quanto à estabilidade do sistema. 

2   O Modelo 

2.1 Sistema de Levitação Magnética 

No presente artigo utilizou-se o SLM da ECP, mos-
trado na Figura 1. Ele é composto por dois discos 
magnéticos, um guia de vidro, dois sensores laser e 
duas bobinas. Os sensores são utilizados para se ob-
ter a resposta do sistema com precisão, e que associa 
a posição do disco magnético. A entrada do sistema é 
dada por meio da aplicação de uma corrente elétrica 
nas bobinas.  

Para que o sistema físico possa se comunicar 
com o computador digital o kit dispõe de um DSP – 
Digital Signal Processing e uma blackbox responsá-
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vel pelos drivers de corrente e suprimento de energia 
ao kit. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
Figura 1: Foto do sistema físico de levitação 

magnética da ECP. 
 
O SLM da ECP pode ser classificado de duas 

formas, SISO (Single Input – Single Output) ou 
MIMO (Multi Input – Multi Output) a depender da 
configuração utilizada. No caso SISO apenas um 
disco magnético é utilizado, no MIMO os dois. Neste 
artigo o SLM será configurado como SISO. 

Juntamente com o sistema físico foi fornecido o 
manual (Parks, 1999) do SLM. O manual mostra o 
desenvolvimento matemático, baseado nas leis da 
física, para se obter o modelo por equação diferencial 
que representa o sistema de levitação magnética, en-
tretanto, não faz parte do escopo deste trabalho apre-
sentar tal desenvolvimento. Assim, tem-se que a   
equação obtida, por meio do balanço de forças, é 
dada por (Laithwaite, 1965):  
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onde, 
 

y  - posição do disco magnético a bobina; 
•

y  - primeira deriva da posição do disco magnético; 

••

y  - segunda deriva da posição do disco magnético; 

c   - coeficiente de atrito do disco com o ar; 

m  - massa do disco magnético; 

mF  - força magnética aplicada ao disco magnético.  

       
E ainda, de acordo com o manual (Parks, 1999), 

a força magnética pode ser escrita na forma: 
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i
Fm

+
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onde, 

 

i  é a corrente aplicada a bobina; 
g  é a aceleração da gravidade; 

a  e b são constantes relacionadas as propriedades 
físicas das bobinas. 

E, portanto, substituindo (2) em (1) e simplifi-
cando a equação, tem-se que o modelo por equação 
diferencial que relaciona a posição do disco magnéti-
co e a corrente aplicada à bobina é dado por: 
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que se traduz numa relação não linear. 

2.2  Estimação de parâmetros 

Como já foi visto, a equação (3) do SLM possui 5 
parâmetros, g, c, m, a e b. Os parâmetros g = 9,81 
[m/s

2], m = 0,12 [Kg] e c = 0,15 [Ns/m] são forneci-
dos pelo manual (Parks, 1999). Os parâmetros a e b 
estão relacionados com as propriedades magnéticas 
das bobinas e precisam ser estimados.  

Em (Silva, 2009), os métodos de mínimos qua-
drados e Monte Carlo foram utilizados para estimar a 
e b. Segundo o autor, baseado no conceito de função 
custo, o método de Monte Carlo apresentou os valo-
res para os parâmetros a = 0,95 e b = 6,28 que mais 
se aproximam do sistema real. Eles serão utilizados 
neste trabalho. 

3    A Técnica de Controle 

3.1 Linearização Exata por Realimentação de esta-

dos 

A linearização exata por realimentação de estados 
pode ser aplicada a uma família de sistemas não line-
ares, dentre os quais encontra-se o SLM em estudo. 
O sistema de controle que utiliza a técnica de lineari-
zação exata se baseia no cancelamento das não linea-
ridades do sistema. Entretanto, para que seja possível 
aplicar a técnica, a dinâmica do sistema deve ser re-
presentada por (Bedrossian, 1991): 

 

                    uXGXFX )()( +=
•

                        (4) 

 

onde as funções )(XF  e )(XG  representam as 

não linearidades dos estados, u a entrada de controle 
e X é o vetor de estados.  E ainda, duas condições 
devem ser satisfeitas.  

A primeira condição é que o sistema seja contro-
lável, para isso a matriz formada pelos campos veto-
riais (Khalil, 2002):  
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n
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deve possuir posto n, onde n é a ordem do sistema. A 
segunda condição é que o sistema seja involutivo, 
para isso é necessário que a distribuição formada por 
(Guadarbassi, et. al., 2001): 
 

          { }GadGadGadspanD n

FFF

110 ... −=      (6) 
 
seja involutiva. Para isto ocorrer é necessário que o 
posto de  
 
                        ],[ 10 GadGad n

FF

−                    (7) 
 
seja igual a dim(D), que é dado por n-1. 
 

Satisfeitas as condições, pode-se determinar um 
difeomorfismo Z = T(X) de modo que a dinâmica do 
sistema escrita na forma (4) pode ser transformada na 
forma (Isidori, 1995): 

 

     )]()[(1 ZuZBAZZ αβ −+= −
•

.          (8) 

 
Assim, fazendo u a lei de controle na forma: 
 

                          vZZu )()( βα += ,                  (9) 

 

onde )(Zα  e )(Zβ  representam a realimentação 

dos estados, tem-se o sistema linear: 
 

                                BvAZZ +=
•

,                   (10) 
 
sendo v é a lei de controle para o sistema linear. A 
determinação de v será discutida na seção 4. 

3.2 Linearização do SLM da ECP 

 
Para o SLM utilizado, cujo modelo é apresenta-

do em (3), as duas condições para aplicação da linea-
rização exata são satisfeitas. Assim pode-se determi-
nar as variáveis de estado do SLM e a lei de reali-
mentação:  

             iu = , yx =1  e 
•

= yx2 ,              (11) 

 
e a dinâmica do SLM (3) pode ser reescrita na forma 
(4): 
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de modo que as funções que representam as não line-
aridades dos estados F(x) e G(X) podem ser determi-
nadas: 
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Na determinação de Z=T(X) faz-se (Khalil, 

2002): 
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e calcula-se )(Zα  e )(Zβ , neste caso são dados 

por: 
 

                4
12 ))(()( bZcaZmgaZ ++=α    (16) 

 

                           4
1 )()( bZmaZ +=β             (17) 

 
Por fim, a lei de realimentação u é dada por: 

 

vbZmabZcaZmgau
4

1
4

12 )())(( ++++=      (18) 

 
Aplicando-se a lei de realimentação (18) no sis-

tema (12), as não linearidades dos estados serão can-
celadas e o sistema será transformado para um siste-
ma linear na forma da equação (10), ou ainda, a partir 
de (15): 
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O diagrama de blocos implementado no Ma-
tlab/Simulink para simulação da técnica pode ser 
visto na Figura 2. 

v scope
beta (x)*v

x1beta(x)

alfa (x)+beta (x)*v

x1

x2
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u
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Figura 2: Diagrama de blocos no Simulink para 

o sistema de linearização exata. 
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4   A Estrutura Fuzzy 

4.1 Estimadores Fuzzy 

Um sistema do tipo TSK de ordem zero e com R  
regras (Figura 3) é utilizado e tem o seguinte forma-
to: 

Se 1x  é jA1 ... e nx é j

nA então y é jB           (20) 

 

onde [ ] n

n Rxxx ∈= ,...,1 é o vetor de entrada, 

{ } j

j

n

j BAA /,...,1  são conjuntos nebulosos de entra-

da e saída, respectivamente, associado a j-ésima regra 

( )Rj ,...,1=  e y  é a saída do sistema fuzzy. Con-

siderando que jy  é o ponto em que jB  é máximo 

( )( )1=jB y
j

µ  e θ  é um vetor de parâmetros na 

forma [ ]R

T yy ,...,1=θ ,então a saída do sistema 

fuzzy é ser expressa por:  
 

     ( )xWy Tθ=                             (21)  

 

onde: ( ) ( ) ( )[ ]xWxWxW R,...1= , sendo que  
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para Rj ,...,1= e ( ) [ ]1,0∈xW , onde µ é a função 

de pertinência. 

 
Figura 3: Diagrama da estrutura fuzzy, TSK de 

ordem zero. 
 

A lei de controle na equação (9) não pode ser 
implementada, pois as funções )(Zα e )(Zβ  não 

são conhecidas e necessitam ser estimadas. Entretan-
to, (Wang, 1993) e (Wang, 1994) utiliza estruturas 
fuzzy para estimar estas funções. A idéia é construir 
uma estrutura fuzzy capaz de gerar as estimativas 

)ˆ|( αθα Z e )ˆ|( αθβ Z ,onde αθ̂  e βθ̂  são os res-

pectivos vetores de parâmetro. Para obter estes veto-
res de parâmetros será utilizado um esquema adapta-
tivo. Neste artigo, a equação (9) utiliza estruturas 
fuzzy da forma: 

( )ZWZ
T

αα θθα ˆ)ˆ|( =  

( )ZWZ
T

ββ θθβ ˆ)ˆ|( =  

 
4.2 Esquema de Controle Adaptativo 

O método de controle se baseia em observadores de 
estado, porém com )(Zα e )(Zβ  substituídos pe-

las correspondentes aproximações fuzzy: 
 
 

 
 
 

onde k é um vetor de ganho da forma 

[ ] n

n Rkkk ∈= ,...,1 e fZ é o estado estimado. Con-

siderando que existem parâmetros ótimos *
αθ  e 

*
βθ , 

que seriam capazes de estimar satisfatoriamente as 
funções )(Zα e )(Zβ , existirão também estimati-

vas para os estados ótimos: 
 

 
  
 
 

O erro de estimação é definido como: 
 

    [ ]T

nff eeeZZe ,...,, 21
* =−=        (26) 

 
Escolhendo as leis de adaptação na forma (Sch-

nitman, 2001): 
 

( )ZPBWeT

αα γθ −=&̂  

( )uZPBWe
T

ββ γθ −=&̂  

 

onde αγ  e βγ são constantes positivas. 

Para obter o valor de P , considere a equação de 
Lyapunov 

 

QPPT −=∆+∆  

 

onde CkA
T+=∆ e Q é uma matriz definida posi-

tiva. Sendo ∆  estável, então existe uma única matriz 
P definida positiva que satisfaz a equação (28). Por 
fim, a escolha de uma função de Lyapunov definida 
semi-negativa para o sistema, garante que o erro de 
estimação e é rastreado. A aplicação do Lemma de 

Barbalat produz que 0→e quando ∞→t . A 

partir da equação (26), 0→e  implica que 

(23) 
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*
ff ZZ → e a convergência dos parâmetros esti-

mados para seus valores ótimos é obtida.  

5    Simulação 

5.1 Resultados obtidos 

Através do Matlab/Simulink foi possível simular o 
controlador proposto para o SLM da ECP utilizado 
neste trabalho. O diagrama de blocos elaborado no 
Simulink é mostrado na Figuras 4. Os parâmetros do 
modelo utilizados na simulação foram apresentados 
na subseção 2.2.  

As simulações foram realizadas tendo como sinal 
de referência r  o degrau unitário, com valores de 
mínimo e máximo, [0 e 10] cm, respectivamente.  Na 
Figura 5, é mostrado o resultado da simulação do 
controle combinado da linearização exata com as 
estimativas fuzzy e o sinal de referência. 

 

 
Figura 4: Diagrama de blocos no Simulink para a 

estrutura do controle adaptativo. 
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Figura 5: Reposta do sistema com o controlador 

adaptativo e o sinal de referência. 

6    Conclusão 

Neste artigo foi apresentada à combinação de duas 
técnicas para o controle de um sistema de levitação 
magnética, linearização exata por realimentação de 
estados e lógica nebulosa. Verificou-se por meio de 
simulações no Matlab/Simulink que, apesar do con-
trolador apresentar overshoot, ainda sim este obteve 

uma resposta satisfatória, pois, o sinal de saída ras-
treou o sinal de entrada, o que era esperado.  

Na seqüência dos trabalhos a metodologia pro-
posta será implementada no sistema físico. 
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