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NÃO-LINEARES COM ATRASO

Carlos Cesar Teixeira Ferreira∗, Ginalber Luiz de Oliveira Serra†

∗Doutorado Interinstitucional UFCG-IFMA
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Abstract— This paper proposes the analysis and design of robust fuzzy control to nonlinear systems with
time delay. The nonlinear system to be controlled, is studied in the context of Linear Parameters Varying (LPV)
systems, it is partitioned into several linear sub-models of second order with time delay, in terms of transfer func-
tion, forming a convex polytope. Once defined the linear sub-models of the plant, these are organized into fuzzy
Takagi-Sugeno (TS) structure. From the Parallel Distributed Compensation (PDC) strategy, a mathematical
formulation is defined in the frequency domain, based on the gain and phase margins specifications, to obtain
robust PID sub-controllers in accordance to the Takagi-Sugeno fuzzy model of the plant. Results for the robust
stability conditions with the proposal of one Axiom and two Theorems are also presented.

Keywords— Takagi-Sugeno fuzzy control, robust control, Linear Parameters Varying (LPV) systems, Parallel
Distributed Compensation (PDC).

Resumo— Neste artigo é proposta a análise e projeto de controle nebuloso robusto para sistemas não-lineares
com atraso de transporte. O sistema não-linear, a ser controlado, é estudado no contexto de sistemas Lineares e
Variantes nos Parâmetros (LPV), ou seja, é particionado em vários sub-modelos lineares de segunda ordem com
atraso, em termos de função de transferência, formando um politopo convexo. Uma vez definidos os sub-modelos
lineares da planta, estes são organizados em uma estrutura de modelo nebuloso Takagi-Sugeno (TS). A partir da
estratégia de Compensação Paralela e Distribúıda (CPD), é definida uma formulação matemática, no domı́nio
da frequência, baseado nas especificações de margens de ganho e fase, para a obtenção de sub-controladores PID
robustos de acordo com a estrutura de modelo nebuloso Takagi-Sugeno da planta. Resultados das condições de
estabilidade robusta com a proposta de um axioma e dois teoremas, são apresentados.

Keywords— Controle nebuloso Takagi-Sugeno, controle robusto, sistemas Lineares e Variantes nos Parâmetros
(LPV), Compensação Paralela Distribuida (CPD).

1 Introdução

O objetivo principal de um especialista em contro-
le é projetar controladores que resistam às mu-
danças na planta (variações paramétricas e não-
linearidades) ou nas condições de operação (rúı-
dos e perturbações) do sistema de controle. Este
fato tem motivado, desde 1980, a proposta de no-
vas metodologias para projeto de controladores
robustos. Neste contexto, sistemas nebulosos
tem sido largamente utilizados devido a flexi-
bilidade de sua estrutura em incorporar infor-
mações lingúısticas (conhecimento de um espe-
cialista) com informações numéricas (medida dos
sensores e atuadores), bem como a sua eficiên-
cia funcional por ser um aproximador universal
capaz de tratar adequadamente incertezas, vari-
ações paramétricas e não-linearidades da planta a
ser controlada [(Ibrahim, 2003), (Serra and Bot-
tura, 2006), (Takagi and Sugeno, 1985), (Ying and
Buckley, n.d.), (Park and Tahk, 2007)]. Este ar-
tigo apresenta a proposta de controle nebuloso ro-
busto onde, a partir da estratégia de Compen-
sação Paralela Distribúıda (PDC), uma formulação
matemática é definida no domı́nio da frequência,
baseada nas especificações das margens de ganho

e fase para obtenção de sub-controladores PID ro-
bustos de acordo com o modelo Takagi-Sugeno da
planta não-linear a ser controlada.

2 Formulação do Problema

Nesta seção apresenta-se os principais conceitos
para a formulação e desenvolvimento da metodolo-
gia proposta: estratégia de controle nebuloso TS-
LPV robusto com o esquema CPD, baseado nas es-
pecificações das margens de ganho e fase. A forma
geral de um sistema LPV, em termos de função de
transferência, é dada por:

G(s, ν) =

bα(ν)sα + bα−1(ν)α−1 + . . . + bα(ν)sα + b1(ν)s + b0(ν)

sβ + aβ−1(ν)sβ−1 + . . . + a1(ν)s + a0(ν)

(1)

onde: a∗(ν) e b∗(ν) são os parâmetros variantes;
ν(t) é a variável de escalonamento variante com o
tempo; s é o operador de Laplace; α e β são as
ordens do numerador e denominador, respectiva-
mente (com β ≥ α). A variável de escalonamento
ν pertence a um conjunto compacto ν ∈ V , com
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sua taxa de variação limitada por |ν̇| ≤ dmax, com
dmax ≥ 0. O problema de projeto do controlador
para sistemas LPV é conhecido na literatura como
escalonamento de ganhos (gain scheduling). Por-
tanto, no caso do rastreamento de erro E(s), a lei
de controle H(s, ν) varia com a variável ν, e a ação
de controle U(s) é dada por

U(s) = H(s, ν)E(s) (2)

O sistema de inferência TS, originalmente proposto
em (Takagi and Sugeno, 1985), apresenta no conse-
quente uma expressão funcional das variáveis lin-
gúısticas do antecedente. A i

∣∣∣[i=1,2,...,l] -ésima re-
gra, em que l é o número de regras, é dada por:

Regra(i) :

SE x̃1 é F i
{1,2,...,px̃1}|x̃1

E . . . E x̃n é F i
{1,2,...,px̃n}|x̃n

ENTÃO yi = fi(x̃) (3)

onde o número total de regras é l = px̃1 × . . . ×
px̃n . O vetor x̃ = [x̃1, . . . , x̃n]T ∈ <n con-
tém as variáveis lingúısticas do antecedente, em
que T representa o operador para matriz trans-
posta. Cada variável lingúıstica tem seu próprio
universo de discurso Ux̃1 , . . . ,Ux̃n , particionados
por conjuntos nebulosos representando seus ter-
mos lingúısticos, respectivamente. Na i-ésima re-
gra, a variável x̃{1,2,...,n} pertence ao conjunto
nebuloso F i

{x̃1,...,x̃n} com um grau de pertinência
µi

F{x̃1,...,x̃n}
definido por uma função de pertinên-

cia µi
{x̃1,...,x̃n} : < → [0, 1], com µi

F{x̃1,...,x̃n}
∈

{µi
F1|{x̃1,...,x̃n}

, µi
F2|{x̃1,...,x̃n}

, . . . , µi
Fp|{x̃1,...,x̃n}

}, em
que p{x̃1,...,x̃n} é o número de partições do uni-
verso de discurso associado a variável lingúıstica
x̃1, . . . , x̃n. A sáıda do modelo nebuloso TS é uma
combinação convexa das expressões funcionais do
consequente fi(x̃), ou seja,

y(x̃, γ) =
l∑

i=1

γi(x̃)fi(x̃) (4)

onde γ é a variável de escalonamento do modelo
nebuloso TS. Observa-se que o modelo nebuloso
TS que representa o sistema não-linear pode ser
considerado como uma classe de sistemas LPV, em
que γi(x̃) denota uma decomposição convexa das
variáveis lingúısticas [x̃1, . . . , x̃n]T ∈ <n para um
politopo no espaço do consequente, a partir das
expressões funcionais locais fi(x̃). Uma vez obtido
o modelo nebuloso TS da planta LPV, G(s, ν), a
lei de controle nebulosa H(s, ν) pode ser definida
utilizando-se a Compensação Paralela Distribúıda.

Nesta estratégia um controlador PID, H(s), é pro-
jetado para cada sub-modelo, G(s), da planta LPV
e organizado numa estrutura de modelo TS.

3 Controle PID Nebuloso Robusto

A i
∣∣∣[i=1,2,...,l] -ésima regra do modelo nebuloso TS

da planta LPV de segunda ordem com atraso, é
dada por:

Regra(i) : SE τ̃ é F i
{1,2,...,pτ̃}|τ̃ E

E τ̃
′

é F i
{1,2,...,p

τ̃
′ }|

τ̃
′ E K̃p é F i

{1,2,...,pK̃p
}|K̃p

ENTÃO Gi(s) =
Ki

p

(1 + sτ i)(1 + sτ ′i)
e−sL (5)

onde L representa o atraso. As constantes de
tempo τ̃ e τ̃

′
, em que τ̃ ≥ τ̃

′
, e o ganho K̃p, repre-

sentam as variáveis lingúısticas do antecedente do
modelo nebuloso. Logo, o modelo nebuloso TS,
G(s, ν), da planta LPV de segunda ordem com
atraso é uma soma ponderada dos sub-modelos
Gi(s) lineares, como segue:

G(s, ν) = G
(
s, τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)
=

=
l∑

i=1

γi

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

) Ki
p

(1 + sτ i)(1 + sτ ′i)
e−sL (6)

onde a variável de escalonamento ν =[
τ τ

′
Kp

]T

∈ <3. A j
∣∣∣[j=1,2,...,l] -ésima re-

gra do controlador nebuloso TS, é dada por:

Regra(j) : SE τ̃ é F i
{1,2,...,pτ̃}|τ̃ E

E τ̃
′

é F i
{1,2,...,p

τ̃
′ }|

τ̃
′ E K̃p é F i

{1,2,...,pK̃p
}|K̃p

ENTÃO Hj(s) =
Kj

c

(
1 + sT j

I

)(
1 + sT j

D

)

sT j
I

(7)

onde Kc é o ganho proporcional, TI é o tempo
integral e TD é o tempo derivativo dos sub-
controladores PID no consequente. Portanto, o
controlador nebuloso TS, H(s, ν), é uma soma pon-
derada dos sub-controladores PID, Hj(s), como
segue:

H(s, ν) = H
(
s, τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)
=

=
l∑

i=1

γj

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

) Kj
c

(
1 + sT j

I

)(
1 + sT j

D

)

sT j
I

(8)

onde a variável de escalonamento ν =[
τ τ

′
Kp

]T

∈ <3. O modelo nebuloso no
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ramo direto da malha fechada, considerando a
planta e o controlador, a partir das Equações 6 e
8, respectivamente, é

H(s, ν)G(s, ν) =
l∑

j=1

l∑

i=1

γj

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)
γi

(
τ̃ , τ̃

′
,

K̃p

) Kj
cKi

p

(
1 + sT j

I

)(
1 + sT j

D

)

sT j
I (1 + sτ i) (1 + sτ ′i)

e−sL

(9)

3.1 Estabilidade Robusta Baseada nas Margens
de Ganho e Fase

Considerando-se a estratégia PDC nos pontos
de operação e supondo-se que o parâmetro T j

D,
de cada sub-controlador PID, Hj(s)

∣∣[j=1,2,...,l] , é
igual à menor constante de tempo τ

′i do seu res-
pectivo sub-modelo linear, Gi(s)

∣∣[i=1,2,...,l] , para
i = j, a Equação 9 resulta em:

H(s, ν)G(s, ν) =
l∑

i=1

l∑

j=1

γi

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)
γj

(
τ̃ , τ̃

′
,

K̃p

) Kj
cKi

p

(
1 + sT j

I

)

sT j
I (1 + sτ i)

e−sL (10)

A partir das definições básicas das margens de
ganho e fase, Am e φm, respectivamente, tem-se
as seguintes equações:

l

[
l∑

i=1

(
arctan

(
ωpT

i
I

)− arctan
(
ωpτ

i
))− π

2
−

−ωgL] = −π (11)

Am =
1

l∑

j=1

l∑

i=1

γj

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)
γi

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)×

× 1

(
Kj

cKi
p

ωpT
j
I

)



√√√√√
(
ωpT

j
I

)2

+ 1

(ωpτ i)2 + 1




(12)

l∑

j=1

l∑

i=1

γj

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)
γi

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

) (
Kj

cKi
p

ωgT
j
I

)
×

×




√√√√√
(
ωgT

j
I

)2

+ 1

(ωgτ i)2 + 1


 = 1 (13)

φm = l

[
l∑

i=1

(
arctan

(
ωgT

i
I

)− arctan
(
ωgτ

i
))− π

2
−

−ωgL] + π (14)

em que a margem de ganho é dada pelas Equações
11 e 12, e a margem de fase é dada pelas Equações
13 e 14, respectivamente. A freqüência ωp, na qual
a Curva de Nyquist tem uma fase −π, é a freqüên-
cia de ultrapassagem de fase, e a freqüência ωg,
na qual a Curva de Nyquist tem uma amplitude
1 é a freqüência de ultrapassem de ganho. Para
um dado sub-modelo Gi(s, K̃i

p, τ̃
i, τ̃

′i, L) e especi-
ficações das margens de ganho e fase (Am, φm), as
Equações 11 - 14 podem ser utilizadas para a de-
terminação dos parâmetros dos sub-controladores
PID, Hj(s,Kj

c , T j
I , T j

D), nas freqüências de ultra-
passagem (ωp, ωg) numericamente, mas não ana-
liticamente, por causa da presença da função
arctan. Todavia, uma solução anaĺıtica pode ser
obtida aproximando-se a função arctan. A solução
numérica das Equações 11 a 14 mostra que para
τ i > 3L, x À 1 onde x é um dos valores de ωpT

j
I ,

ωpτ
i, ωgT

j
I ou ωgτ

i. Portanto, usando-se a aproxi-
mação da função arctan para o caso |x| > 1, as
Equações 13 - 14 são dadas por

l∑

j=1

l∑

i=1

γj

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)
γi

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

) Am

ωp
×

×
(

Kj
cKi

p

τ i

)
= 1 (15)

l∑

j=1

l∑

i=1

γj

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)
γi

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)
×

×
(

Kj
cKi

p

ωgτ i

)
= 1 (16)

respectivamente. Usando-se a mesma aproxi-
mação, da função arctan, as Equações 11 e 14 são
dadas por:

l

[
l∑

i=1

(
π

4ωpτ i
− π

ωpT i
I

− π

2
− ωpL

)]
= −π

(17)

φm = l

[
l∑

i=1

(
π

4ωgτ i
− π

ωgT i
I

− π

2
− ωgL

)]
+ π

(18)
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respectivamente. Portanto, a solução anaĺıtica
para o ajuste dos parâmetros dos sub-controladores
PID, Hi(s)

∣∣[i=1,2,...,l] , de acordo com as Equações
15-18 são dadas por

T j
D = τ

′i (19)




l∑
i=1

γi

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

) (
Ki

p

τ i

) l∑
i=1

γi

(
τ̃ , τ̃

′
K̃p

) (
Ki

p

τ i

)

l∑
i=1

γi

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

) (
Ki

p

τ i

) l∑
i=1

γi

(
τ̃ , τ̃

′
K̃p

) (
Ki

p

τ i

)

. . .

l∑
i=1

γi

(
τ̃ , τ̃

′
K̃p

) (
Ki

p

τ i

)

. . .

l∑
i=1

γi

(
τ̃ , τ̃

′
K̃p

) (
Ki

p

τ i

)







γ1

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)
0

0 0

0
. . .

0 0

0
0
0

γl

(
τ̃ , τ̃

′
, K̃p

)







K1
c

K2
c

...

Kl
c




=




ωp

Am

ωg


 (20)

e




l
π

ωp
l

π

ωp
. . . l

π

ωp

l
π

ωg
l

π

ωg
. . . l

π

ωg







(
T 1

I

)−1

(
T 2

I

)−1

...(
T l

I

)−1




=

=




l

{
l∑

i=1

(
π

4ωpτ i

)
− ωpL− π

2

}
+ π

l

{
l∑

i=1

(
π

4ωgτ i

)
− ωgL− π

2

}
− φm + π




(21)

onde ωp é dada por

ωp =
Amφm +

1
2
πAm(Am − 1)

(A2
m − 1)L

(22)

4 Análise da Estabilidade Robusta

Para o projeto do controlador PID nebuloso ro-
busto, a partir das Equações 19 - 21, respectiva-
mente, e de acordo com as especificações das mar-
gens de ganho e fase são propostos o seguinte Axi-
oma e Teoremas:

Axioma 1: Os sub-modelos lineares,
Gi(s)

∣∣[i=1,2,...,l] , da planta LPV são, neces-
sariamente, de fase mı́nima, ou seja, todos os
pólos da equação caracteŕıstica estão localizados
no semi-plano esquerdo do plano complexo.

Teorema 1:Cada sub-controlador PID robusto,
Hj(s)

∣∣[j=1,2,...,l] , garante as especificações das
margens de ganho e fase para o sub-modelo linear,
Gi(s)

∣∣[i=1,2,...,l] , com i = j, da planta LPV a ser
controlada.

Prova: (Serra et al., 2009)

Teorema 2: Cada sub-controlador PID robusto,
Hj(s)

∣∣[j=1,2,...,l] , garante a estabilidade para todos
os sub-modelos lineares, Gi(s)

∣∣[i=1,2,...,l] , da planta
LPV a ser controlada.

Prova: (Serra et al., 2009)

5 Conclusões

Este artigo apresentou uma proposta para a análise
e projeto de controle nebuloso robusto, com estru-
tura PID, para sistemas não-lineares com atraso,
baseado nas especificações das margens de ganho
e fase. Diante da análise e do projeto proposto
apresenta-se as principais conclusões: a análise da
planta não-linear, no contexto LPV permitiu a de-
composição da planta em sub-modelos lineares; o
modelo nebuloso TS, devido a flexibilidade de in-
corporar em sua estrutura os sub-modelos lineares
da planta não-linear viabilizou, via estratégia PDC,
o projeto dos sub-controladores PID robustos; o
Axioma e os Teoremas propostos garantem a esta-
bilidade robusta do sistema de controle nebuloso
da planta não-linear, uma vez que toda formu-
lação e análise são feitas no domı́nio da frequência,
baseado nas especificações das margens de ganho e
fase.
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