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Abstract—In this paper, we compare evolving variants of
the growing local models (RAN and INC-LLM) for recur-
sive dynamical system identification. The proposed model has
the following features: growing online structure, fast recursive
updating rules, better memory use (no storage of covariance
matrices is required) and outlier-robustness. In this regard,
efficiency in performance and simplicity of implementation are
the essential qualities of the proposed approach. The proposed
outlier-robust versions of RAN and INC-LLM results from a syn-
ergistic amalgamation of two simple but powerful ideas. For this
purpose, we combine the neuron insertion strategy and outlier-
robust LMS-like parameter estimation rules. A comprehensive
evaluation involving two benchmarking data sets corroborates
the proposed approach’s superior predictive performance in
outlier-contaminated scenarios compared to original models.

Index Terms—Growing Local models, System identification,
Least Mean Estimate.

I. INTRODUCAO

Uma tarefa muito importante em um processo de iden-
tificagdo é a de selecionar uma estrutura de modelo [1]. De
maneira sucinta, estas estruturas podem ser classificadas
em duas categorias: modelos globais ou modelos locais.
Modelos globais sao projetados para caracterizar todo o
dominio do problema usando apenas uma unica estru-
tura matematica. Estas estruturas podem ser polinomiais,
racionais, e até neurais (feedforward ou recorrentes, uni-
ou multicamadas, etc.) [2].

Modelos locais, por outro lado, particionam o dominio
do problema em regides menores de modo que um mod-
elo estruturalmente mais simples seja adotado para cada
regiao do espago como os modelos baseados em TS, RBF
e SOM [3], [4]. As saidas dos védrios submodelos podem
ser agregadas ou utilizadas individualmente para prever a
saida do modelo. Para este trabalho, tem-se um particular
interesse em duas abordagens locais: local linear mapping
(LLM) e radial basis functions networks (RBFN). Tal in-
teresse surge principalmente em razao da simplicidade dos
modelos originais, que utilizam técnicas de quantizacao
vetorial do espago de entrada para encontrar as subregioes
onde os modelos locais serao construidos. Para estimar
os parametros dos submodelos é comum usar as regras
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LMS (least mean squares) e as regras RLS (recursive least
squares) [5].

Uma desvantagem dos modelos locais supracitados é a
necessidade de especificar o niimero de submodelos antes
do treinamento. Trabalhos tais como [6], [7] e [8] abordam
esta limitagdo de modelos locais. Uma abordagem para
mitigar esta desvantagem envolve a utilizacao de mode-
los crescentes (growing models) nos quais os submodelos
sao progressivamente inseridos até que um determinado
requisito de desempenho baseado em erro ou quantidade
maxima permitida de submodelos seja alcancado. Esta
abordagem também é adequada para lidar com a nao
estacionariedade, uma vez que a dinamica do sistema pode
mudar ao longo do tempo e o modelo pode adaptar sua
estrutura para lidar com as novas demandas da tarefa [9].

Um modelo crescente baseado em TS, no qual novas
regras fuzzy sdo inseridas, é proposto em [10]. Modelos
baseados em SOM séo introduzidos em [11], [12], enquanto
modelos baseados na rede RBF séo propostos em [13], [14]
e [15]. Um modelo de crescimento baseado em LMN foi
recentemente introduzido em [16] e aplicado & previsao de
séries temporais.

Tem-se que destacar que um outro requisito desejavel
para a identificacdo do sistema é a robustez a outliers,
aqui entendido em um sentido amplo como uma medigao
anomala. Em cenarios de identificacao de sistema online,
outliers devem ser adequadamente tratados por métodos
robustos de estimacdo de pardmetros [17]. Independente
da estrutura do modelo (global ou local) é desejével que
a estrutura seja capaz de lidar com estas amostras dis-
crepantes, conferindo-lhe robustez em cendrios nao-ideais
de uso.

Um dos poucos trabalhos que abordam diretamente o
efeito da presenca de outliers nos dados de estimagao é o
de [18], com os modelos LLM, RBF e LMN de tamanho
fixo utilizando modificacdo das regras de aprendizado com
o auxilio do arcabougo de estatistica robusta conhecido
como estimagao-M [19].

Com esse intuito, realizamos uma comparacao entre dois
modelos lineares locais oriundos da area de redes neurais
artificiais e modificamos suas regras de aprendizado com
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o auxilio do arcabougo de estatistica robusta conhecido
como estimacdao-M [19]. Experimentos computacionais sao
realizados em dois conjuntos de teste (benchmarkig) com o
objetivo de validar a hipétese de que o uso de estimadores-
M aumenta consideravelmente a robustez dos modelos
avaliados.

As secOes abaixo estao organizadas da seguinte maneira:
Na Segao II, apresenta-se o problema de identificagdo de
sistemas. Na Secao III os modelos locais avaliados neste
artigo sao descritos. O arcabougo teérico da estimagao-M
é descrito na Se¢ao IV. A metodologia e os conjuntos de
dados utilizados sao descritos na Secao V. Resultados sao
discutidos na Secao VI. As conclusdes sao realizadas na
Secao VII.

II. O PROBLEMA DE IDENTIFICAGAO DE SISTEMAS

Para todos os modelos a serem apresentados nesta e
nas proximas sessoes,a dinamica dos sistemas de interesse
é considerada adequadamente descrita por um modelo
NARX cuja formulagao geral obedece & seguinte equacao

[1]:

yt) =Gyt —1), -~ ,y(t — Ly);u(t — 1), ---,u(t — Ly)) .

(1)
em que L, >1e L, > 1 denotam as ordens de memoria
de entrada e saida, respectivamente, e n(t) é uma varidvel
aleatéria do tipo AWGN !. Qualquer que seja a escolha,
o t-ésimo vetor de regressio de entrada x(t) € REutLv
¢ montado pela concatenagao de L, saidas observadas
passadas e L, entradas anteriores, tudo isso em um tnico
vetor de regressores da forma

X(t) = [y(t - 1)) e ay(t - Ly)7 U(t - l)a e au(t - Lu)]

(2)

Dessa forma, os dados de de entrada-saida observados

devem ser utilizados para construir um modelo aproxi-
mado G(-) para a funcdo G(-), que é expresso por

) y(t—Ly), u(t_l)’

T

§(t) =Gyt —1), -
3)

O erro no instante t é dado por

e(t) = y(t) —9(t), (4)

sendo chamado de erro de estimagao ou residuo quando
sao usados os dados de treinamento; ou erro de predigao
quando forem usados os dados de teste.

III. MobpELOS Locals CRESCENTES

Em [20], aprender incrementalmente significa que os
pesos de um sistema de aprendizagem sao atualizados sem
degradar o conhecimento anterior. Assim, trés questoes
precisam ser consideradas:

1) um cendrio de memoéria limitada de tal forma que,

apés uma nova amostra ser aprendida, ela é descar-
tada e nao pode ser reutilizada;

L Additive white Gaussian noise. Ou seja, ruido branco (sem
memoria) e Gaussiano de média zero e variancia 2.

2) as distribuicoes de entrada e saida sdo desconhecidas;
3) essas distribui¢des podem variar no tempo [21].

Em suma, busca-se um modelo que: (i) tenha estrutura
online crescente (ou seja, ndo hd necessidade de definir
o nidmero de unidades ocultas de antem&o), (ii) possua
regra de atualizagao recursiva rapida; ou seja, com poucas
operagoes matemadticas, (iii) com poucos requisitos de
memoria, e (iv) resiliente a outliers.

Nesse sentido, tanto a acuracia no desempenho quanto
a simplicidade de implementagao sao os principais pontos
a serem considerados. O estado da arte em algoritmos
de estimacao recursiva robusta a outliers voltados para
identificacdo de sistemas possuem alguns dos recursos
listados acima, mas nao todos. A maioria deles utiliza o
algoritmo RLS, que requer muito mais espago de memoria
do que o algoritmo LMS devido ao uso de matrizes de
covariancia, uma para cada neurénio da rede.

Dito isso, nesta secao, daremos destaque a dois modelos
que satisfazem boa parte dos requisitos desejados e ja estao
bem consolidados na literatura:

1) Mapeamento Linear Local Incremental (INC-LLM)
[22] que é uma versao crescente do modelo LLM (Local
Linear Mapping).

2) Rede de Alocagdo de Recursos (Resource Allocating
Network (RAN)) [23] que pode ser considerado um
modelo crescente baseado na Rede de Fungao de Base
Radial (RBFN).

A. Mapeamento Linear Local Incremental (INC-LLM)

Abordagens baseadas no modelo LLM geralmente as-
sumem um nuamero fixo de centros que sao distribuidos no
espaco de entrada por algum método de quantizagao veto-
rial. Um modelo de rede incremental para aprendizagem
supervisionada foi proposto em [24]. Nessa abordagem, as
informagoes de erro obtidas durante o treinamento sao
utilizadas para determinar quando e onde inserir novas
ol utilizada para dar um carater incremental ao modelo
LLM.

O modelo GNG descrito em [22] néo é supervisionado
e insere novas unidades para reduzir a distancia entre
o posicionamento dos vetores protdtipos e o vetor de
entrada. Por esta razao, o erro de distor¢ao é acumulado
localmente e novas unidades sao inseridas perto da unidade
com maior erro acumulado.

Isto posto, o modelo GNG foi descrito em [22]. Esse
modelo é um algoritmo de quantizacao vetorial, mas
quando usado com a regra de Hebb é capaz de preservar
a topologia dos dados de entrada de modo similar a rede
SOM.

Ao analisar [22], nota-se que o modelo GNG foi criado
com o intuito de ser nao supervisionado e insere novas
unidades para reduzir o erro médio entre os vetores de
entrada e os vetores protétipos. [24] descreveu como esse
principio poderia ser utilizado para o aprendizado su-
pervisionado. Primeiro tem-se que definir qual é a saida

(e — Lu)?nndades. A teoria da rede GNG (growing neural gas) [22]
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da rede (que ndo era necessdrio para o aprendizado nao
supervisionado). Entdo, faz-se uso da diferenca entre a
saida real e saida desejada para orientar as insercoes de
novas unidades. O problema em questao é aproximar uma
funcao G(-) : RE«+lv — R™ dado pares de entrada-saida,
com o caso particular onde n, = 1.

Associado a cada neurdnio j da rede (posicionado em
w; no espaco de entrada), tem-se uma saida ; e um vetor
a; de dimensao n, X 1 associada a esta saida, onde n, =
Ly + Ly. O escalar §; ¢ a saida da rede para os casos em
que os vetores de entrada coincidem com um dos centros,
ou seja, x(t) = w;. Para um vetor de entrada qualquer, o
centro mais proximo s; € determinado conforme distancia
euclidiana e a saida §(t) da rede é calculada da seguinte
forma:

9(t) = Gs, (1) +al () (x(t) — wy, (1)), ()

em que o termo s, é uma primeira aproximacao local da
saida com o segundo termo promovendo uma corregao de
primeira ordem, a guisa de uma expansao de Taylor em
torno do ponto ¥s, .

Agora, tem-se que promover uma ligeira mudanca no
algoritmo GNG original para permitir o ajuste adequado
dos modelos lineares locais, uma vez que se estd interes-
sado em reduzir o erro quadratico médio. Muda-se entao
a equacao original de erro do modelo GNG para

Aes, (t) = [y(t) — 91, (6)

em que | - | denota o valor absoluto.

A Equagdo (6) significa que agora o erro é acumulado
localmente em relacao a fungao a ser aproximada. Novas
unidades sao inseridas quando essa aproximacao for con-
siderada ruim.

Os mapeamentos lineares locais a; associados as
unidades da rede sao inicialmente definidos de forma
aleatéria. Em cada etapa de adaptacao, o par de dados
entrada-saida é utilizado duas vezes: (i) o vetor de entrada
é utilizado para a adaptacao do centro e (i7) todo o par
¢ utilizado para melhorar o vetor de coeficientes a;, do
centro mais préoximo si. Isso é feito utilizando, mais uma

vez, a regra LMS [25]:

s, (t+ 1) = g5, (1) + aes, (1), (7)
Asy (t + 1) = a5 (t) + aes, (t) (X(t) - Wsy )? (8)

onde 0 < a < 1 é a taxa de aprendizado.
Quando uma nova unidade r é inserida, um mapeamento
linear local é interpolado entre os vizinhos q e f:

Gr(t) = 0,5(g4(t) + 97(t)) 9)
a(t) = 0,5(aq(t) +az(t)). (10)

Um critério de parada deve ser definido para terminar o
processo de crescimento. Isso pode ser escolhido arbitrari-
amente, dependendo da aplicagao. Uma escolha possivel
é observar o desempenho da rede em um conjunto de

validacao durante o treinamento e parar quando esse de-
sempenho comecar a diminuir. Alternativamente, o erro no
conjunto de treinamento pode ser usado ou simplesmente
o numero de unidades na rede se, por algum motivo, um
tamanho de rede especifico for desejado.

O modelo proposto por [24] se tornou um propulsor para
a abordagem incremental de mapeamentos lineares locais.
Alguns trabalhos encontrados na literatura foram propos-
tos baseados no modelo apresentado [26]-[29]. Em [26], a
proposta é bem semelhante a de [24], a cada iteracdo, a
informacao de realimentagao do erro de aproximacao do
modelo atual é utilizada para tomar a decisao de insercao
de novos modelos locais na area de entrada com maior
erro.

B. Proposta 1: Modelo RAN-LMS

A rede de alocagdo de recursos (resource allocation
network, RAN) foi proposta por [23] e é uma rede de duas
camadas, que se assemelha a uma rede RBF, porém com
uma estrutura crescente.

Esta rede visa construir representacoes locais do mapea-
mento de entrada-saida subjacente. As unidades ocultas da
rede RAN respondem apenas a uma regiao local do espaco
de entrada. A rede aprende alocando novas unidades e
ajustando os parametros das unidades existentes. Se a
rede funcionar mal para um determinado vetor de entrada,
conforme medido pelo erro de aproximacao do neurénio de
saida, uma nova unidade oculta é alocada para corrigir
a resposta da rede a esse vetor de entrada. Se a rede
funcionar bem para um determinado vetor de entrada,
os parametros das unidades de saida existentes serao
atualizados usando a regra LMS padrdo ja descrita em
secoes anteriores.

A RAN comeca com uma folha em branco: nenhum
padrao foi apresentado ainda. Conforme os padroes sao
apresentados a ela, a rede escolhe armazenar alguns deles.
Os pares de entrada-saida sao apresentados e a rede
identifica um padrao que nao estd bem representado no
momento e aloca uma nova unidade oculta que memoriza
essa amostra. A saida da nova unidade oculta se estende a
camada de saida. Depois que a nova unidade é alocada,
a saida da rede é igual & saida desejada: §(t) = y(¢).
Seja o indice desta nova unidade n. Uma formalizagao do
procedimento de inser¢ao de uma nova unidade oculta é
fornecida abaixo.

1) O centro da nova unidade é definido como o ¢,, = x(t).

2) O peso que conecta a nova unidade oculta & unidade
de saida é definido com w,, = y(t) — §(t), em que ()
pode ser calculado conforme a equagao de saida do
modelo RBF tradicional. Vale ressaltar que o modelo
RAN se assemelha a um modelo crescente da rede
RBF.

3) O raio da nova unidade oculta é dado por

on(t) = k[[x(t) — Cnearest(t), (11)
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tal que k > 0 é um fator de sobreposicao e Cpeqrest €
o centro mais préximo de c,,.

Para decidir sobre a insercao de uma nova unidade
oculta, o modelo RAN verifica duas condigdes de detecgao
de novidade.

Condigao 1 - Verificar se o vetor de entrada
estd muito distante dos centros existentes, o que
¢é verificado pela seguinte regra:

[%(t) = Cnearest(t)|| > d(t), (12)

em que 6(¢) é um limiar decrescente para detec¢ao
de novidade.
Condicao 2 - Verificar se o erro entre a saida
desejada e a saida atual da rede é grande, ou seja,
y(t) — 50 > (13)
em que |- | é o operador de valor absoluto e € é
a acuracia desejada para o problema de aproxi-
magao

Observagao 4 - Para estabilizar o processo de crescimento
da rede, o limiar de novidade comega com um valor
alto dmax, diminuindo com o tempo até atingir um valor
minimo i, que é mantido constante pelo tempo restante
do processo de aprendizagem. A este respeito, a funcao
de decaimento sugerida em [23] é usada para o limiar de
novidade:

d(t) = max [dmax €xp(—t/7T), Omin] s (14)
em que 7 é uma constante de decaimento que define a ve-
locidade de insergao de novas unidades ocultas e, portanto,
o numero de unidades ocultas que podem ser inseridas.
Valores pequenos de 7 levam a um rapido decaimento de
0(t), implicando em um aumento na velocidade de inserc¢ao
de novas unidades ocultas.

Quando uma nova unidade ndo é alocada, os centros
das unidades ocultas existentes e os pesos e o limiar do
neurénio de saida sao ajustados por meio de variantes da
regra LMS desenvolvidas a seguir. Vale ressaltar que estas
equagoes foram desenvolvidas neste trabalho e diferem
bastante das equagoes do modelo RAN original. Por isso,
optou-se por colocar esta variante como uma proposta
deste trabalho. Para a aplicacao desta regra, a funcao
objetivo global do modelo é o erro quadratico instantaneo
do neuro6nio de saida:

Jrms(t) = (15)
2

HPCE SOOI

j=1

(16)

em que w;(t) é o peso associado & j-ésima unidade oculta
e z;(t) é a saida da unidade oculta associada. Portanto,

para atualizar o vetor de peso da j-ésima funcao local, a
seguinte regra de atualizacao é usada:

OJrms (t)

Wit 1) = w(t) —a(t) e (17)
- dJrars(t) delt) A9(t)
=w0 - O30 g owey Y
— w(t) + alt)e(t)alt), (19)

em que se pode notar que a atualizacdo dos vetores de
peso dos submodelos locais é modulada pelas saidas das
unidades ocultas z;(t), j = 1,...,5. Esta modulacao
dé um carater localizado ao processo de atualizagao dos
parametros. Quanto maior o valor de z;(t), maior é a
variagao no vetor de peso w(t).

A atualizacao dos centros das unidades ocultas segue
um procedimento semelhante. Para isto, utilizou-se mais
uma vez a fungao objetivo global do modelo supracitada.
Neste caso, aplicou-se a seguinte regra:

ci(t+1) = c;(t) - a(t)w7
a(t)

= ¢j(t) + —5 2 (t)e(t)uw; (1) (x(t) — ¢;(1)), (21)

(20)

em que a Equagdo (21) é derivada usando a fungao de base
gaussiana. As Equagoes contidas em (20) foram desenvolvi-
das para este trabalho buscando um melhor entendimento
da atualizagao dos centros das unidades ocultas realizada
no trabalho de [23].

Para os experimentos deste trabalho, obteve-se melhores
resultados usando a regra LMS normalizada [30]. Para im-
plementar esta variante da regra LMS, substitui-se a taxa
de aprendizagem original a(t) com o/(t) = a(t)/||x(t)]|?,
onde [x(t)||?> é a norma quadrdtica do vetor de entrada
atual. O modelo RAN estd disposto na forma de pseu-
docdédigo no algoritmo abaixo.

A facilidade de implementacéo e o baixo custo computa-
cional sdo dois grandes atrativos do modelo RAN. [31]
aplicaram a RAN para estimar o desgaste da ferramenta
em operagoes de fresamento.

[32] apresentaram uma nova abordagem para a identi-
ficacao de regioes do cérebro responsaveis pela doenga de
Alzheimer utilizando imagens de ressonancia magnética. A
abordagem incorporou uma versao da RAN, a SRAN (self-
adaptive resource allocation network) [33] para a classifi-
cagdo da doenga de Alzheimer. O classificador SRAN usa
um algoritmo de aprendizagem sequencial, empregando
limites auto-adaptativos para selecionar as amostras de
treinamento apropriadas e descartar as amostras redun-
dantes para evitar o excesso de treinamento.

[34] demonstraram a aplicabilidade do modelo RAN
por meio de trés exemplos de diversos dominios: rede de
resfriamento de agua, planejamento do setor de energia
com restricao de carbono e rede de alocagao de dgua. Em
[35], o modelo RAN ¢ treinado offline para determinar
uma estrutura inicial. A partir dai, o modelo RAN inicial
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Inicio:
Definir: &, €, T, dmaz, Omin, 0j, € Q.
Atribuir: g = d,nae, € S = 1.

Iteracao: apresentagao dos pares entrada-saida

1. Predizer: Para cada vetor de entradar x(t), calcular
1.1, zi(t) = ¢ (d(x(t),c;(¥); j=1,...,5.
12, §(t) = S5 2 (t)w; (t);

2. Calcular o erro:
2.1 e(t) =y(t) = §(t);

3. Encontrar as distancias até o centro mais préximo:
3.1 dnear(t) = [|X = Cnear(t)]l;

4. Decidir entre crescer ou atualizar:

SE |e(t)| > € e dpear(t) > (), ENTAO

{ % Crescer
Aloca nova unidade c,, = x(t) e w,(t) = e(t);
SE essa ¢é a primeira unidade a ser alocada,
ENTAO o, = kd(t);
SENAO 0, = k[[x(t) = Cnearest (t)]|-

} P

SENAO

{ % Atualizar
Atualiza vetores de peso usando Equagao (19).
Atualiza centro usando Equagao (21).

Atualiza limiar de novidade usando Equagéao (14).

é utilizado para a previsao online de energia fotovoltaica
e é posteriormente atualizado.

[36] utilizaram o modelo RAN para estimagio dos
parametros de um controlador proporcional integrador
derivativo (PID) para veiculos guiados automatizados (au-
tomated guided vehicle, AGV).

IV. MoDELOS Locais RoBUSTOS

A robustez que buscamos est4 relacionada a modelos que
nao sao fortemente afetados pela presenca de outliers nos
dados de treinamento. Esta robustez é um recurso valioso
para os métodos de identificacdo do sistema. [19] é con-
siderado o pioneiro em estatisticas robustas. O objetivo é
produzir estimadores que nao sejam afetados por variagoes
pequenas relacionadas as hipéteses dos modelos [37].

A partir do exposto, a abordagem de regressao ou identi-
ficacao de sistemas robusta busca desenvolver estimadores
que sdo resilientes a outliers. Para isto, [19] desenvolveu
uma classe de estimadores com base nas estatisticas robus-
tas conhecida como estimadores M, onde o M representa
maxima verossimilhanca.

Com base nesta estrutura, estimadores recursivos ro-
bustos sdo encontrados em [38] e [39], que introduziram
modificagoes simples na regra LMS padrao a fim de mel-
horar seu desempenho em dados ricos em outliers. A regra
resultante foi entdo chamada de LMM (least mean M-
estimate) e é tado rapida quanto a regra LMS original,
no sentido de que nenhuma carga computacional extra é
adicionada ao processo de estimativa de parametros.

Os sinais z(t) e §(t) sdo, respectivamente, a entrada e
sinais de saida do modelo. O erro de estimativa é dado por
e(t) = y(t) — (wr'(t—1)-x(t)), onde w(t — 1) e x(t) sdo os
vetores de peso e de entrada, respectivamente. O sinal §(t)
é o sinal de saida desejado. Em aplicagoes pratcas, x(t)
e y(t) podem ser corrompidos por outliers. Baseado em
estatistica robusta para estimagdo [19], a seguinte funcao
objetivo para modelo é proposta [38]

Jp = &lo(e(t))],
onde o(-) é uma funcdo de estimativa M robusta para
suprimir o rufdo impulsivo (outlier). Neste trabalho, pela
simplicidade da funcgao, utilizaremos a fungao Huber Mod-
ificada descrita como

otett) = { 07

onde B é o parametro de limite usado para suprimir o
efeito de outlier quando o erro de estimativa e é muito
grande. Da mesma forma do algoritmo LMS, a funcao
custo J, serd minimizado atualizando w(¢) na diregao
negativa do vetor gradiente. Portanto, o vetor gradiente
Vuw(Jp) é aproximado por

(22)

se 0<le(t)] <8,
caso contrario,

(23)

Vo (Jp) = —qle(t))e(t)x(t), (24)
onde g(e) = w(:) = ag(:) e ¢(e) é a fungio de ponderagio
do erro. Para a funcao HM:

()= P = {0 e, 29
Finalmente, o algoritmo LMM proposto em [39] é:
w(t+1) = w(t) — aV,, = w(t) + ap(e(t)x(t)). (26)

Geralmente, quando e(t) é menor do que (3, a fungao
de ponderacao g(e(t)) é igual a um e, assim, a Equagao
26 se torna idéntica ao algoritmo LMS. Porém, quando
e(t) é maior do que certos limites, q(e(t)) se tornard zero
e impedira a atualizagao do vetor de pesos. Recomenda-
se usar 8 = 1.345 o a fim de produzir 95% de eficiéncia
quando os erros sao normalmente distribuidos, enquanto
ainda oferece protegao contra outliers, onde o corresponde
ao desvio padrao dos residuos [40].

V. METODOLOGIA
A. Erro Médio Quadrdtico (RMSE)

Uma escolha comum para avaliar os modelos é o Erro
Médio Quadrético (RMSE - Root Mean Squared Error) que
é calculado entre os resultados previstos pelo modelo e as
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observagoes reais em todo o conjunto de dados de teste.
Todos os modelos sao numericamente avaliados por meio
do Erro Médio Quadratico expresso matematicamente por

RMSE =/ Zfil e2(t),onde e(t) = y(t) —g(t) e N é a

quantidade de amostras do conjunto de dados de teste.

B. Conjuntos de Dados Avaliados

O modelos implementados neste trabalho, utilizam
como amostras cinco conjuntos de dados (benchmarking)
(Atuador Hidraulico [41] e pH) que estdo publicamente
disponiveis para download no site do repositério DalSy em
Katholieke Universiteit Leuven. Algumas caracteristicas
importantes dos conjuntos de dados supracitados estao na
Tabela I.

TABLE I: Caracteristicas dos conjuntos de dados avalia-
dos.

Conjuntos Avaliados
Qtde. Amostras Estimagao Teste | Ly | Ly
Atuador Hidraulico 512 512 4 4
pH 200 800 5 5

VI. RESULTADOS

Nesta secao, iremos reportar os resultados de uma com-
paragao abrangente de desempenho entre os modelos:

o INC-LLM e RAN
e e suas versoes robustas.

O objetivo dos experimentos é avaliar a capacidade dos
modelos propostos em fornecer um modelo incremental
e preciso para a identificagdo de sistemas dinamicos na
presenca de outliers.

Todos os modelos avaliados foram implementados do
zero utilizando a linguagem de script Octave e os cédigos
correspondentes estao disponiveis mediante solicitacao. Al-
gumas caracteristicas importantes dos conjuntos da dados
avaliados ja foram resumidas na Tabela I. A acurédcia de
todos os modelos é avaliada pelo erro médio quadratico
(RMSE).

Outliers foram introduzidos artificialmente em dados de
treinamento apenas em diferentes proporgoes. Para tanto,
seguimos o mesmo procedimento utilizado por [42]. Os
resultados reportados correspondem a avaliagao do modelo
em cenarios livres de outliers. A justificativa para essa
abordagem é avaliar como os outliers afetam o processo de
estimativa de pardmetros (treinamento) e seu impacto na
fase de validagao (teste) do modelo. Os modelos treinados
foram testados sob o regime de simula¢ao livre, no qual os
valores de saida previstos sao realimentados para o vetor
de regressao de entrada.

A. Resultados no conjunto de dados Atuador Hidrdulico

Definimos 100 épocas para treinar todos os modelos. O
numero de neurdnios € inicialmente definido como S =5
para todos os modelos com tamanho fixo (originais e
robustos), isso também se deve ao fato de valores maiores

néo mostrarem desempenho expressivamente superiores.
Definimos o niimero de modelos locais iniciais como S = 2
para o modelo crescente INC-LLM (original e robusto) e
como S = 1 para os modelos crescentes RAN (original e
robusto) . As taxas de aprendizagem inicial e final foram
definidas como «p = 0,5 e ar = 0,001 para todos os
modelos. Quanto a escolha dos hiperparametros, para o
modelo LLM Incremental, utilizamos: a idade maéaxima
para remocao dos links a;,q. = 50; €, = 0,99 e €, = 0,005;
nimero maximo de modelos N = 10; A = 100. Uma
grande dificuldade enfrentada pelo modelo incremental
LLM ¢ a quantidade de hiperparametos a ser definida antes
da estimacao do modelo. Para o modelo RAN, definimos
k=10,9, dmax = max(||x — col|), Omin = Omax/10, 7 = 10,
e € = 107%. Perceba, que parte dos parametros dos dois
dltimos modelos foram calculados em fungao dos préprios
dados de entrada.

TABLE II: Valores de RMSE para dois niveis de contam-
inagao de outliers (Atuador Hidrdulico).

0% outliers 15% outliers
Modelos RMSE STD RMSE STD
INC-LLM-LMS 3.14E-02 1.08E-04 2.12E-01 3.65E-04
INC-LLM-LMM 2.06E-02 1.01E-04 6.06E-02 8.04E-04
RAN-LMS 4.63E-02 2.14E-05 6.45E-01 6.34E-05
RAN-LMM 2.38E-02 1.89E-05 1.18E-01 2.17E-05

Os valores RMSE em fun¢ao da porcentagem de outliers
sdo mostrados na Tabela II. Como esperado, o modelos
robustos tiveram um desempenho melhor do que as versoes
nao robustas (aquelas que usam a regra LMS simples). O
mocelo INC-LLM-LMM se mostrou com menor sensibili-
dade & presenca de outliers. Notem que até 5% de outliers,
a performance dos modelos é semelhante.

—@— IncLLM-LMS
—m— RAN-LMS

0.8 —@®— IncLLM-LMM ]
—J— RAN-LMM
. 0.6
£ 04 .
0.2 .
0 I ! ! -
0% 5% 10% 15% 20%
Outliers

Fig. 1: Valores de RMSE em funcao da quantidade de
outliers dos dados de treinamento (Atuador Hidraulico).

A evolugao correspondente do niimero de modelos locais
para os dois modelos propostos é mostrada na linha supe-
rior da Fig. 2. Esse nimero se estabilizou em S = 7 para
os modelos baseados na RAN e para o INC-LLM-LMS foi
até S = 8. Deve-se notar que o numero de modelos locais
cresce mais rapido para os modelos robustos, que usa a
regra de aprendizado LMM. Esta regra trata automati-
camente os outliers, evitando sua influéncia negativa no
processo de estimativa de parametros.
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INC-LLM-LMS RAN-LMS
% = = = INC-LLM-LMM = = = RAN-LMM
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Fig. 2: Evolugao do nimero de modelos locais em funcgao
das épocas de treinamento para modelos propostos (Atu-
ador Hidraulico).

B. Resultados no conjunto de dados pH

Para os testes com esse conjunto de dados, as taxas de
aprendizagem inicial e final foram definidas como a9 = 0,5
e ar = 0,001 para todos os modelos. Para o modelo LLM
Incremental, utilizamos: a idade méxima para remocao dos
links @pae = 50; € = 0,99 e €, = 0,005 (Equagdo ??);
ndamero maximo de modelos N = 10; A = 100. Para os
modelos RAN | definimos k = 0,9, dpnax = max(||x — col|),
Smin = Omax/10, 7 =10, e € = 1074,

Uma comparagao em termos de valores RMSE médios
dos trés modelos que utilizam regra LMS para atualizacao
e os trés modelos robustos para o conjunto de dados pH
é mostrado na Fig. 3 para diferentes cenarios de contam-
inacao com outliers. Como esperado para o cendrio livre
de outliers, os desempenhos dos modelos é praticamente
o mesmo. Para este cendrio, podemos destacar o modelo
INC-LLM (verséo original e robusta). Estes dois modelos
alcangaram menores valores de RMSE.

No entanto, conforme o nivel de contaminacao de valores
discrepantes aumenta, pode-se observar novamente que
as versoes robustas alcangam um desempenho melhor do
que aqueles modelos que usam a regra de aprendizado
baseada em LMS original. O do decaimento do RMSE
(treinamento) devido a insergao de modelos é mostrado na
Fig. 4. Para este conjunto de dados, o melhor desempenho
foi alcangado pelo modelo INC-LLM-LMM proposto.

TABLE III: Valores de RMSE para dois niveis de contam-
inac@o de outliers (conjunto de dados pH).

0% outliers 15% outliers
Modelos RMSE STD RMSE STD
INC-LLM-LMS 2.93E-02 2.95E-05 6.90E-02 7.30E-05
INC-LLM-LMM 3.07E-02 6.17E-05 4.47E-02 8.36E-05
RAN-LMS 4.05E-02 2.69E-05 7.65E-02 4.16E-05
RAN-LMM 4.00E-02 8.97E-05 5.26E-02 6.37E-05

VII. CONCLUSAO

Neste trabalho, abordamos a tarefa de identificagao de
sistemas dinamicos em cendrios contaminados com out-
liers. Para este fim, revisitamos uma classe de modelos de
identificagao conhecida como modelos locais crescentes e a

—@— INC-LLM-LMS

1072 — @ INC-LLM-LMM
8 T —@®— RAN-LMS *
—&— RAN-LMM /
5 o :
=
=R |
i | |
0% 5% 10% 15%
Outliers

Fig. 3: Valores de RMSE em funcao da quantidade de
outliers dos dados de treinamento (Conjunto de dados

pH).

T T
—@— INC-LLM-LMM | |
—@— RAN-LMM

RMSE

2 4 6

N° de modelos locais

Fig. 4: RMSE no treinamento versus nimero de modelos
locais com 15% outliers (Conjunto de dados pH)

questao da robustez na estimagao de pardmetros (ou seja,
aprendizagem) na presenga de outliers.

Os modelos locais discutidos e avaliados utilizam a
conhecida regra de Widrow-Hoff [25], também chamada
de regra LMS, na estimacgao recursiva de seus parametros.
Um dos objetivos deste artigo foi, em primeiro lugar,
avaliar o quanto os outliers afetam o desempenho preditivo
dos modelos locais de aproximagao e, em segundo lugar,
se a substituicdo da regra LMS original por uma versao
robusta a outliers, chamada de regra LMM [38], é capaz
de melhorar de alguma forma o desempenho dos modelos
locais, proporcionando-lhes maior resiliéncia a outliers.

Outro objetivo foi a avaliagao o desempenho de mod-
elos locais robustos crescentes, ou seja, modelos em que
a especificacao a priori do numero de neurénios nao
é necessaria, pois neuréonios vao sendo alocados com o
passar do tempo, na medida que for necessario. Estas
novas unidades sao inseridas apenas quando exigidas pelo
desempenho do modelo.

Os resultados de um estudo comparativo com dados de
sistemas dinamicos reais mostraram que a simples alter-
acao da regra LMS por sua versao robusta proporcionou
uma melhora considerdvel no desempenho dos modelos
locais avaliados em cenarios ricos em outliers.
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