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Resumo—Este artigo apresenta um estudo de duas recen-
tes variantes do algoritmo NSGA-II, chamadas NSGA-DO e
MNSGA-DO, aplicadas na resolucao de problemas de otimiza¢io
multiobjetivo com diferentes dificuldades no espaco de decisio e
diferentes formas da fronteira de Pareto. Estas variantes propoem
distintos operadores de selecio para a escolha de individuos
que farao parte da nova populacdo em cada geracio, os quais
sdo baseados na distancia entre as solucdes e pontos ideais que
sdo calculados na Fronteira Pareto-Otima dos problemas. Para
avaliar a convergéncia e a diversidade desses algoritmos multi-
objetivo, foi utilizado o conjunto de testes de referéncia WFG, e
os resultados foram comparados considerando os indicadores de
qualidade GD, IGD, Spread e HV. Tais resultados demonstram a
superioridade do MNSGA-DO em relacdo aos demais algoritmos.

Index Terms—Algoritmo Genético Multiobjetivo; Otimizacao
Multiobjetivo; NSGA-II; NSGA-DO.

I. INTRODUCAO

Um problema de otimizacdo multiobjetivo é um problema
com dois ou mais objetivos, geralmente conflitantes entre si,
que precisam ser otimizados simultaneamente. A solucdo de
um problema multiobjetivo € formada por um conjunto de
solugdes que apresentam um compromisso entre os objetivos,
denominado conjunto Pareto. Para indicar a qualidade de uma
solucdo e auxiliar no processo de selecdo, o conceito de
dominancia de Pareto é comumente utilizado. Este conceito
define solucdes consideradas superiores a outras, conhecidas
como ndo-dominadas; enquanto que as solu¢des que podem
ser superadas por outras sdo chamadas de dominadas. Uma
solucdo Pareto-6tima é uma solugdo tal que nenhuma outra
solucdo do conjunto Pareto a domina. O conjunto de todas
as solugdes Pareto-6timas constitui o conjunto Pareto-6timo.
Desta forma, o objetivo fundamental da otimiza¢do multiob-
jetivo consiste em determinar o conjunto Pareto-6timo (PS*),
bem como a imagem desse conjunto pela funcdo objetivo, que
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é a Fronteira Pareto-Otima (PF*), ou simplesmente, Fronteira
de Pareto.

Algoritmos Genéticos Multiobjetivos (AGMO) tém sido
aplicados a vdrias classes de Problemas de Otimizacdo Multi-
objetivo (POM) e tém se mostrado promissores para resolver
tais problemas eficientemente, [1]-[7]. Devido a natureza
dos AGMO, seus comportamentos e desempenhos sio fre-
quentemente estudados de maneira experimental. Para isso,
alguns benchmarks vém sendo propostos, com o objetivo de
avaliar sua convergéncia e sua capacidade de preservacdo da
diversidade. Dentre esses benchmarks estao o ZDT (Zitzler-
Deb-Thiele) [8], o DTLZ (Deb-Thiele-Laumanns-Zitzler) [9],
o WFG (Walking Fish Group) [10] e o LZ09 (Li-Zhang) [11].

O trabalho desenvolvido por Jussara et al. [12] apresenta
um novo AGMO, denominado MNSGA-DO (do inglés, Mo-
dified Non-dominated Sorting Genetic Algorithm Distance-
Oriented), que visa ajustar o operador de selecio do NSGA-
DO (do inglés, Non-dominated Sorting Genetic Algorithm
Distance-Oriented), desenvolvido por Pimenta e Camargo
[13], para melhorar sua diversidade quando aplicado a pro-
blemas de otimizacdo multiobjetivo continuos. Para validar
a proposta, foi realizada uma comparagdo de desempenho
entre este novo AGMO e os algoritmos genéticos NSGA-
Il (do inglés, Nondominated Sorting Genetic Algorithm-II)
e NSGA-DO, aplicando o conjunto de problemas ZDT [8],
considerado simples em fung@o das caracteristicas de seu PS
[11]. Os resultados demonstraram que 0 MNSGA-DO superou
os algoritmos NSGA-II e NSGA-DO em quase todos os testes.

No entanto, como as caracteristicas de PS e a forma de PF
afetam diretamente o desempenho dos algoritmos genéticos
multiobjetivo [14], este trabalho objetiva avaliar o algoritmo
MNSGA-DO para POM de maior complexidade, utilizando
para isso os problemas que compdem o benchmark WFG.

O restante do artigo estd organizado da seguinte forma:
a secdo II apresenta os conceitos relacionados a problemas
de otimizagc@o multiobjetivo. Na secdo III descreve-se o fun-
cionamento dos AGMO NSGA-II, NSGA-DO e¢ MNSGA-
DO. A secdo IV traz os experimentos que foram realizados,
considerando o conjunto de problemas de teste WFG. Por fim,
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a secdo V apresenta as conclusdes deste trabalho.

II. PROBLEMAS DE OTIMIZACAO MULTIOBJETIVO

De acordo com Li et al. [15], um Problema de Otimizagio
Multiobjetivo (POM) pode ser definido pela Equagéo 1.

Minimizar F(z) = (fi(z), ..., fm(x))"
sujeito a gj(z) >0,j=1,...,J
hi(z) = 0,k = 1,.., K
<Y

(D

onde g; representa as J restricdes de desigualdade e hy, re-
presenta as K restricdes de igualdade. Q =T, [a;, b;] CR"
é o dominio das varidveis, sendo a; o limite inferior e b;
o limite superior, e z = (z1,...,7,)T € Q é uma solugdo
candidata. F' : 2 — R™ constitui as m fungdes objetivo
conflitantes e R™ é chamado espago objetivo. O conjunto
de objetivos factiveis é definido como © = {F(x) | = €
Q,g9j(x) > 0,hp(x) =0}, paraje{1,...,J} ek € {1,..K}.

Defini¢do 1. Domindncia de Pareto: Uma solugdo x; do-
mina uma solucdo x, (denotado por x; < x3), se e somente
se, fi(z1) < fi(ze) V i€ {1,....m}e3 je{l,...m}|
fi(z1) < fi(z2). De acordo com a Equagdo 1, z* é uma
solucéo Pareto-6timo se ndo existe outra solucdo x € €2 tal que
x < z*. Consequentemente, F'(z*) é um vetor Pareto-6timo.
Essa relagdo de dominéncia ndo € reflexiva, de modo que uma
solucdo ndo pode dominar a si mesma, e ndo é simétrica,
ou seja 1 < xy mas o contrdrio (zo < 1) ndo pode ser
verdadeiro. A dominancia de Pareto também € transitiva, isto
é, se 1 < T9 € Ty < T3 entdo T < x3.

Defini¢do 2. Conjunto Pareto-Otimo (PS*): As solugdes
ndo dominadas entre si formam um conjunto denominado
Pareto-Otimo, composto pelas melhores solucdes do problema.

Definicio 3. Fronteira Pareto-Otima (PF*): Quando vistos
no espaco objetivo, o Conjunto Pareto-Otimo forma a Fron-
teira Pareto-Otima. Nesta fronteira encontram-se as melhores
solucdes para o problema.

III. OTIMIZACAO GENETICA MULTIOBJETIVO

Em uma tentativa assertiva de melhorar o desempenho do
NSGA, Srinivas e Deb [16] e Deb et al. [17] desenvolveram
o NSGA-II, um algoritmo genético que, além de enfatizar
solucdes dominantes, utiliza o principio elitista e implementa
um algoritmo especifico capaz de preservar a diversidade em
sua populagcdo. O NSGA-II tem sido amplamente utilizado na
resolucdo de diversos tipos de problemas [18]-[21], e é co-
mumente utilizado como algoritmo base no desenvolvimento
de outros algoritmos [22]-[24].

De forma geral, o NSGA-II funciona da seguinte forma:
para cada solucdo i contida na populacdo, dois valores sdo
calculados: nd;, que é o nimero de solu¢des que dominam a
solucdo i, e U;, que € o conjunto de solugdes que sdo domi-
nadas pela solucdo i. Solugdes com nd; = 0 estardo contidas
na fronteira F' (Fronteira Pareto—étima). Desta forma, para
cada solugdo j pertencente ao conjunto U;, o valor de nd; é
decrementado para cada soluc¢do i que domina j, onde i € F}.

Se o valor de nd; = 0, entdo a solugdo j pertencerd a proxima
fronteira, no caso, F5. Este processo se repete até que todas as
solucdes sejam classificadas em uma fronteira (I, Fs, ..., FYy),
de acordo com o grau de dominéncia de cada solugdo.

A escolha das solugdes que fardo parte da préxima geracao
também se dd pelo grau de domindncia, ou seja, as primeiras
solucdes selecionadas sdo da fronteira Fj, em seguida da
fronteira F5, e assim por diante. No entanto, é possivel que a
quantidade de solugdes de uma fronteira ultrapasse o tamanho
da populagdo do algoritmo. Neste caso, o NSGA-II aplica
um operador de selecdo chamado distancia de multiddo (do
inglés, Crowding Distance), para decidir quais solugdes da
fronteira atual serdo selecionadas para a préxima geragdo.
Buscando a diversidade das solucdes, este operador escolhe
as solugdes mais distantes dos aglomerados de solu¢des na
fronteira, calculando a média da distancia das duas solucdes
adjacentes a cada individuo para todos os objetivos.

Conforme ja mencionado, existem na literatura propostas
de novos algoritmos baseados no NSGA-II, sendo um deles o
NSGA-DO, desenvolvido por Pimenta e Camargo [13]. Como
o NSGA-DO ¢ baseado no NSGA-II, ele também utiliza o
critério de dominancia entre as solucdes e a estratégia de
Elitismo para preservar as melhores solu¢des encontradas até
o momento. A diferenca entre o NSGA-II e o NSGA-DO
estd exatamente na forma de selecionar as solu¢des de uma
determinada fronteira para a préxima geracdo. Nesta situacao,
0 NSGA-DO define pontos ideais na fronteira Pareto-Otima
(FY). Para encontrar estes pontos ideais, 0 NSGA-DO calcula
o tamanho de Fj e estima uma particdo uniforme, definindo
a posicdo dos pontos ideais. Portanto, as solugdes que serdo
inseridas na préxima geracdo sdo aquelas mais proximas dos
pontos ideais.

Para um melhor entendimento da diferenca entre o NSGA-
II e o NSGA-DO, considere as fronteiras F; e F5 ilustradas
na Figura 1.

As solugdes pertencentes a fronteira £} dominam as so-
lucdes da fronteira F> e ndo sdo dominadas por nenhuma
outra solucdo, logo, Fy é a Fronteira Pareto-Otima. Os pontos
pretos (I, I, I3, 14 e Is) representam os pontos ideais. Os
pontos cinzas (F;Sy, F;S,, FiSs, F1S4, FiSs, F2S1, F2Ss, F2S3
e F»S,) representam as solugdes encontradas por um algoritmo
genético. f; e f, sdo as fungdes objetivo a serem otimizadas.
Assumindo que oito solu¢des devem ser selecionadas para a
préxima geragcdo, NSGA-II e NSGA-DO encontram diferentes
conjuntos de solucdes.

Inicialmente, todas as solugcdes da fronteira F} sdo selecio-
nadas, porque o nimero de solugdes desta fronteira € menor
que o tamanho da populacdo. Neste momento, NSGA-II e
NSGA-DO encontram o mesmo conjunto de solugdes:

Snsca-it = Snsga-po = {FiS1, FiS2, FiS3, FiSy4, FiSs}

Em seguida, trés solu¢des devem ser selecionadas de F5. O
operador Crowding Distance do NSGA-II escolhe as solucdes
com maior distancia entre os seus vizinhos. Neste caso, as so-
lucdes S; e Sy4, porque elas estdo localizadas nas extremidades
da fronteira F5. A solugdo S, serd a tltima selecionada porque
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Figura 1: Diferenca do operador de selecio do NSGA-II e
NSGA-DO [13].

o seu valor de crowding distance é maior que da solucdo Ss.
Por outro lado, as solu¢des escolhidas pelo NSGA-DO sdo as
mais proximas dos pontos ideais, que sdo Ss, S4 e S,. Portanto,
o resultado final é:

Snsca-n = {F1S1, Fi1So, FiS3, FiS4, FiSs, F2S1, F2S4, F2Sy)
Snsca-po = {FiS1, FiSy, FiS3, FiS4, FiSs, F2S3, F2S4, F2So )

Um fato importante a ser destacado do NSGA-DO € que, se
S solugdes estiverem mais proximas a um unico ponto ideal,
as solugdes selecionadas estardo concentradas nesta regido da
fronteira, comprometendo a diversidade das solugdes.

O MNSGA-DO ¢ uma variagio do NSGA-DO que visa
melhorar o seu desempenho. Mais especificamente, ao invés de
definir os pontos ideais baseados na parti¢do uniforme e no ta-
manho da fronteira Pareto-()tima, 0 MNSGA-DO calcula uma
particdo uniforme baseada no nimero de solu¢des necessarias
para completar a populagdo que serd enviada para a préxima
geracdo. Desta forma, o tempo de convergéncia diminui devido
a reducdo do nimero de pontos ideais, e consequentemente,
pela redu¢do na quantidade de cdlculos de distancia. Para
melhorar a distribui¢io das soluges na fronteira Pareto-Otima,
0 MNSGA-DO define que a quantidade de pontos ideais é
igual a duas vezes o nimero de solugdes necessdrias. Além
disso, o cdlculo das distancias entre as solucdes e os pontos
ideais ocorre da seguinte forma. Inicia-se de uma extremidade
até o centro da fronteira Pareto-()tima, trocando as extremi-
dades a cada selecdo de uma solucdo. Outra diferenca neste
processo € que 0 MNSGA-DO garante que uma solugdo estard
associada a apenas um ponto ideal, evitando a concentracio de
solucdes em um tdnico ponto ideal, garantindo a diversidade
das solugdes.

IV. EXPERIMENTOS E RESULTADOS

Esta secdo apresenta um estudo comparativo entre os al-
goritmos NSGA-II, NSGA-DO, MNSGA-DO na resolugdo de
diferentes POM presentes no benchmark WFG. Para realizacio
dos experimentos foi utilizado o framework JMetal [25],

versdo 5.11, o qual implementa os indicadores de qualidade e
as instincias de testes aqui considerados.

A. Benchmark WFG

O conjunto de problemas de referéncia WFG foi proposto
por Huband et al. [14]. Eles inicialmente desenvolveram
um conjunto de ferramentas, chamado WFG toolkit, para a
criacdo de problemas de teste multiobjetivo escalondveis. O
WEFEG Toolkit é flexivel e permite que caracteristicas como
viés, multimodalidade e ndo separabilidade sejam incorporadas
e combinadas em um mesmo problema. Varias geometrias
para a Fronteira de Pareto também sdo permitidas, incluindo
geometrias convexas, concavas, mistas, lineares, degeneradas e
descontinuas. A partir desse foolkit, Huband et al. construiram
nove problemas (WFG1-WFG9) de teste, que s@o utilizados
em diversas pesquisas de otimizacdo multiobjetivo. As propri-
edades destes problemas sdo apresentadas na Tabela I.

Tabela I: Problemas-teste WFG.

Problema Propriedades
WFG1 Convexa e enviesada
WFG2 Convexa, disconexa e multimodal
WFG3 Linear e degenerada
WFG4 Concava e Multimodal
WFG5 Concava
WFG6 Concava
WFG7 Concava e enviesada
WFGS8 Concava e enviesada
WFG9 Concava, multimodal e enviesada

B. Indicadores de Qualidade das Solucoes

Os indicadores de qualidade, ou medidas de desempenho,
permitem quantificar o desempenho dos algoritmos em relagio
a determinados requisitos. Neste trabalho, serdo avaliadas a
convergéncia, que mede a proximidade das solug¢des encon-
tradas com a PF ideal, e a diversidade (ou dispersdo) das
solugdes, que indica o quio bem as solugdes encontradas siao
representativas. Para isso, serdo aplicados os indicadores Dis-
tancia Geracional (GD) (do inglés, Generational Distance),
Distdancia Geracional Invertida (IGD) (do inglés, Inverted
Generational Distance), Hipervolume (HV) e Spread (SP)
[26].

O indicador GD indica a convergéncia dos algoritmos
ao calcular, para cada ponto da PF* encontrada, a menor
distancia euclidiana a qualquer ponto da PF ideal. O IGD ¢
considerado tanto uma métrica de convergéncia quanto uma
métrica de diversidade, pois este calcula para cada ponto da
PF ideal, a menor distancia euclidiana a qualquer ponto da
PF* encontrada. A métrica HV também avalia a convergéncia
e a diversidade, medindo o tamanho do espaco objetivo
dominado pelas solugdes em PF* e limitados por um ponto
de referéncia. Por fim, o Spread mede a extensdo das solucdes
obtidas em relacdo a Fronteira Pareto-()tima, indicando assim,
a diversidade das solugdes.

C. Operadores Genéticos

Os operadores genéticos utilizados foram o SBX (do inglés
Simulated Binary Crossover) [27] e a mutacdo polinomial
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[28]. Esses operadores sdo comumente utilizados em estudos
comparativos de AGMO, como por exemplo, nos trabalhos
de [29]-[34]. Os pardmetros dos operadores genéticos de
cruzamento e mutagdo sdo apresentados na Tabela II, os quais
foram baseados nos estudos de Figueiredo [35], Gong et al.
[36] e Nebro e Durillo [37].

Tabela II: Pardmetros dos operadores de mutagcdo e cruza-
mento.

Operador Genético Parametro WFG
« Mutagdo Probabilidade UN
Polinomial de mutacdo (py,) var
Indice de distribui¢do 20
para mutag@o (nm)
Cruzamento .
Simulado (SBX) ¢
Indice de distribui¢do 20
para cruzamento (1)

Os resultados sdo apresentados através de graficos das
PFs* encontradas de cada AGMO, para cada instancia de
teste, e por meio de tabelas com o valor médio dos indicadores
GD, IGD, Spread e HV, e seus respectivos valores de desvio
padrdo. Para facilitar a andlise das tabelas, algumas células
estdo destacadas em dois tons de cinza. O tom mais escuro
indica o algoritmo que obteve o melhor desempenho, e o
mais claro indica o algoritmo que obteve o segundo melhor
desempenho. O melhor desvio padréo estd sublinhado.

D. Experimentos com Problemas WFG

Para os problemas da familia WFG foram utilizadas 24
varidveis de decisdo em todas as instincias, com k = 4
(parametro de posicdo), L = 20 (pardmetro de distincia) e
500 geracdes. Esses valores para os parimetros de posicao
e distancias, que controlam a complexidade dos problemas,
foram os mesmos adotados nos estudos de Huband et al. [14],
Bradstreet et al. [38] e Nebro e Durillo [37].

A Figura 2 ilustra as melhores fronteiras encontradas por
cada um dos trés AGMO segundo o indicador de qualidade
hipervolume (HV). A partir da andlise das fronteiras, obser-
vamos que o0 NSGA-DO, apesar de conduzir as solu¢des para
regides Otimas do espaco objetivo, apresenta dificuldades em
preservar a diversidade nos conjuntos de solugdes encontrados,
pois ha gaps e aglomeragdo de solugdes. Entre os algoritmos
NSGA-II e MNSGA-DO, observamos que ambos apresentam,
além de boa convergéncia, uma boa diversidade. Uma andlise
mais atenciosa evidencia ainda que 0 MNSGA-DO apresenta
uma melhor distribuicdo das solu¢des para as instdncias de
teste WFG1 e WFG2, em que, notoriamente, 0 MNSGA-DO
povoa uma regido maior da fronteira.

A Tabela III apresenta os resultados para os indicadores
de qualidade, seguidos dos respectivos desvios-padrdes. Sobre
o indicador GD, ndo se observa um consenso sobre qual
algoritmo obtém os melhores resultados. Em relacdo ao desvio
padrdo, o NSGA-DO novamente apresentou os piores resulta-
dos, com as maiores variagdes. Entre os outros dois algoritmos,

o0 MNSGA-DO apresentou menor variagdo para a maioria das
instancias de teste.

Segundo os indicadores IGD e HV, o NSGA-II conseguiu
superar o MNSGA-DO somente para as instancias de teste
WFG1, WFG2 ¢ WFGS. Ja no indicador SP, o MNSGA-
DO supera o NSGA-II em todas as instancias de teste. Sobre
o desvio padrdo, para a maioria das instincias de teste, as
menores variagdes estdo associadas ao MNSGA-DO seguido
pelo NSGA-II. Para esses trés indicadores, o NSGA-DO
apresentou os piores resultados.

Os resultados ilustrados na Figura 2 e os descritos na Tabela
Il confirmam que a proposta do operador de selecdo do
MNSGA-DO melhorou tanto a convergéncia quanto a diver-
sidade das solugdes obtidas, em comparacdo aos algoritmos
NSGA-II e NSGA-DO.

Tabela III: Indicadores de qualidade para os problemas da
familia WFG.

Generation Distance (GD)

NSGA-DO MNSGA-DO NSGA-II
WFG1 1.0le — 02 7.5e—03 4.14e — 03 2.1e—03 | 3.33¢ — 03 2.0e—03
WFG2 6.36e — 04 5.2¢—04 5.20e —04 3.7¢—05 @ 5.08e — 04 4.1c—05
WFG3 | 3.49¢ — 04 1.1e-04 4.06e —04 6.9¢—05 5.32e —04 7.3¢—05
WFG4 1.51e — 03 3.1¢—04 | 6.85e —04 33.-05 6.98¢ —04 4.7¢—05
WEG5 1.54e — 02 5.7¢—03 2.72e — 03 9.0e—06 & 2.70e — 03 2.8.—05
WEG6 1.52e — 03 2.8¢—04 2.21e — 03 4.3e—04 2.28e¢ — 03 3.4e—04
WEG7 2.17e — 03 3.0e—04 3.21le — 04 1.5e—05 3.77e — 04 4.0e—05
WFG8 5.25e — 03 7.7e—04 6.44e — 03 8.5e—05 6.10e — 03 1.6e—04
WFG9 1.66e — 02 1.7¢—02 | 3.37e — 03 2.0e—03 3.90e — 03 1.9¢—03

Inverse Generation Distance (IGD)

NSGA-DO MNSGA-DO NSGA-II
WFG1 1.56e — 02 1.4e—03 8.18e — 03 3.6e—03 4.39¢ — 03 7.5e—04
WFG2 1.62e — 02 ¢g.9e—03 8.03e —03 2.0e—03 @ 7-42e — 03 1.3.—03
WFG3 7.14e — 03 4.7¢—03 1.98¢ — 04 1.9c—05 2.6de —04 20e—05
WFEG4  2.06e — 03 2.3¢—03 1.73e — 04 7.0e—06 1.91e — 04 1.5¢—05
WFG5 2.68¢ —02 4.9e—03 | 9.53e —04 29c.-06 9.75¢ — 04 6.2¢—06
WFG6 1.70e — 02 5.6e—03 1.11e — 03 2.1e—04 1.16e —03 1.7¢—04
WFG7 4.61e — 03 3.1e—03 1.00e — 04 3.0e—06 1.27e — 04 8.3e—06
WFG8 1.18e — 02 5.9¢—03 1.99e — 03 8.0e—05 1.93e — 03 6.0e—05
WFG9 7.91e — 03 5.0e—03 6.07e — 04 4.7Te—04 7.42e — 04 4.5e—04

Spread (SP)

NSGA-DO MNSGA-DO NSGA-II
WFGI1 1.25e + 00 1.3e—01 5.74e — 01 1.0e—01 5.80e — 01 3.0e—02
WFG2 1.56e + 00 1.9e¢—01 7.63¢ — 01 9.3¢—03 7.8le — 01 1.1e—02
WFG3 1.83e + 00 1.4e—01 1.50e — 01 2.3e—02 3.43e — 01 3.2e—02
WFG4 1.35¢e + 00 2.6e—01 2.82e — 01 1.8e—02 3.68e — 01 2.9¢—02
WFG5 1.03¢400 1.1e—01 | 2.83e — 01 92¢.—03 3.92¢ — 01 2.8.—02
WFG6 1.80e +00 9.1e—02 | 2.65e —01 15.-02 3.8le —01 3.0c—02
WEG7 1.79¢e +00 1.2¢—01 | 2.47e —01 18c-02 3.57e —01 2.8c—02
WFG8 1.74e + 00 6.9¢—02 3.68e — 01 2.3c—02 4.19¢ — 01 2.2¢—02
WFG9 1.32e + 00 5.5¢—01 3.02¢e — 01 2.5¢—02 4.20e — 01 3.2¢-—02

Hipervolume (HV)

NSGA-DO MNSGA-DO NSGA-II
WEGI  2.63e — 01 3.9e—02 4.65e —01 7.0e—02 & 5.4le — 01 3.0c—02
WFG2 3.90e — 01 1.3.-01 95.56e —01 19¢-—02 @ 5.59¢ — 01 72¢—04
WFG3 2.69e¢ — 01 1.5e—01 4.90e — 01 1.1e—03 4.88¢ — 01 1.2¢—03
WFG4 1.66e — 01 4.3e—02 2.16e — 01 4.2e—04 2.15e — 01 5.3e—04
WEG5 5.58¢ — 03 2.1e—02 1.96e — 01 1.1e—04 1.94e —01 3.4¢—04
WEG6 2.71e — 02 3.2¢—02 1.82e — 01 5.2¢—03 1.81e — 01 4.1¢—03
WEG7 9.70e — 02 5.0e—02 | 2.09¢ —01 24c—04 2.08e —01 4.0ec—04
WFG8 2.88¢ —02 2.8¢—02 1.62e —01 j.9e.—03 @ 1.63e —01 15.-03
WFG9  6.09¢ — 02 7.0e—02 | 2.05e — 01 30e—02 1.96e —01 29.—02




XVI Brazilian Conference on Computational Intelligence (CBIC 2023), Salvador, October 8th to 11th

WFG1 WFG2 WFG3 WFG4

4 4 4 4
35 35 35 35 35

3 3 3 3
o~ 25 ~ 25 o 25 ~ 25 o 25
< P < < P
s S s S s
5 2 3 2 5 g 2 B 2
2 g 2 g g
S S s S ]
ERE =15 SRk =15 ERE

o
o
o
&

05 05
0 0 ® 0 0
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
Function 1 Function 1 Function 1 Function 1 Function 1
. WFG6 N WFG7 WFG8 N WFG9
35 35 35 35
3 3
25 2 25 25
< < P <
s S s S
5 2 3 3 3 2
2 g 2 g
S S s S
L5 Eh ERE =15
1 1
05 05 05 05
0 Z 0
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
Function 1 Function 1 Function 1 Function 1
(a) NSGA-IL
WFG1 WFG2 WFG3
4 4 4 4
35 35 35 35 35
3 3 3 3
N 25 25 N 25 o 25 25
< P < P <
s S s S s
g 2 5 2 g 2 5 T 2
2 2 g 2 g
5 S 5 5 5
=15 w15 =15 Ea L5
1 1 1 1
05 05 % 05 05 05
0 0 0 0
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
Function 1 Function 1 Function 1 Function 1 Function 1
WFG6 ‘ WFG7 . WFG8 N WFG9
35 35 35
3 3
o~ 25 o o~ 25 25
< P < P
s s S S
g 5 g 2 T 2
2 2 g 2
5 £ 5 5
w1 w L1s5 &5
1 1
05 05 05
0 0
0 0.5 1 15 25 0 0.5 1 15 25 0 0.5 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
Function 1 Function 1 Function 1 Function 1
WFG1 WFG2 WFG3 WFG5
4 4 4 4 4
35 35 E 35 35 35
3 s 8 3 3
25 25 E ° 25 25 25
< < 9 < p <
S S & S S S
g 2 g 2 % g 2 g 2 g 2
g 2 g 2 g
S S S S S
=15 w15 o =15 & 15 =15
& 8
1 1 ‘ 1 1 1
05 05 : 05 05 05 ‘i
0 0 0 0 0 b
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
Function 1 Function 1 Function 1 Function 1 Function 1
WFG6 WFG7 WFG8 WFG9
4 4 4 D 4
35 35 35 35
3 3 3
25 25 25 25
< < < o P
S S S o S
T 2 T 2 T 2 T 2
g 2 g 2
S S S S
15 Tis 15 o Eys
1 1 1 1
05 05 ! 05 ° 05
0 0 0 0
0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25
Function 1 Function 1 Function 1 Function 1

(c) NSGA-DO.
Figura 2: PF's* encontradas pelos AGMO para o benchmark WFG.
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Para analisar a significancia das diferengas entre os resulta-
dos foi utilizado o teste estatistico de Wilcoxon [39], com nivel
de confianca de 95%. Os resultados estdo descritos na Tabela
IV, na qual o simbolo — significa que a hipétese nula foi aceita,
e os simbolos tridngulo preto e tridngulo invertido significam
que a hipétese nula foi rejeitada. O tridngulo preto indica que
o algoritmo da linha da tabela é significativamente melhor que
o algoritmo da coluna, e o tridngulo invertido indica o oposto.
Cada simbolo -, tridngulo preto e tridngulo invertido se refere
a um problema do WFG, ou seja, o primeiro simbolo se refere
ao WFGI1, o segundo simbolo ser refere ao WFG2, e assim
por diante.

Baseado nos resultados da Tabela IV e considerando o
indicador GD, o NSGA-DO foi significativamente melhor que
0 MNSGA-DO e NSGA-II para os problemas WFG3, WFG6
e WFGS. J4 o MNSGA-DO, apesar de ter os melhores valores
de GD para WFG4, WFG7 e WFG9 (Tabela III), somente o
GD para o WFG7 ¢ estatisticamente melhor do que os outros
dois algoritmos. Situa¢do semelhante ocorre com o NSGA-
II, pois possui melhores valores de GD para WFG1, WFG2
e WFGS, no entanto, somente o valor de GD para WFGS5 ¢
significativamente melhor.

Em relacdo ao indicador IGD, o NSGA-II obteve os me-
lhores resultados para WFG1, WFG2 e WFGS8 (Tabela III),
mas somente os valores de IGD para WFG1 e WFGS8 sao
estatisticamente melhores do que os outros. Por outro lado,
0o MNSGA-DO obteve os melhores valores de IGD para os
demais problemas: WFG3, WFG4, WFGS5, WFG6, WFG7 e
WEFG9. Dentre estes, somente os valores de IGD para WFG3,
WFG4, WFGS5, WFG7 e WFQG9 sao estatisticamente melhores.

Analisando o indicador SP, o MNSGA-DO obteve 0s me-
lhores resultados para todos os problemas (Tabela III), no
entanto, o SP para WFGI1 ¢ considerado estatisticamente igual
ao NSGA-II. Para todos os demais problemas o MNSGA-DO
€ significativamente melhor.

Por fim, para o indicador HV, o MNSGA-DO e o NSGA-II
também superam o NSGA-DO para todos problemas. Compa-
rando o MNSGA-DO e o NSGA-II, verifica-se que o MNSGA-
DO apresenta melhores resultados para os problemas WFG3,
WFG4, WFGS5, WFG6, WFG7 ¢ WFG9Y, sendo estatistica-
mente superior nos problemas WFG3, WFG4, WFGS5, WFG7 e
WFG9. Ja o NSGA-II € superior em resultados nos problemas
WFG1, WFG2 e WFG8, mas significativamente melhor apenas
para o problema WFGI.

Tabela IV: Resultados estatisticos.

MNSGA-DO NSGA-II
GD NSGA-DO V-—AVVAVAV V-—AVVAVAV
MNSGA-DO -—A-V-AV-
IGD | NSGA-DO VVVVVVVVV VVVVVVVVV
MNSGA-DO V—AAA—-—AVA

SP NSGA-DO
MNSGA-DO

VVVVVVVVV VVVVVVVVV

—AAAAAAAA

HV | NSGA-DO
MNSGA-DO

VVVVVVVVV VVVVVVVVV

V—AAA-—A-A

V. CONCLUSAO

Neste artigo, investigamos o comportamento do MNSGA-
DO quando aplicado a problemas de otimiza¢do multiobjetivo
considerando diferentes dificuldades no espaco de decisdo
e com diferentes formas da fronteira de Pareto. Para isso,
utilizamos o conjunto de problemas de referéncia WFG, e
comparamos os resultados com os algoritmos NSGA-II e
NSGA-DO, analisando a convergéncia e a diversidade destes
trés AGMO com base em quatro indicadores de qualidade,
GD, IGD, Spread e HV.

Analisando as fronteiras de Pareto dos algoritmos, foi pos-
sivel verificar que os resultados obtidos pelo NSGA-DO estio
concentrados em alguns pontos, principalmente nos problemas
WFG1, WFG3, WFG5 e WFGS8. Esse resultado pode ser
explicado pelo processo de selecao de individuos do NSGA-
DO, que permite que um ponto ideal selecione vérias solucdes
e outro ponto poucas solucdes ou até nenhuma, levando a
aglomeracdo de solucGes em regides do espago objetivo. O
NSGA-DO, proposto para melhorar a distribuicdo de solucdes
ao longo da fronteira de Pareto, falha em superar a distancia
de multiddo do NSGA-II em problemas continuos. Por outro
lado, 0 MNSGA-DO e o NSGA-II apresentam convergéncia e
diversidade similares visualmente, sendo que o0 MNSGA-DO
se comporta de forma mais satisfatéria nos problemas WFG1
e WFG2.

De acordo com valores apresentados na Tabela III e com a
andlise estatistica mostrada na Tabela IV, é possivel verificar
que o MNSGA-DO e o NSGA-II sdo superiores ao NSGA-
DO para todos os indicadores de qualidade. Tomando por
base os indicadores IGD, Spread e HV, o MNSGA-DO foi
significativamente melhor que o NSGA-II. Estes resultados
demonstram a aplicabilidade e eficiéncia do MNSGA-DO na
solucdo problemas continuos de otimiza¢do multiobjetivo com
espago de decisdo e espaco objetivo considerados complexos.
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