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Resumo—Este artigo apresenta um estudo de duas recen-
tes variantes do algoritmo NSGA-II, chamadas NSGA-DO e
MNSGA-DO, aplicadas na resolução de problemas de otimização
multiobjetivo com diferentes dificuldades no espaço de decisão e
diferentes formas da fronteira de Pareto. Estas variantes propõem
distintos operadores de seleção para a escolha de indivíduos
que farão parte da nova população em cada geração, os quais
são baseados na distância entre as soluções e pontos ideais que
são calculados na Fronteira Pareto-Ótima dos problemas. Para
avaliar a convergência e a diversidade desses algoritmos multi-
objetivo, foi utilizado o conjunto de testes de referência WFG, e
os resultados foram comparados considerando os indicadores de
qualidade GD, IGD, Spread e HV. Tais resultados demonstram a
superioridade do MNSGA-DO em relação aos demais algoritmos.

Index Terms—Algoritmo Genético Multiobjetivo; Otimização
Multiobjetivo; NSGA-II; NSGA-DO.

I. INTRODUÇÃO

Um problema de otimização multiobjetivo é um problema
com dois ou mais objetivos, geralmente conflitantes entre si,
que precisam ser otimizados simultaneamente. A solução de
um problema multiobjetivo é formada por um conjunto de
soluções que apresentam um compromisso entre os objetivos,
denominado conjunto Pareto. Para indicar a qualidade de uma
solução e auxiliar no processo de seleção, o conceito de
dominância de Pareto é comumente utilizado. Este conceito
define soluções consideradas superiores a outras, conhecidas
como não-dominadas; enquanto que as soluções que podem
ser superadas por outras são chamadas de dominadas. Uma
solução Pareto-ótima é uma solução tal que nenhuma outra
solução do conjunto Pareto a domina. O conjunto de todas
as soluções Pareto-ótimas constitui o conjunto Pareto-ótimo.
Desta forma, o objetivo fundamental da otimização multiob-
jetivo consiste em determinar o conjunto Pareto-ótimo (PS∗),
bem como a imagem desse conjunto pela função objetivo, que
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é a Fronteira Pareto-Ótima (PF ∗), ou simplesmente, Fronteira
de Pareto.

Algoritmos Genéticos Multiobjetivos (AGMO) têm sido
aplicados a várias classes de Problemas de Otimização Multi-
objetivo (POM) e têm se mostrado promissores para resolver
tais problemas eficientemente, [1]–[7]. Devido à natureza
dos AGMO, seus comportamentos e desempenhos são fre-
quentemente estudados de maneira experimental. Para isso,
alguns benchmarks vêm sendo propostos, com o objetivo de
avaliar sua convergência e sua capacidade de preservação da
diversidade. Dentre esses benchmarks estão o ZDT (Zitzler-
Deb-Thiele) [8], o DTLZ (Deb-Thiele-Laumanns-Zitzler) [9],
o WFG (Walking Fish Group) [10] e o LZ09 (Li-Zhang) [11].

O trabalho desenvolvido por Jussara et al. [12] apresenta
um novo AGMO, denominado MNSGA-DO (do inglês, Mo-
dified Non-dominated Sorting Genetic Algorithm Distance-
Oriented), que visa ajustar o operador de seleção do NSGA-
DO (do inglês, Non-dominated Sorting Genetic Algorithm
Distance-Oriented), desenvolvido por Pimenta e Camargo
[13], para melhorar sua diversidade quando aplicado a pro-
blemas de otimização multiobjetivo contínuos. Para validar
a proposta, foi realizada uma comparação de desempenho
entre este novo AGMO e os algoritmos genéticos NSGA-
II (do inglês, Nondominated Sorting Genetic Algorithm-II)
e NSGA-DO, aplicando o conjunto de problemas ZDT [8],
considerado simples em função das características de seu PS
[11]. Os resultados demonstraram que o MNSGA-DO superou
os algoritmos NSGA-II e NSGA-DO em quase todos os testes.

No entanto, como as características de PS e a forma de PF
afetam diretamente o desempenho dos algoritmos genéticos
multiobjetivo [14], este trabalho objetiva avaliar o algoritmo
MNSGA-DO para POM de maior complexidade, utilizando
para isso os problemas que compõem o benchmark WFG.

O restante do artigo está organizado da seguinte forma:
a seção II apresenta os conceitos relacionados a problemas
de otimização multiobjetivo. Na seção III descreve-se o fun-
cionamento dos AGMO NSGA-II, NSGA-DO e MNSGA-
DO. A seção IV traz os experimentos que foram realizados,
considerando o conjunto de problemas de teste WFG. Por fim,
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a seção V apresenta as conclusões deste trabalho.

II. PROBLEMAS DE OTIMIZAÇÃO MULTIOBJETIVO

De acordo com Li et al. [15], um Problema de Otimização
Multiobjetivo (POM) pode ser definido pela Equação 1.

Minimizar F (x) = (f1(x), ..., fm(x))T

sujeito a gj(x) ≥ 0, j = 1, ..., J

hk(x) = 0, k = 1, ...,K

x ∈ Ω

(1)

onde gj representa as J restrições de desigualdade e hk re-
presenta as K restrições de igualdade. Ω = Γn

i=1[ai, bi] ⊆ Rn

é o domínio das variáveis, sendo ai o limite inferior e bi
o limite superior, e x = (x1, ..., xn)

T ∈ Ω é uma solução
candidata. F : Ω −→ Rm constitui as m funções objetivo
conflitantes e Rm é chamado espaço objetivo. O conjunto
de objetivos factíveis é definido como Θ = {F (x) | x ∈
Ω, gj(x) ≥ 0, hk(x) = 0}, para j ∈ {1, ..., J} e k ∈ {1, ...K}.

Definição 1. Dominância de Pareto: Uma solução x1 do-
mina uma solução x2 (denotado por x1 ≺ x2), se e somente
se, fi(x1) ≤ fi(x2) ∀ i ∈ {1, ...,m} e ∃ j ∈ {1, ...,m} |
fi(x1) < fi(x2). De acordo com a Equação 1, x∗ é uma
solução Pareto-ótimo se não existe outra solução x ∈ Ω tal que
x ≺ x∗. Consequentemente, F (x∗) é um vetor Pareto-ótimo.
Essa relação de dominância não é reflexiva, de modo que uma
solução não pode dominar a si mesma, e não é simétrica,
ou seja x1 ≺ x2 mas o contrário (x2 ≺ x1) não pode ser
verdadeiro. A dominância de Pareto também é transitiva, isto
é, se x1 ≺ x2 e x2 ≺ x3 então x1 ≺ x3.

Definição 2. Conjunto Pareto-Ótimo (PS∗): As soluções
não dominadas entre si formam um conjunto denominado
Pareto-Ótimo, composto pelas melhores soluções do problema.

Definição 3. Fronteira Pareto-Ótima (PF ∗): Quando vistos
no espaço objetivo, o Conjunto Pareto-Ótimo forma a Fron-
teira Pareto-Ótima. Nesta fronteira encontram-se as melhores
soluções para o problema.

III. OTIMIZAÇÃO GENÉTICA MULTIOBJETIVO

Em uma tentativa assertiva de melhorar o desempenho do
NSGA, Srinivas e Deb [16] e Deb et al. [17] desenvolveram
o NSGA-II, um algoritmo genético que, além de enfatizar
soluções dominantes, utiliza o princípio elitista e implementa
um algoritmo específico capaz de preservar a diversidade em
sua população. O NSGA-II tem sido amplamente utilizado na
resolução de diversos tipos de problemas [18]–[21], e é co-
mumente utilizado como algoritmo base no desenvolvimento
de outros algoritmos [22]–[24].

De forma geral, o NSGA-II funciona da seguinte forma:
para cada solução i contida na população, dois valores são
calculados: ndi, que é o número de soluções que dominam a
solução i, e Ui, que é o conjunto de soluções que são domi-
nadas pela solução i. Soluções com ndi = 0 estarão contidas
na fronteira F1 (Fronteira Pareto-Ótima). Desta forma, para
cada solução j pertencente ao conjunto Ui, o valor de ndj é
decrementado para cada solução i que domina j, onde i ∈ F1.

Se o valor de ndj = 0, então a solução j pertencerá à próxima
fronteira, no caso, F2. Este processo se repete até que todas as
soluções sejam classificadas em uma fronteira (F1, F2, ..., Ff ),
de acordo com o grau de dominância de cada solução.

A escolha das soluções que farão parte da próxima geração
também se dá pelo grau de dominância, ou seja, as primeiras
soluções selecionadas são da fronteira F1, em seguida da
fronteira F2, e assim por diante. No entanto, é possível que a
quantidade de soluções de uma fronteira ultrapasse o tamanho
da população do algoritmo. Neste caso, o NSGA-II aplica
um operador de seleção chamado distância de multidão (do
inglês, Crowding Distance), para decidir quais soluções da
fronteira atual serão selecionadas para a próxima geração.
Buscando a diversidade das soluções, este operador escolhe
as soluções mais distantes dos aglomerados de soluções na
fronteira, calculando a média da distância das duas soluções
adjacentes a cada indivíduo para todos os objetivos.

Conforme já mencionado, existem na literatura propostas
de novos algoritmos baseados no NSGA-II, sendo um deles o
NSGA-DO, desenvolvido por Pimenta e Camargo [13]. Como
o NSGA-DO é baseado no NSGA-II, ele também utiliza o
critério de dominância entre as soluções e a estratégia de
Elitismo para preservar as melhores soluções encontradas até
o momento. A diferença entre o NSGA-II e o NSGA-DO
está exatamente na forma de selecionar as soluções de uma
determinada fronteira para a próxima geração. Nesta situação,
o NSGA-DO define pontos ideais na fronteira Pareto-Ótima
(F1). Para encontrar estes pontos ideais, o NSGA-DO calcula
o tamanho de F1 e estima uma partição uniforme, definindo
a posição dos pontos ideais. Portanto, as soluções que serão
inseridas na próxima geração são aquelas mais próximas dos
pontos ideais.

Para um melhor entendimento da diferença entre o NSGA-
II e o NSGA-DO, considere as fronteiras F1 e F2 ilustradas
na Figura 1.

As soluções pertencentes à fronteira F1 dominam as so-
luções da fronteira F2 e não são dominadas por nenhuma
outra solução, logo, F1 é a Fronteira Pareto-Ótima. Os pontos
pretos (I1, I2, I3, I4 e I5) representam os pontos ideais. Os
pontos cinzas (F1S1, F1S2, F1S3, F1S4, F1S5, F2S1, F2S2, F2S3
e F2S4) representam as soluções encontradas por um algoritmo
genético. f1 e f2 são as funções objetivo a serem otimizadas.
Assumindo que oito soluções devem ser selecionadas para a
próxima geração, NSGA-II e NSGA-DO encontram diferentes
conjuntos de soluções.

Inicialmente, todas as soluções da fronteira F1 são selecio-
nadas, porque o número de soluções desta fronteira é menor
que o tamanho da população. Neste momento, NSGA-II e
NSGA-DO encontram o mesmo conjunto de soluções:

SNSGA-II = SNSGA-DO = {F1S1, F1S2, F1S3, F1S4, F1S5}

Em seguida, três soluções devem ser selecionadas de F2. O
operador Crowding Distance do NSGA-II escolhe as soluções
com maior distância entre os seus vizinhos. Neste caso, as so-
luções S1 e S4, porque elas estão localizadas nas extremidades
da fronteira F2. A solução S2 será a última selecionada porque
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Figura 1: Diferença do operador de seleção do NSGA-II e
NSGA-DO [13].

o seu valor de crowding distance é maior que da solução S3.
Por outro lado, as soluções escolhidas pelo NSGA-DO são as
mais próximas dos pontos ideais, que são S3, S4 e S2. Portanto,
o resultado final é:

SNSGA-II = {F1S1, F1S2, F1S3, F1S4, F1S5, F2S1, F2S4, F2S2}
SNSGA-DO = {F1S1, F1S2, F1S3, F1S4, F1S5, F2S3, F2S4, F2S2}

Um fato importante a ser destacado do NSGA-DO é que, se
S soluções estiverem mais próximas a um único ponto ideal,
as soluções selecionadas estarão concentradas nesta região da
fronteira, comprometendo a diversidade das soluções.

O MNSGA-DO é uma variação do NSGA-DO que visa
melhorar o seu desempenho. Mais especificamente, ao invés de
definir os pontos ideais baseados na partição uniforme e no ta-
manho da fronteira Pareto-Ótima, o MNSGA-DO calcula uma
partição uniforme baseada no número de soluções necessárias
para completar a população que será enviada para a próxima
geração. Desta forma, o tempo de convergência diminui devido
à redução do número de pontos ideais, e consequentemente,
pela redução na quantidade de cálculos de distância. Para
melhorar a distribuição das soluções na fronteira Pareto-Ótima,
o MNSGA-DO define que a quantidade de pontos ideais é
igual à duas vezes o número de soluções necessárias. Além
disso, o cálculo das distâncias entre as soluções e os pontos
ideais ocorre da seguinte forma. Inicia-se de uma extremidade
até o centro da fronteira Pareto-Ótima, trocando as extremi-
dades a cada seleção de uma solução. Outra diferença neste
processo é que o MNSGA-DO garante que uma solução estará
associada à apenas um ponto ideal, evitando a concentração de
soluções em um único ponto ideal, garantindo a diversidade
das soluções.

IV. EXPERIMENTOS E RESULTADOS

Esta seção apresenta um estudo comparativo entre os al-
goritmos NSGA-II, NSGA-DO, MNSGA-DO na resolução de
diferentes POM presentes no benchmark WFG. Para realização
dos experimentos foi utilizado o framework JMetal [25],

versão 5.11, o qual implementa os indicadores de qualidade e
as instâncias de testes aqui considerados.

A. Benchmark WFG

O conjunto de problemas de referência WFG foi proposto
por Huband et al. [14]. Eles inicialmente desenvolveram
um conjunto de ferramentas, chamado WFG toolkit, para a
criação de problemas de teste multiobjetivo escalonáveis. O
WFG Toolkit é flexível e permite que características como
viés, multimodalidade e não separabilidade sejam incorporadas
e combinadas em um mesmo problema. Várias geometrias
para a Fronteira de Pareto também são permitidas, incluindo
geometrias convexas, côncavas, mistas, lineares, degeneradas e
descontínuas. A partir desse toolkit, Huband et al. construíram
nove problemas (WFG1-WFG9) de teste, que são utilizados
em diversas pesquisas de otimização multiobjetivo. As propri-
edades destes problemas são apresentadas na Tabela I.

Tabela I: Problemas-teste WFG.

Problema Propriedades
WFG1 Convexa e enviesada
WFG2 Convexa, disconexa e multimodal
WFG3 Linear e degenerada
WFG4 Concava e Multimodal
WFG5 Concava
WFG6 Concava
WFG7 Concava e enviesada
WFG8 Concava e enviesada
WFG9 Concava, multimodal e enviesada

B. Indicadores de Qualidade das Soluções

Os indicadores de qualidade, ou medidas de desempenho,
permitem quantificar o desempenho dos algoritmos em relação
à determinados requisitos. Neste trabalho, serão avaliadas a
convergência, que mede a proximidade das soluções encon-
tradas com a PF ideal, e a diversidade (ou dispersão) das
soluções, que indica o quão bem as soluções encontradas são
representativas. Para isso, serão aplicados os indicadores Dis-
tância Geracional (GD) (do inglês, Generational Distance),
Distância Geracional Invertida (IGD) (do inglês, Inverted
Generational Distance), Hipervolume (HV) e Spread (SP)
[26].

O indicador GD indica a convergência dos algoritmos
ao calcular, para cada ponto da PF ∗ encontrada, a menor
distância euclidiana à qualquer ponto da PF ideal. O IGD é
considerado tanto uma métrica de convergência quanto uma
métrica de diversidade, pois este calcula para cada ponto da
PF ideal, a menor distância euclidiana à qualquer ponto da
PF ∗ encontrada. A métrica HV também avalia a convergência
e a diversidade, medindo o tamanho do espaço objetivo
dominado pelas soluções em PF ∗ e limitados por um ponto
de referência. Por fim, o Spread mede a extensão das soluções
obtidas em relação a Fronteira Pareto-Ótima, indicando assim,
a diversidade das soluções.

C. Operadores Genéticos

Os operadores genéticos utilizados foram o SBX (do inglês
Simulated Binary Crossover) [27] e a mutação polinomial
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[28]. Esses operadores são comumente utilizados em estudos
comparativos de AGMO, como por exemplo, nos trabalhos
de [29]–[34]. Os parâmetros dos operadores genéticos de
cruzamento e mutação são apresentados na Tabela II, os quais
foram baseados nos estudos de Figueiredo [35], Gong et al.
[36] e Nebro e Durillo [37].

Tabela II: Parâmetros dos operadores de mutação e cruza-
mento.

Operador Genético Parâmetro WFG

2* Mutação
Polinomial

Probabilidade
de mutação (pm) 1/Nvar

Índice de distribuição
para mutação (nm) 20

2*
Cruzamento

Binário
Simulado (SBX)

Probabilidade
de cruzamento (pc) 0.9

Índice de distribuição
para cruzamento (nc) 20

Os resultados são apresentados através de gráficos das
PFs∗ encontradas de cada AGMO, para cada instância de
teste, e por meio de tabelas com o valor médio dos indicadores
GD, IGD, Spread e HV, e seus respectivos valores de desvio
padrão. Para facilitar a análise das tabelas, algumas células
estão destacadas em dois tons de cinza. O tom mais escuro
indica o algoritmo que obteve o melhor desempenho, e o
mais claro indica o algoritmo que obteve o segundo melhor
desempenho. O melhor desvio padrão está sublinhado.

D. Experimentos com Problemas WFG

Para os problemas da família WFG foram utilizadas 24
variáveis de decisão em todas as instâncias, com k = 4
(parâmetro de posição), L = 20 (parâmetro de distância) e
500 gerações. Esses valores para os parâmetros de posição
e distâncias, que controlam a complexidade dos problemas,
foram os mesmos adotados nos estudos de Huband et al. [14],
Bradstreet et al. [38] e Nebro e Durillo [37].

A Figura 2 ilustra as melhores fronteiras encontradas por
cada um dos três AGMO segundo o indicador de qualidade
hipervolume (HV). A partir da análise das fronteiras, obser-
vamos que o NSGA-DO, apesar de conduzir as soluções para
regiões ótimas do espaço objetivo, apresenta dificuldades em
preservar a diversidade nos conjuntos de soluções encontrados,
pois há gaps e aglomeração de soluções. Entre os algoritmos
NSGA-II e MNSGA-DO, observamos que ambos apresentam,
além de boa convergência, uma boa diversidade. Uma análise
mais atenciosa evidencia ainda que o MNSGA-DO apresenta
uma melhor distribuição das soluções para as instâncias de
teste WFG1 e WFG2, em que, notoriamente, o MNSGA-DO
povoa uma região maior da fronteira.

A Tabela III apresenta os resultados para os indicadores
de qualidade, seguidos dos respectivos desvios-padrões. Sobre
o indicador GD, não se observa um consenso sobre qual
algoritmo obtém os melhores resultados. Em relação ao desvio
padrão, o NSGA-DO novamente apresentou os piores resulta-
dos, com as maiores variações. Entre os outros dois algoritmos,

o MNSGA-DO apresentou menor variação para a maioria das
instâncias de teste.

Segundo os indicadores IGD e HV, o NSGA-II conseguiu
superar o MNSGA-DO somente para as instâncias de teste
WFG1, WFG2 e WFG8. Já no indicador SP, o MNSGA-
DO supera o NSGA-II em todas as instâncias de teste. Sobre
o desvio padrão, para a maioria das instâncias de teste, as
menores variações estão associadas ao MNSGA-DO seguido
pelo NSGA-II. Para esses três indicadores, o NSGA-DO
apresentou os piores resultados.

Os resultados ilustrados na Figura 2 e os descritos na Tabela
III confirmam que a proposta do operador de seleção do
MNSGA-DO melhorou tanto a convergência quanto a diver-
sidade das soluções obtidas, em comparação aos algoritmos
NSGA-II e NSGA-DO.

Tabela III: Indicadores de qualidade para os problemas da
família WFG.

Generation Distance (GD)

NSGA-DO MNSGA-DO NSGA-II
WFG1 1.01e− 02 7.5e−03 4.14e− 03 2.1e−03 3.33e− 03 2.0e−03

WFG2 6.36e− 04 5.2e−04 5.20e− 04 3.7e−05 5.08e− 04 4.1e−05

WFG3 3.49e− 04 1.1e−04 4.06e− 04 6.9e−05 5.32e− 04 7.3e−05

WFG4 1.51e− 03 3.1e−04 6.85e− 04 3.3e−05 6.98e− 04 4.7e−05

WFG5 1.54e− 02 5.7e−03 2.72e− 03 9.0e−06 2.70e− 03 2.8e−05

WFG6 1.52e− 03 2.8e−04 2.21e− 03 4.3e−04 2.28e− 03 3.4e−04

WFG7 2.17e− 03 3.0e−04 3.21e− 04 1.5e−05 3.77e− 04 4.0e−05

WFG8 5.25e− 03 7.7e−04 6.44e− 03 8.5e−05 6.10e− 03 1.6e−04

WFG9 1.66e− 02 1.7e−02 3.37e− 03 2.0e−03 3.90e− 03 1.9e−03

Inverse Generation Distance (IGD)

NSGA-DO MNSGA-DO NSGA-II
WFG1 1.56e− 02 1.4e−03 8.18e− 03 3.6e−03 4.39e− 03 7.5e−04

WFG2 1.62e− 02 6.9e−03 8.03e− 03 2.0e−03 7.42e− 03 1.3e−03

WFG3 7.14e− 03 4.7e−03 1.98e− 04 1.9e−05 2.64e− 04 2.0e−05

WFG4 2.06e− 03 2.3e−03 1.73e− 04 7.0e−06 1.91e− 04 1.5e−05

WFG5 2.68e− 02 4.9e−03 9.53e− 04 2.9e−06 9.75e− 04 6.2e−06

WFG6 1.70e− 02 5.6e−03 1.11e− 03 2.1e−04 1.16e− 03 1.7e−04

WFG7 4.61e− 03 3.1e−03 1.00e− 04 3.0e−06 1.27e− 04 8.3e−06

WFG8 1.18e− 02 5.9e−03 1.99e− 03 8.0e−05 1.93e− 03 6.0e−05

WFG9 7.91e− 03 5.0e−03 6.07e− 04 4.7e−04 7.42e− 04 4.5e−04

Spread (SP)

NSGA-DO MNSGA-DO NSGA-II
WFG1 1.25e+ 00 1.3e−01 5.74e− 01 1.0e−01 5.80e− 01 3.0e−02

WFG2 1.56e+ 00 1.9e−01 7.63e− 01 9.3e−03 7.81e− 01 1.1e−02

WFG3 1.83e+ 00 1.4e−01 1.50e− 01 2.3e−02 3.43e− 01 3.2e−02

WFG4 1.35e+ 00 2.6e−01 2.82e− 01 1.8e−02 3.68e− 01 2.9e−02

WFG5 1.03e+ 00 1.1e−01 2.53e− 01 9.2e−03 3.92e− 01 2.8e−02

WFG6 1.80e+ 00 9.1e−02 2.65e− 01 1.5e−02 3.81e− 01 3.0e−02

WFG7 1.79e+ 00 1.2e−01 2.47e− 01 1.8e−02 3.57e− 01 2.8e−02

WFG8 1.74e+ 00 6.9e−02 3.68e− 01 2.3e−02 4.19e− 01 2.2e−02

WFG9 1.32e+ 00 5.5e−01 3.02e− 01 2.5e−02 4.20e− 01 3.2e−02

Hipervolume (HV)

NSGA-DO MNSGA-DO NSGA-II
WFG1 2.63e− 01 3.9e−02 4.65e− 01 7.0e−02 5.41e− 01 3.0e−02

WFG2 3.90e− 01 1.3e−01 5.56e− 01 1.2e−02 5.59e− 01 7.2e−04

WFG3 2.69e− 01 1.5e−01 4.90e− 01 1.1e−03 4.88e− 01 1.2e−03

WFG4 1.66e− 01 4.3e−02 2.16e− 01 4.2e−04 2.15e− 01 5.3e−04

WFG5 5.58e− 03 2.1e−02 1.96e− 01 1.1e−04 1.94e− 01 3.4e−04

WFG6 2.71e− 02 3.2e−02 1.82e− 01 5.2e−03 1.81e− 01 4.1e−03

WFG7 9.70e− 02 5.0e−02 2.09e− 01 2.4e−04 2.08e− 01 4.0e−04

WFG8 2.88e− 02 2.8e−02 1.62e− 01 1.9e−03 1.63e− 01 1.5e−03

WFG9 6.09e− 02 7.0e−02 2.05e− 01 3.0e−02 1.96e− 01 2.9e−02
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(a) NSGA-II.
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(b) MNSGA-DO.
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(c) NSGA-DO.

Figura 2: PFs∗ encontradas pelos AGMO para o benchmark WFG.
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Para analisar a significância das diferenças entre os resulta-
dos foi utilizado o teste estatístico de Wilcoxon [39], com nível
de confiança de 95%. Os resultados estão descritos na Tabela
IV, na qual o símbolo – significa que a hipótese nula foi aceita,
e os símbolos triângulo preto e triângulo invertido significam
que a hipótese nula foi rejeitada. O triângulo preto indica que
o algoritmo da linha da tabela é significativamente melhor que
o algoritmo da coluna, e o triângulo invertido indica o oposto.
Cada símbolo -, triângulo preto e triângulo invertido se refere
a um problema do WFG, ou seja, o primeiro símbolo se refere
ao WFG1, o segundo símbolo ser refere ao WFG2, e assim
por diante.

Baseado nos resultados da Tabela IV e considerando o
indicador GD, o NSGA-DO foi significativamente melhor que
o MNSGA-DO e NSGA-II para os problemas WFG3, WFG6
e WFG8. Já o MNSGA-DO, apesar de ter os melhores valores
de GD para WFG4, WFG7 e WFG9 (Tabela III), somente o
GD para o WFG7 é estatisticamente melhor do que os outros
dois algoritmos. Situação semelhante ocorre com o NSGA-
II, pois possui melhores valores de GD para WFG1, WFG2
e WFG5, no entanto, somente o valor de GD para WFG5 é
significativamente melhor.

Em relação ao indicador IGD, o NSGA-II obteve os me-
lhores resultados para WFG1, WFG2 e WFG8 (Tabela III),
mas somente os valores de IGD para WFG1 e WFG8 são
estatisticamente melhores do que os outros. Por outro lado,
o MNSGA-DO obteve os melhores valores de IGD para os
demais problemas: WFG3, WFG4, WFG5, WFG6, WFG7 e
WFG9. Dentre estes, somente os valores de IGD para WFG3,
WFG4, WFG5, WFG7 e WFG9 são estatisticamente melhores.

Analisando o indicador SP, o MNSGA-DO obteve os me-
lhores resultados para todos os problemas (Tabela III), no
entanto, o SP para WFG1 é considerado estatisticamente igual
ao NSGA-II. Para todos os demais problemas o MNSGA-DO
é significativamente melhor.

Por fim, para o indicador HV, o MNSGA-DO e o NSGA-II
também superam o NSGA-DO para todos problemas. Compa-
rando o MNSGA-DO e o NSGA-II, verifica-se que o MNSGA-
DO apresenta melhores resultados para os problemas WFG3,
WFG4, WFG5, WFG6, WFG7 e WFG9, sendo estatistica-
mente superior nos problemas WFG3, WFG4, WFG5, WFG7 e
WFG9. Já o NSGA-II é superior em resultados nos problemas
WFG1, WFG2 e WFG8, mas significativamente melhor apenas
para o problema WFG1.

Tabela IV: Resultados estatísticos.

MNSGA-DO NSGA-II
GD NSGA-DO ▽ – ▲ ▽ ▽ ▲ ▽ ▲ ▽ ▽ – ▲ ▽ ▽ ▲ ▽ ▲ ▽

MNSGA-DO – – ▲ – ▽ – ▲ ▽ –

IGD NSGA-DO ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽
MNSGA-DO ▽ – ▲ ▲ ▲ – ▲ ▽ ▲

SP NSGA-DO ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽
MNSGA-DO – ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲

HV NSGA-DO ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽ ▽
MNSGA-DO ▽ – ▲ ▲ ▲ – ▲ – ▲

V. CONCLUSÃO

Neste artigo, investigamos o comportamento do MNSGA-
DO quando aplicado a problemas de otimização multiobjetivo
considerando diferentes dificuldades no espaço de decisão
e com diferentes formas da fronteira de Pareto. Para isso,
utilizamos o conjunto de problemas de referência WFG, e
comparamos os resultados com os algoritmos NSGA-II e
NSGA-DO, analisando a convergência e a diversidade destes
três AGMO com base em quatro indicadores de qualidade,
GD, IGD, Spread e HV.

Analisando as fronteiras de Pareto dos algoritmos, foi pos-
sível verificar que os resultados obtidos pelo NSGA-DO estão
concentrados em alguns pontos, principalmente nos problemas
WFG1, WFG3, WFG5 e WFG8. Esse resultado pode ser
explicado pelo processo de seleção de indivíduos do NSGA-
DO, que permite que um ponto ideal selecione várias soluções
e outro ponto poucas soluções ou até nenhuma, levando à
aglomeração de soluções em regiões do espaço objetivo. O
NSGA-DO, proposto para melhorar a distribuição de soluções
ao longo da fronteira de Pareto, falha em superar a distância
de multidão do NSGA-II em problemas contínuos. Por outro
lado, o MNSGA-DO e o NSGA-II apresentam convergência e
diversidade similares visualmente, sendo que o MNSGA-DO
se comporta de forma mais satisfatória nos problemas WFG1
e WFG2.

De acordo com valores apresentados na Tabela III e com a
análise estatística mostrada na Tabela IV, é possível verificar
que o MNSGA-DO e o NSGA-II são superiores ao NSGA-
DO para todos os indicadores de qualidade. Tomando por
base os indicadores IGD, Spread e HV, o MNSGA-DO foi
significativamente melhor que o NSGA-II. Estes resultados
demonstram a aplicabilidade e eficiência do MNSGA-DO na
solução problemas contínuos de otimização multiobjetivo com
espaço de decisão e espaço objetivo considerados complexos.
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