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Abstract—O problema de index tracking estuda a reproducao
da performance de um indice com um portfélio formado por
um numero restrito de ativos. Esta abordagem é especialmente
importante em situacées reais, onde custos de transacio estiao
associados a compra e venda de ativos, impossibilitando uma
replicacdo fiel do benchmark. No entanto, essa restricao de car-
dinalidade do portfélio acrescenta uma complexidade adicional,
por isso, sua solucio pode levar muito tempo. Para contornar
este problema, metaheuristicas foram propostas com o objetivo
de alcancar boas solucoes em um tempo razoavel. Este trabalho
analisa a performance de cinco algortimos genéticos aplicados a
duas formulacées de modelos para a otimizacao deste problema
de seleciao portfolio: um linear e outro quadratico, em termos
de tempo de execucdo e qualidade da solucdo. Os resultados
mostram que a abordagem hibrida dos GAs foi capaz de retornar
solucdes competitivas em menos tempo do que um solver genérico,
tanto em periodos de otimizaciio simples quanto em estratégias
de rebalanceamento do portfélio, de forma a ser uma alternativa
confiavel a um gestor de fundos para ajudar em seu processo
de tomada de decisdo, permitindo diversos experimentos em um
curto periodo de tempo antes da formacdo do portfélio.

Index Terms—Index tracking, Selecao de portfélio, Algoritmo
genético, backtesting

I. INTRODUCAO

O problema de index tracking consiste em replicar, da forma
mais préxima possivel, a performance de um indice. Dada esta
situacdo, um gestor de ativos pode adotar duas abordagens:
replicacdo completa ou parcial do indice. Para a replicagdo
completa, cabe ao gestor comprar todos os ativos presentes
no indice em suas devidas propor¢des, de forma a mimetizar
perfeitamente o benchmark. Na pratica esta abordagem nao é
realista, visto que acarreta altos custos de transacgdo.

Resta entdo a segunda abordagem: montar uma carteira
com uma quantidade menor de ativos, mas que possua a
performance mais proxima possivel do indice em questdo. De
forma a auxiliar esta tomada de decisdo, diversos modelos de
otimizag¢do foram propostos, com a adi¢do de restricdes que
buscam aproximar o modelo de situacdes reais, na tentativa
de representar melhor a realidade e melhorar a performance
da solug@o.

O objetivo em um modelo de otimizacdo é aproximar a
performance do portfélio de solucdo (tracking portfolio) da
performance do benchmark, isto é, minimizar a diferenca entre
as duas performances. Esta medida é chamada de tracking
error. A literatura propde diversas defini¢des para o tracking
error [1]]-[4]. Neste trabalho, foram usados dois modelos, um

com defini¢do linear do tracking error, e outro com definicao
quadrética.

Apesar de aproxima-lo da realidade, a adi¢do de restri¢cdes
ao modelo aumenta sua complexidade computacional. A
restricdo da quantidade de ativos que compdem o tracking
portfolio estd na natureza de um problema de index tracking,
tendo em vista a necessidade de reduzir os ativos que fazem
parte da solugdo. Essa restri¢do leva o nome de restricdo de
cardinalidade, e sua natureza combinatdria torna o problema
NP-Hard [2]. Portanto, sua solu¢do 6tima pode levar horas ou
dias para ser obtida, a medida que o tamanho do universo de
acoes analisado aumenta, tempo impraticivel em uma situacao
real.

A fim de obter-se boas solu¢des em tempos razodveis, foram
propostas diversas heuristicas [5]—[7]]. Estas abordagens podem
ser dteis em momentos de rebalanceamento de portfélio e
mudancgas no cendrio, possibilitando ao gestor simular diversas
situacdes e fazer testes em tempo oportuno, de modo a ajudar
em sua tomada de decisao [5], [8].

Este trabalho apresenta 5 variagdes de algoritmos genéticos
(GAs), uma das heuristicas mais populares no campo de index
tracking [2[, [3], [9], e introduz uma comparacdo entre as
solugdes por elas apresentadas e o pacote IBM ILOG CPLEX,
solver exato comumente utilizado para a solugdo de problemas
de otimizagdo.

Portanto, foi realizada uma andlise a partir dos dados de
experimentos computacionais de forma a responder a primeira
pergunta central desta pesquisa: “O algoritmo genético se
mostra como uma abordagem competitiva quando aplicado a
um mercado incipiente e volatil como o mercado aciondrio
brasileiro?”. Outra perguta é: “algoritmos hibridos, que sdo
aqueles que usam um solver exato na alocacdo de capital, t€ém
desempenho melhor que os puros?”.

A contribui¢io deste trabalho para a literatura se d4 pela
aplicacdo de dois modelos de otimizacdo ao problema de
index tracking, bem como uma comparagdo de 5 variagdes
de algoritmos genéticos, puros e hibridos, em uma série
de dados recente do indice de agdes brasileiro IBOVESPA,
benchmark ainda pouco estudado, mas de extrema importancia
para o mercado financeiro nacional. Os resultados mostram
uma abordagem hibrida extremamente competitiva, retornando
solugdes com uma discrepancia do solver geral menor do que
9% nas situacdes de rebalanceamento unico, e chegando a
superar o CPLEX durante os testes com rebalanceamento.



O restante deste trabalho estd organizado da seguinte forma:
Secdo Ll mostra uma breve revisdo da literatura sobre trabalhos
relacionados, Sec¢do apresenta os modelos e heuristicas
utilizadas, Secdo [[V]apresenta o conjunto de dados utilizados,
bem como as métricas usadas na andlise, Se¢do[V]apresenta os
resultados e discussdes e a Segdo [VI| apresenta as conclusdes.

II. TRABALHOS RELACIONADOS

Durante a evolucdo dos estudos sobre problemas de index
tracking, diferentes modelos foram propostos, com diferentes
definicdes do tracking error [1]]-[4], inclusdes de restricdes
como UCITS, diretivas para operacdo de fundos de investi-
mento na Unido Europeia [7]], [10], ou restricdes de limites de
participagdo de cada ativo, de forma a garantir a diversificagdo
do portfodlio.

As metaheuristicas mostram-se como uma alternativa vidvel
para lidar com o aumento de tempo necessitado por um solver
exato devido ao aumento da complexidade do problema ao
adicionar essas restricdes. Uma revisdo da literatura mostra
que algoritmos evoluciondrios (nos quais estdo incluidos al-
goritmos genéticos) sdo uma das principais estratégias para
a otimizag@o de portfolio [2f, [S1-[7], [O, [11]-[13]. Esses
algoritmos se mostram essenciais para portfélios com restricdo
de cardinalidade, problema de natureza combinatorial e com
complexidade crescente a medida em que a quantidade de
ativos presente no indice a ser perseguido aumenta.

Diversos métodos heuristicos foram propostos, como o0s
métodos de best-extension-by-one [|14]], kernel search [6], par-
ticle swarm optimzation [|15], [[16], ou os algoritmos genéticos
(2], [3]I, [5], [17]. Todos esses métodos permitiram a obtencao
de boas solugdes em tempos consideravelmente menores
quando comparados com um método exato de solugdo. Pro-
posto por John Holland em 1995 [18], o algoritmo genético
€ um dos métodos evoluciondrios mais antigos existentes,
contudo, continua a ser um dos mais populares no campo de
index tracking.

Na aplicacdo dos algoritmos genéticos para a selecdo de
portfélio, uma das abordagens que se mostra mais efetiva é
a combinacdo do GA com o solver exato. Desta forma, o
algoritmo € responsavel pela parte combinatorial do problema,
gerando um conjunto inicial de possiveis solu¢des, chamado
de universo, enquanto o solver exato € responsivel pela
otimiza¢do do modelo simplificado, considerando apenas os
dados dos ativos presentas na possivel solucdo. Esta abor-
dagem hibrida garante ao solver agilidade na otimizagdo da
possivel solucdo, enquanto o GA € responsavel por eliminar
os piores candidatos e substitui-los por outros melhores,
garantindo um avanco na busca da solug@o a cada iteracgdo.
O resultado é um algoritmo capaz de retornar resultados
competitivos em tempos menores do que uma solugido Gtima
obtida com o solver exato [2[, [3], 5], [6], [[13].

Outra abordagem sdo os chamados GAs puros. Para esta
estratégia, o algoritmo genético € também responsdvel por
atribuir o peso de cada ativo na possivel solu¢do com a
utlizacdo de representacdes, mutacdes e crossover especificos,
[17], [19]-[23]. Considerando essas possibilidades, faz-se

necessdria uma extensa andlise a partir de experimentos com-
putacionais para testar a versatilidade e eficiéncia de cada
heurfstica aplicada a diferentes modelos e conjuntos de dados,
especialmente em momentos de alta volatilidade [8].

Este trabalho apresenta uma comparacio entre os ja popu-
lares algoritmos genéticos, aplicados pela primeira vez em um
conjunto de dados recente sobre o indice de acdes brasileiro,
de forma a analisar a eficiéncia dos algoritmos para a solucio
de um modelo linear e um modelo quadratico.

III. ABORDAGEM EVOLUCIONARIA PARA A SELECAO DE
PORTFOLIO

A. Modelos

Neste trabalho foram analisados dois modelos de
otimizacdo, um linear, presente em [3], e outro quadratico,
presente em [2]. Foram aplicadas as mesmas restricdes a
ambos os modelos: limites de participacdo para cada ativo e
a restricdo de cardinalidade.

Seja o benchmark considerado formado por N ativos
durante um periodo {1,2,...,7} e tenha os retornos
representados pela série {R',R% ..., RT}. O retorno de
um ativo ¢ componente do indice é dado pela série
{rir2,...,rT};i={1,...,N}. O investidor deve manter o
portfélio P = {x1,za,...,2n} composto por K ativos, onde
z; € o peso do ativo ¢ no portfélio, ndo sendo permitidas
vendas a descoberto. O retorno do portfélio no tempo ¢ é dado
por -, 1t -,

Os limites de participacdo definem niveis méiximos e
minimos de um ativo que faca parte da solucdo, garantindo
um nivel de diversificacdo ao portfélio. A varidvel bindria z;
assume valor O se o ativo ¢ ndo faz parte da solucdo, e 1 em
caso contrario.

A definicdo de tracking error utilizada no modelo linear é
o desvio médio absoluto (MAD), sendo a média dos valores
absolutos das diferengas entre os retornos do portfélio e do
indice.
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Para o modelo quadratico, a definicdo utilizada foi o desvio
médio quadritico (MSE), sendo a média dos quadrados das

diferencas dos retornos.
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A formulagio dos dois modelos foi feita como problemas de

programacio inteira mista, onde z; sdo varidveis bindrias que

podem assumir valor O (traduz-se como ativo ndo incluso na

solug@o) ou 1 (ativo incluso), da mesma forma que em Wang
et al. [3]] e Torrubiano e Suérez [2].

B. Modelo Linear
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s.a qj—qt:Rt—er-xz, t=1,2,....,T (3b)
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z € {0,1}, i=1,2,...,N (3f)
g >0, t=1,2,...,T (3g)

As varidveis ¢;” e q; e a equagiio lb sdo parte do ajuste
feito na funcdo objetivo (MAD), visto que a defini¢cdo original
€ linear por partes e ndo diferencidavel. A equacdo (3c) € a
restricdo de cardinalidade, a qual garante que a solugdo tera
exatamente K ativos, definido como 10 ativos para ambos os
modelos. As restrigoes (3d) sdo os limites de participagio.
Neste trabalho, foram definidos I; = 0.01,U; = 0.5, i =
1,2,...,N. Por fim, a restricdo garante a propor¢do do
portfélio, isto é, ndo haverd nenhum percentual alocado em
caixa, tampouco alavancagem.

C. Modelo Quadrdtico

1
Ngn {2w’~H'wg’-w} (4a)
onde H e g sdo matrizes com as seguintes defini¢cdes
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Z Z; = K (46)
i=1
w; >0,Vi=1,...,N (4g)
z €4{0,1} (4h)

As matrizes H e g representam o problema quadratico em
sua forma matricial. As equagdes {@d) @f), @g) e se
referem, respectivamente, a alocagdo do capital, limites de
participagdo, proibi¢do de vendas a descoberto e cardinalidade,
w € o vetor coluna com os pesos de cada ativo na solug@o.

D. Algoritmos

Dois tipos de algoritmos genéticos foram usados nos exper-
imentos: um GA puro baseado em um processo de mutacio
gaussiana e em um torneio bindrio para a selecdo do melhor in-
dividuo, e uma abordagem hibrida. Foram comparadas quarto

variacdes do GA hibrido, com duas variacdes de mutacdes e
dois algoritmos de crossover.

Os algoritmos de crossover aplicados foram: [-point order
crossover usada por Sant’Anna [5], e a rotina Random As-
sorting Recombination (RAR), que consiste em separar em
conjuntos os ativos presentes nos dois, em cada um e em
nenhum dos pais. Uma melhor descricio do método RAR
pode ser encontrada em seu artigo original [2], [[13]]. Para cada
crossover, foram usados dois processos de mutacdo: simples e
duplo, que consistem em trocar aleatoriamente um (simples)
ou dois (duplo) ativo(s) de uma possivel solucido por outro(s)
ndo incluso(s). o pseudocddigo geral utilizado para os GAs
foi:

1) Criacdo de uma populacdo inicial com P possiveis
solugdes aleatorias.

2) Avaliar o valor da fungdo objetivo de todos os in-
dividuos.

3) Até tempo < limite :

a) Escolher aleatoriamente dois pais.

b) Realizar o crossover, gerando duas novas possiveis
solugdes (criangas).

c) 85% de chance de ocorréncia de mutagdo nas
criangas.

d) Inserir as criangas na populagdo.

e) Retirar os dois piores pais da nova populagao.

A diferenca entre os GAs hibridos estd na rotina aplicada
nos passos 3.b e 3.c. Cada algoritmo foi referido durante
este trabalho de acordo com o artigo em que foi apresentado,
seguido de uma referéncia ao tipo de mutagdo aplicado:

O GA puro utiliza uma representacio (genotipo) com um
vetor de duas dimensdes: a primeira equivale & um vetor linha
bindrio com os ativos inclusos na solugdo, por exemplo, o
vetor [0,1,1,0] inclui apenas o segundo e terceiro ativo. A
segunda dimensdo contém o peso de cada ativo na solucio.
Seguindo o exemplo anterior, se o segundo ativo compde 40%
do portfdlio, enquanto o terceiro 60%, a segunda dimensao
do vetor seria [0,0.4,0.6,0]. Neste algoritmo, a atribui¢do dos
pesos € igualmente distribuida no inicio, e a cada mutagao,
um novo peso w; ¢ atribuido ao ativo 4, onde w; ¢ um
nimero Gaussiano gerado de forma aleatéria, com o centro
da distribui¢do sendo o antigo peso, e respeitando os limites
de cardinalidade w; = max(min(N (w;, ), U), L), diferente-
mente dos algoritmos hibridos, nos quais o solver CPLEX ¢é
responsdvel por esta atribuicdo. Apds a mutacdo, é realizada
uma normalizag@o dos pesos, de modo a atender a restricdo da
alocacdo de capital @, para isso, sdo atribuidos novos pesos
w, = w;/ S w; [20], [24]. O crossover utilizado nesse GA
foi o I-point order.

Em resumo, foram analisadas 5 variagdes de algoritmos
genéticos:

o GA-Sant’Anna simples [5]
Crossover: 1-point order [5]
Mutacao: Simples [5]



o GA-Sant’Anna dupla [5]
Crossover: 1-point order [5]
Mutacao: Dupla [5]

o GA-Torrubiano simples [2]
Crossover: RAR [2]
Mutacao: Simples [5]

o GA-Torrubiano dupla [2]
Crossover: RAR [2]
Mutacao: Dupla [5]

e GA-Puro
Crossover: [-point order (5]
Mutacao: Gaussiana [20]]

IV. EXPERIMENTOS

A. Dados

O dataset utilizado corresponde aos precos de fechamento
dos ativos que compuseram o indice do mercado brasileiro
(Ibovespa) de 31-07-2016 até 28-12-2018, excluindo dados
inconsistentes de acdes que deixaram de existir ou sofreram
processos de M&As neste periodo. Este conjunto contém
informagdo sobre 86 ativos, com séries de retornos destes
ativos durante 589 dias, contendo periodos de crise politica e a
efetivacdo de um processo de impeachment e alta volatilidade
do mercado,

O periodo de in-sample utilizado foi de 393 dias. Esse
periodo foi intencionalmente maior, de modo a tentar obter
solucdes com melhor qualidade [25]. O solver IBM ILOG
CPLEX V 12.10.0.3 foi configurado para rodar por um tempo
limite de 60 minutos, enquanto o limite para o algoritmo
genético foi configurado em 5 minutos para cada instincia.

Ambos os modelos foram solucionados em uma estratégia
sem rebalancemanto, inicialmente pelo solver completo. Em
seguida foram resolvidos 30 vezes por cada GA, e as solu¢des
foram comparadas. Apds isso, os dois modelos foram resolvi-
dos pelo CPLEX e pelo melhor GA da etapa anterior, mas para
a estratégia de rebalanceamento de portfélio mensal, trimestral
e semestral. Esta abordagem permite aos modelos lidar com
dados mais recentes a medida em que novas otimizacdes sao
feitas.

Para a primeira etapa sem rebalancemento, o objetivo prin-
cipal foi determinar qual dos GAs performou melhor em qual
modelo, retornando solu¢des mais préximas do benchmark
e compard-las as solucdes retornadas pelo CPLEX em cada
modelo. Desta forma, buscou-se analisar se o algoritmo retorna
ou ndo solucdes competitivas. Para isso, foram analisados os
retornos cumulativos, gaps méaximos, médios e minimos entre
o CPLEX e o GA em termos de fungdo objetivo, e o nimero
médio de iteragdes realizadas por cada algoritmo, de forma a
mensurar a eficiéncia de cada algoritmo.

_ Objga — ObjorLEx
ObjcprEx

Gap (5)

O retorno cumulativo C; no tempo 4, com ; sendo o retorno
do portfdlio, é calculado como

Ci:Cifl'(l'FT'i) C()Z].;i:{].,...7T} (6)

Na segunda etapa, o objetivo foi analisar a performance do
algoritmo genético escolhido quando aplicado a cada modelo
no ambiente de rebalanceamento, e monitorar o trade-off
entre tempo computacional e qualidade da solucdo obtida
pelo algoritmo quando comparado com o CPLEX. Para isso,
o CPLEX rodou com o tempo limite de cada otimizacdo
configurado para 30 minutos, enquanto o GA vencedor rodou
apenas uma vez por 5 minutos. Foram analisados os retornos
cumulativos, os gaps entre os tracking errors durante todo
o periodo out-of-sample, comparando o total no periodo, o
mdaximo, minimo, e o desvio padrdo. Por fim, foi analisado
também o turnover mensal médio de cada portfélio, visto
que, apesar de potencialmente retornar melhores resultados,
a troca de ativos do portfélio incorre em custos de transacio
que podem inviabilizar a estratégia.

V. RESULTADOS E DISCUSSAO
A. Otimizacdo em Periodo Unico

As tabelas[[| e [Tl resumem os resultados obtidos para os GAs
aplicados nos modelos linear e quadritico, respectivamente. A
primeira linha “MAD” / “MSE” apresenta o melhor valor da
funcdo objetivo obtido por cada GA durante o periodo in-
sample enquanto o valor do CPLEX estd entre parénteses,
a segunda linha mostra a quantidade média de iteracdes de
cada GA. A linha “Gap Médio” apresenta a média dos gaps
obtidos entre as 30 instincias de cada GA, enquanto “Gap
Max” / “Gap Min” indicam respectivamente 0s gaps maximos
e minimos dentre as 30 instancias. Por fim, a dltima linha
indica o desvio padrdo entre os 30 gaps de cada algoritmo.

O GA-puro obteve a pior performance em ambos os mode-
los, superando em mais de 4 vezes o segundo maior nimero de
iteragdes no modelo linear, obtido pelo GA-Torrubiano duplo,
obteve também o pior valor de fung@o objetivo.

O GA-Sant’ Anna simples obteve consistentemente a melhor
performance em ambos os modelos, obtendo o menor gap
médio, e seu gap maximo foi ainda o menor para o modelo
linear, e o segundo menor para o modelo quadratico. Além
disto obteve o menor desvio padrdo, mostrando que este
GA apresentou uma menor variacdo entre suas solugdes,
mostrando-se mais confidvel e repetitivo. Vale ainda notar que
ambos os GA-Sant’ Anna foram capazes de encontrar a mesma
solucao do CPLEX.

Em uma andlise geral, os algoritmos genéticos hibridos se
mostraram extremamente competitivos, obtendo solu¢cdes com
um erro menor do que 6% para o modelo linear e 9% para
0 modelo quadrético, em apenas 1/12 do tempo necessério
pelo CPLEX. Isto mostra que os GAs hibridos podem ser
alternativas vidveis para ajudar na tomada de decisdao de um
gestor.

A partir dessa andlise, o GA-Sant’Anna simples foi escol-
hido para a etapa de rebalanceamentos do portfélio. Desta



forma, a solu¢do do GA foi comparada com a solucdo do
CPLEX nas trés diferentes janelas de rebalanceamento (men-
sal, trimestral e semestral).

TABLE 1
COMPARAGCAO DOS GAS PARA O MODELO LINEAR

GA Pur. Sant- Sant- Torr- Torr-
uro Simples Duplo Simples Duplo
MAD
(1.64¢-3) 1.95¢-3 1.64e-3 1.64e-3 1.80e-3 1.77e-3
Iteragdes 6775 670 723 1588 1580
Gap Max 1.32e+0 6.40e-2 1.76e-1 3.02e-1 3.22e-1
Gap Min 1.90e-1 0.00e+0 0.00e+0 1.00e-1 8.06e-2
Std dev 2.6%e-1 2.11e-2 3.69e-2 3.84e-2 6.30e-2
TABLE II
COMPARAQAO DOS GAS PARA O MODELO QUADRATICO
Sant- Sant- Torr- Torr-
GA Puro Simples Duplo Simples Duplo
Best MSE
(4.92¢-6) 7.09e-6 4.92e-6 4.92e-6 4.92e-6 5.01e-6
Iteracoes 13170 1900 2971 7634 8102
Gap Médio | 1.47e+0 3.12e-3 8.41e-3 1.57e-2 8.86e-2
Gap Max 4.99 1.25e-2 3.44e-2 1.12e-1 1.75e-1
Gap Min 4.41e-1 0.00e+0 0.00e+0 0.00e+0 1.79e-2
Std Dev 8.5%-1 4.45e-3 7.55e-3 2.40e-2 3.74e-2

Em uma breve comparagdo entre as solugdes retornadas por
cada modelo, nenhum dos dois se mostrou claramente melhor
que o outro. Apesar de ter apresentado menores tracking errors
durante o periodo out-of-sample, o modelo linear teve um
retorno cumulativo pouco menor do que o modelo quadrético.
Ademais, a performance dos dois modelos durante o periodo
foi semelhante, como mostrado na tabela

Fig. 1. Performance dos modelos linear e quadratico
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TABLE III
RETORNO CUMULATIVO E OBJETIVOS NO OUT-OF-SAMPLE

Retorno Cum
Modelo (1.03¢0) MSE MAD
Lin 94.06e-2 1.15e-5 | 2.51e-3
Quad 96.21e-2 1.49¢-5 | 2.73e-3

B. Otimizacdo com Rebalanceamentos

O GA-Sant’Anna Simples foi aplicado na solugdo dos
modelos linear e quadratico em uma estratégia de rebalancea-
mento periddico do portfélio. Os resultados dos experimentos
com rebalanceamento estio mostrados nas tabelas [V] e [Vl
A primeira e segunda linhas mostram, respectivamente, oS
retornos cumulativos obtidos pelo GA e CPLEX. A terceira
linha indica qual foi o gap entre a funcdo objetivo do algoritmo
e do solver durante todo o periodo out-of-sample. as linhas
“Gap Max” e “Gap Min” indicam os gaps maximos e minimos
de cada modelo durante o periodo, e as duas tultimas linhas
indicam o furnover de cada portfélio.

Para o modelo linear, o GA apresentou-se como uma
melhor opcdo em todas as janelas de rebalanceamento, com
um retorno cumulativo muito mais proximo do indice nos
rebalanceamentos trimestral e semestral, e pouco abaixo do
retorno obtido pelo solver para a janela mensal. O tracking
error total ao longo do periodo foi menor para o GA nas
janelas mensal e trimestral, enquanto no rebalanceamento
semestral, o GA teve um valor de funcio objetivo maior, mas
novamente ndo superando 9%. Além disso, o desvio padrio
entre os gaps do GA e do CPLEX foram extremamente altos,
o que indica que o GA e CPLEX obtiveram solu¢des com
performances muito diferentes. A superioridade do GA esta
melhor representada nas figuras [2] [3 e

Fig. 2. GA vs CPLEX mensal no modelo quadratico
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Fig. 3. GA vs CPLEX trimestral no modelo quadrético
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Para o modelo quadratico, o GA mostrou-se novamente
como uma alternativa competitiva ao solver. Os retornos
cumulativos foram mais préximos do Ibovespa no GA em



Fig. 4. GA vs CPLEX semestral no modelo quadritico
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TABLE IV
COMPARACAO GA-SANT-SIMPLES PARA ESTRATEGIA DE
REBALANCEAMENTO NO MODELO LINEAR

Rebalanceamento | 20 Dias | 60 Dias | 120 Dias
R. Cum GA 0.87 0.94 0.89
R. Cum CPLEX 0.90 0.75 0.65
Gap Total MSA | -2.55e-2 | -1.09e-1 | 8.32e-2
Gap Max MSA 1.19e+2 | 2.85e+1 | 1.28e+2
Gap Min MSA -1.00e0 | -9.89e-1 | -9.70e-1
Gaps Std Dev 1.06e+1 | 3.28e+0 | 9.93e+0
Turnover GA 4.38e+0 | 6.20e-1 1.67e-1
Turnover CPLEX | 8.21e+0 | 9.00e-1 1.46e-1

todas as janelas de rebalanceamento. J4 o tracking error do
periodo foi menor no CPLEX do que no algoritmo genético,
conforme mostrado nas figuras [3] [6] e

Fig. 5. GA VS CPLEX mensal no modelo quadritico
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Em ambos os modelos o turnover foi, como esperado,
decrescente conforme a janela de rebalanceamento aumentou.
Este resultado € intuitivo, visto que, a medida em que a janela
de rebalanceamento aumenta, menos rebalanceamentos serao
feitos, portanto a rotatividade dos ativos na carteira diminuir4.

Para comparar as estratégias de investimento, as figuras
e Ol Quando comparando as estratégias de rebalanceamento
com a otimizacao Unica, ndo hd um vencedor claro. E intuitivo
imaginar que, como um rebalanceamento mensal insere dados
mais recentes nos modelos, a solucdo desta estratégia teria
melhor performance quando comparada aos demais, entretanto

Fig. 6. GA VS CPLEX trimestral no modelo quadrético

=
o
v}

A\ \

U\

Mo
| \/ww\

=
=}
=)

f WA A i
W VAN

[AVAR!
NY

o
©
«

o
%)
v

o
)
o

—— IBOVESPA
GA- 60 Dias
—— CPLEX- 60 Dias

Retorno Cumulativo (%)
o
o
o

0.75

2018-03-07 2018-05-03 2018-06-28 2018-08-23 2018-10-22 2018-12-26
Datas

Fig. 7. GA VS CPLEX semestral no modelo quadratico
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TABLE V
COMPARACAO GA-SANT-SIMPLES PARA ESTRATEGIA DE
REBALANCEAMENTO NO MODELO QUADRATICO

Rebalanceamento | 20 Dias 60 Dias | 120 Dias
R. Cum GA 0.92 0.92 0.92
R. CUm CPLEX 0.92 0.88 0.89
Gap Total MSE 2.67e+0 | 1.36e+0 1.03e+0
Gap Médx MSE 3.0le+5 | 2.91e+5 | 2.91e+5
Gap Min MSE -1.03e+0 | -0.97e+0 | -4.12e+0
Gaps Std Dev 2.25¢e+4 | 2.10e+4 | 2.19e+4
Turnover GA 4.18e+0 5.90e-1 1.37e-1
Turnover CPLEX | 2.85e+0 | 4.42e-1 9.80e-2

isto ndo ocorre, e a este rebalanceamento mensal chega,
em alguns periodos, a ser pior do que as demais solucdes,
esta situacdo pode ainda se agravar ao considerar taxas de
transacdo, que ndo foram contabilizadas neste estudo.

C. Comparacoes Estatisticas do Ibovespa

Como forma de analisar a volatilidade e o risco do mercado,
sdo apresentados na tabela |VI| os dados estatisticos da série de
retornos do indice Ibovespa durante os anos de 2016, 2017 e
2018. Os periodos correspondem do dia 02 de Janeiro até o
ultimo dia util de cada ano. O ano de 2018 obteve a média de
retornos mais baixa, enquanto 2016 obteve a melhor média de
retornos. Durante o ano de 2016, o retorno médio foi de 0.17%,
com um desvio padrdo consideravelmente alto, assim como
uma distor¢ao igualmente alta e positiva, indicando uma calda



Fig. 8. Rebalanceamento VS otimizacdo tinica no modelo linear
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Fig. 9. Rebalanceamento VS otimizagdo tnica no modelo quadratico
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maior a direita da média dos retornos, e a curtose igualmente
alta, indicando uma distribuicdo espacada. Estes fatos indicam
um mercado assimétrico, com mais retornos acima da média.

O ano de 2017 obteve a maior distor¢do dentre todos os
anos, enquanto uma curtose extremamente alta, indicando
retornos espacados de forma extremamente assimétrica, com
valores a esquerda da média, estes fatores indicam uma alta
volatilidade no mercado.

Por fim, o ano de 2018 apresentou a pior média de retornos,
mas desta vez com a menor distor¢do, apesar de negativa,
e menor curtose, o que indica uma distribui¢do de retornos
mais préxima da normal, e consideravelmente simétrica. Estes
fatos demonstram uma menor volatilidade durante o ano de
2018, contudo, o mesmo corresponde ao periodo de menores
retornos.

TABLE VI
ESTAT{STICAS ANUAIS DOS RETORNOS DO IBOVESPA
2016 2017 2018
Amostra 245 246 249
Média 1.74e-3 1.09e-3 6.70e-4
Std Dev 1.67e-2 1.20e-2 1.40e-2
Distor¢ao | 1.63e-1 | -1.59e+0 | -7.50e-2
Curtose 1.07e+0 | 1.19e+1 4.43e-1

VI. CONCLUSOES

Este estudo apresentou uma comparacdo entre a aplicacio
de 5 GAs em dois modelos de otimizacdo aplicados a um

conjunto de dados do mercado brasileiro incluindo um periodo
de alta volatilidade no mercado, contendo dados durante
o periodo de impeachment e da maior greve do pais nos
ultimos 20 anos, no que ficou conhecida como greve dos
caminhoneiros.

O algoritmo genético puro mostrou limitacdes quanto a sua
aplicacdo para o problema de index tracking apresentado.
Entretanto, a abordagem hibrida resultou em um algoritmo
extremamento competitivo, tanto na estratégia de otimizacao
Unica, quanto nos rebalanceamentos periddicos. A abordagem
hibrida do GA-Sant’Anna simples foi capaz de superar o
CPLEX para a estratégia de rebalanceamento, ambiente em
que possui ainda mais valor, visto que cada otimizagdo foi
realizada em 5 minutos, ao invés dos 30 minutos do solver
completo, isto possibilita uma economia de 250 minutos para
otimiza¢des mensais, por exemplo. Para uma otimizagao tinica,
o GA foi novamente capaz de entregar solu¢cdes competitivas,
igualando o CPLEX, e entregando solugdes no maximo 9%
piores do que o solver exato. A partir desses resultados,
esta abordagem hibrida mostra-se de util aplica¢do princi-
palmente em situagdes como a criacdo ou manutencdo de
fundos negociados passivos em bolsa, chamados ETFs (Ex-
change Traded Funds), especialmente em momentos de alta
volatilidade do mercado, no qual o gestor pode desejar fazer
diversas simula¢des antes da tomada de decisdo.

Quando comparadas as estratégias de rebalanceamento com
uma simples otimizacdo, ndo hd uma dominéncia clara. Re-
balancear o portfélio mensalmente ndo trouxe o retorno cu-
mulativo mais préximo do indice, tampouco o menor tracking
error dentre as outras alternativas, mesmo nao considerando
o impacto dos custos de rotacionar os ativos na carteira de
investimentos sobre o retorno.

Em resumo, o GA hibrido apresentou uma performance ex-
celente e mostrou-se uma alternativa extremamente viavel para
a tomada de decisdo da selecdo de portfélio de forma rdpida
e confidvel. Com respeito as estratégias de rebalanceamento,
estudos futuros podem apresentar uma extensdo deste trabalho
na tentativa de melhor entender os fatores que impactam na
qualidades dessa abordagem. Outra direcdo interessante a ser
explorada pode ser o uso de ratings na modelagem [26]-[29]
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