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Resumo—A equalização é uma importante aplicação da teoria
de processamento de sinais para a teoria comunicação, uma
vez que sua função é cancelar ruı́dos presentes em canais de
comunicação. O desempenho de um equalizador adaptativo é
influenciado pelo tamanho de passo de um algoritmo adaptativo
baseado em gradiente descendente estocástico, utilizado para
atualização da estimativa do vetor de pesos. Um bom desempenho
na equalização adaptativa pode ser obtido através da adaptação
do tamanho de passo variável. Para isso, neste artigo é proposta
uma nova versão do algoritmo NLMS com o tamanho de passo
variável adaptado por um Sistema de Inferência Fuzzy Mamdani,
aplicado na equalização adaptativa de canais de comunicação. O
equalizador adaptativo foi analisado em três cenários de relação
sinal-ruı́do com SNR = 18 dB, SNR = 24 dB e SNR = 30 dB.

Index Terms—Equalização Adaptativa, Gradiente Descendente
Estocástico, NLMS, Sistemas Fuzzy, Tamanho de Passo.

I. INTRODUÇÃO

A demanda por uma rápida transmissão de dados em canais
de comunização tem sido cada vez mais crescente. Embora
a comunidade acadêmica tenha tido sucesso no desenvolvi-
mento de novas metodologias para aumento de velocidade
na transmissão de dados, a presença de ruı́do no canal é
um fator limitante para um bom desempenho de um sistema
de comunicação. Nesse sentido, a equalização de canais de
comunicação é essencial para o cancelamento de ruı́do e
garantia da integridade do sinal de entrada do sistema de
comunicação [1]. Um equalizador pode ser modelado por um
filtro adaptativo em que o vetor de pesos pode ser obtido
através de um algoritmo adaptativo baseado, por exemplo,
em gradiente descendente estocástico [2]. Diversos algoritmos
adaptativos baseado em gradiente descendente estocástico têm
sido utilizados para o projeto de equalizadores, com uma maior
frequência utilizando os algoritmos LMS (do inglês, Least
Mean Square) [3] [1] e NLMS (do inglês, Normalized Least
Mean Square) [4] [5].

O presente trabalho é delimitado a discutir o algoritmo
NLMS para o projeto de equalizadores, uma vez que ele
apresenta uma menor sensibilidade às variações da potência
do sinal de entrada e tem um bom desempenho em sinais
correlacionados [6]. Uma importante parâmetro para um bom
desempenho do algoritmo NLMS é o tamanho de passo. Além

de influenciar na convergência e estabilidade, se o tamanho
de passo é grande a velocidade de convergência do NLMS
será rápida, mas o erro médio quadrático ou MSE (do inglês,
Mean Squared Error) no regime estacionário será grande. Se
o tamanho de passo é pequeno a velocidade de convergência
do NLMS será lenta, mas o MSE no regime estacionário
será pequeno [7]. A influência do tamanho de passo para o
desempenho do algoritmo NLMS independe da natureza do
problema [8]. Segundo [8], um bom desempenho do algoritmo
NLMS pode ser obtido tornando o tamanho de passo variável
ou VSS (do inglês, Variable Step Size ).

Um aspecto comum para as metodologias que propõem
abordagens para ajustar o VSS é fazer com que durante
os primeiros instantes de tempo o tamanho de passo seja
grande e com o avanço dos instantes de tempo o tamanho
de passo seja pequeno. Algumas metodologias propostas para
solucionar esse problema podem ser vistas em [3], [7], [9].
As metodologias que tratam de solucionar esse problema
geralmente necessitam de medidas estatı́sticas de alta ordem
que nem sempre estão disponı́veis ou não são viáveis de serem
obtidas para um sistema dinâmico operando em tempo real, em
que as informações dinâmicas do sistema são disponibilizadas
na forma de fluxo de dados que devem ser rapidamente pro-
cessadas e descartadas por limitação de memória. Além disso,
o ajuste do VSS é dependente da natureza do problema, além
de necessitar de informações adicionais tais como parâmetros
de amortecimento, fatores de esquecimento, entre outros. Um
outro grande problema é estabelecer critérios para que o VSS
não ultrapasse o limite de estabilidade do algoritmo NLMS,
além do incremento da complexidade de análise matemática.

Desde que o Sistema de Inferência Fuzzy Mamdani ou MFIS
(do inglês, Membership Fuzzy Inference System) foi proposto,
diversos problemas de difı́cil análise e formulação matemática
têm sido solucionados por meio de uma descrição linguı́stica
implementada na forma de regras baseadas no conhecimento
do especialista, como na teoria de sistemas de controle [10],
em identificação de sistemas [11], em robótica [12], entre
outros. O comportamento dinâmico do VSS pode ser modelado
utilizando um MFIS para obtenção de um bom desempenho
do algoritmo NLMS independente de medidas estatı́sticas



de alta ordem. Na literatura, existem poucas metodologias
propostas que tratam ajustar o VSS através de um MFIS. Em
[13] foi utilizado um MFIS para o ajuste do VSS aplicado
na equalização de canais, em que o tamanho de passo é
ajustado somente em função do erro quadrático obtido a
cada instante de tempo, não sendo levado em consideração
nenhuma informação sobre a quantidade de instantes de tempo
necessários para a convergência do vetor de pesos de um filtro
adaptativo. Uma vez que se espera que ao fim dos instantes
de tempo ocorra a convergência do vetor de pesos do filtro
adaptativo, a quantidade de instantes de tempo é um parâmetro
importante para a otimização do funcional de custo descrito
pelo gradiente estocástico.

Este artigo tem como objetivo propor a equalização adapta-
tiva de canais de comunicação lineares e invariantes no tempo
através de uma nova versão do algoritmo NLMS com o VSS
adaptado por um MFIS, nomeado FVSS-NLMS (do inglês,
Fuzzy Variable Step Size - Normalized Least Mean Square). No
algoritmo FVSS-NLMS, o VSS é adaptado em função do erro
quadrático e do instante de tempo normalizado pelo método
Min-Max. Através de uma descrição linguı́stica implementada
em uma base de regras fuzzy, é possı́vel obter uma melhoria no
desempenho do equalizador, quando comparado à utilização
do tamanho de passo fixo. Dessa forma, a contribuição pro-
posta nesse trabalho é clara e justificada. Esse artigo é orga-
nizado como segue: na Seção II, é apresentada a declaração
do problema de equalização; na Seção III, é apresentado o
algoritmo FVSS-NLMS; na Seção IV, são apresentados os
resultados obtidos na equalização de um canal de comunicação
na presença de um ruı́do com as relações sinal-ruı́do iguais a
SNR = 18 dB, SNR = 24 dB e SNR = 30 dB.

II. DECLARAÇÃO DO PROBLEMA DE EQUALIZAÇÃO
ADAPTATIVA DE CANAIS DE COMUNICAÇÃO

O objetivo de um equalizador é reconstruir o sinal trans-
mitido por um canal de comunicação. De acordo com [14],
um equalizador é definido como um filtro projetado para
contrabalançar as incertezas contidas em um determinado
canal de comunicação que modificam o sinal de mensagem
enviado. Seja o sinal de entrada do equalizador dado por:

x(k) =
∑M−1

i=0 h(i)a(k − i) + v(k), (1)

em que h(i) com i = 0, 1, 2, . . . ,M−1 é a resposta impulsiva
do canal linear e invariante no tempo, v(k) é o sinal de ruı́do
gaussiano aditivo com variância σ2

v , a(k) é o sinal de entrada
codificado descrito por uma sequência binária {±1}, k é o
instante de tempo e M é a quantidade de pesos do equalizador.
O sinal de saı́da do equalizador é dado por:

d̂(k) = ΘT (k)X (k) = X T (k)Θ(k), (2)

em que X (k) = [x(0) x(1) . . . x(M−1)] ∈ RM×1 é o vetor
de regressores ou vetor de entrada do equalizador e Θ(k) =
[θ0 θ1 . . . , θM−1] ∈ RM×1 é o vetor de pesos do equalizador.
O equalizador é modelado por uma estrutura descrita por um
filtro adaptativo do tipo resposta finita impulsiva (FIR), em
que o critério de adaptação é dado em função da minimização

do erro quadrático de equalização e(k) = d(k − L)− d̂(k) =
d(k − L)−ΘT (k)X (k), em que d(k) é o sinal de entrada e
L ∈ N é o atraso de equalização.

III. ALGORITMO FVSS-NLMS

De acordo com o critério de Wiener, a atualização da
estimativa do vetor de pesos de um filtro adaptativo é obtida
da seguinte forma:

Θ(k + 1) = Θ(k)− 1

2
µ∇Θ(k)(E[e2(k)]), (3)

em que J = ∇Θ(k)(E[e2(k)]) é o funcional de custo descrito
pelo gradiente estocástico do erro quadrático e2(k) = (d(k −
L) − d̂(k))2 com d̂(k) = ΘT (k)X (k) e µ é o tamanho de
passo de atualização da estimativa do vetor de pesos Θ(k). O
objetivo do critério de Wiener é a minimização do gradiente
estocástico ∇Θ(k)(E[e2(k)]), em que a solução ótima é dada
por Θ0 = R−1p com ∇Θ(k)(E[e2(k)]) = 2RΘ(k) − 2p,
em que R = E[X (k)X T (k)] é a matriz de autocorrelação e
p = E[X (k)d(k)] é o vetor de correlação cruzada.

Em um contexto de operação em tempo real é bastante dis-
pendioso e inviável a acumulação de amostras para obtenção
da matriz de autocorrelação e do vetor de correlação cruzada.
No lugar de trabalhar com a esperança matemática E[•] do
erro quadrático, é possı́vel trabalhar com valores instantâneos
do erro quadrático. Sendo assim, o funcional de custo J é
reescrito da seguinte forma:

J = ∇Θ(k)(e
2(k)) (4)

substituindo (4) em (3), obtém-se que:

Θ(k + 1) = Θ(k)− 1

2
µ∇Θ(k)(e

2(k))

= Θ(k) + µe(k)X (k)
(5)

em que ∇Θ(k)(e
2(k)) = −2e(k)X (k). O algoritmo adapta-

tivo NLMS é obtido através da normalização do algoritmo
adaptativo LMS (5) pela potência do sinal de entrada, dado
conforme a seguir:

Θ(k + 1) = Θ(k) + µ
e(k)X (k)

X T (k)X (k)
(6)

Em (6), observa-se que o tamanho de passo é um parâmetro
importante para atualização da estimativa do vetor de pesos
do algoritmo NLMS, de tal forma que a velocidade de con-
vergência, MSE e estabilidade do algoritmo são influenciados
pelo valor do tamanho de passo. Na Seção II foi apresentado
a declaração do problema de equalização adaptativa de canal
de comunicação. Para que o equalizador possa reconstruir o
sinal transmitido pelo canal de comunicação, é necessário que
a estimativa do vetor de pesos Θ(k) seja atualizada a cada
instante. Nesse trabalho, a atualização da estimativa do vetor



de pesos Θ(k) é realizada pelo algoritmo FVSS-NLMS, como
segue:

FVSS-NLMS
µ(k) = MFIS(e2(k),K(k))

Θ(k + 1) =

 Θ(k) + µ(k)
e(k)X (k)

g(k)
, se g(k) 6= 0

Θ(k), se g(k) = 0,
k ∈ [1,K]

(7)
em que µ(k) é o tamanho de passo adaptado pelo MFIS,
g(k) = X T (k)X (k), Θ(k) é vetor de pesos do equalizador,
e2(k) é o erro quadrático, X (k) é o vetor de regressores, K(k)
é o instante de tempo normalizado pelo método Min-Max e
K é o número total de instantes de tempo.

Definição 1 (Função de Pertinência). Seja U um universo
de discurso e x ∈ U . Um conjunto fuzzy F de U é caracteri-
zado por uma função:

mF (x) : U → [0, 1], (8)

que é chamada de função de pertinência (do inglês, MBF
- Membership Function) do conjunto fuzzy F. A MBF mF

associa x ao conjunto fuzzy F com um determinado grau de
pertinência pertencente ao intervalo [0, 1].

Definição 2 (Variável Linguı́stica). Seja uma variável
linguı́stica x definida no universo de discurso U. Assim
como uma variável numérica recebe valores numéricos, uma
variável linguı́stica recebe valores linguı́sticos. Por exemplo, x
é uma variável linguı́stica definida como a “altura” que pode
receber os valores linguı́sticos “baixa”, “média” ou “alta”.

Definição 3 (Regra Fuzzy). Para um MFIS, as regras fuzzy
do tipo Se (proposições do antecedente) então (proposições
do consequente) podem ser definidas por especialistas e
nelas está representado o conhecimento humano subjetivo. O
antecedente e consequente são definidos por proposições fuzzy
do tipo x é A, em que x é uma variável linguı́stica definida
no universo U e A é um valor linguı́stico representado pelo
conjunto fuzzy Ã definido no universo U. Proposições fuzzy
podem ser conectadas formando proposições fuzzy compostas,
por exemplo, através do conectivo lógico “E”, que representa
a interseção fuzzy caracterizada pela seguinte MBF:

m(x, y) = t[mÃ(x),mB̃(y)] = min[mÃ(x),mB̃(y)], (9)

em que y é uma variável linguı́stica definida no universo V e
B é um valor linguı́stico representado pelo conjunto fuzzy B̃
definido no universo V.

O MFIS é composto por duas variáveis de entrada que
são o erro quadrático e2(k) e K(k) que é o instante de
tempo k normalizado pelo método Min-Max. Cada variável
de entrada que é definida como uma variável linguı́stica do
antecedente do MFIS, através da fuzzificação realizada a
cada instante de tempo pela j-ésima MBF, recebe cada valor
linguı́stico do antecedente com um certo grau de pertinência
através dos seguintes mapeamentos mj(K(k)) : U → [0, 1]
e mj(e

2(k)) : V → [0, 1], com os universos U = [0, 1]
e V = [0, 1 × 10−5, 3 × 10−5]. Foram definidas três

MBFs do tipo triangular para cada variável linguı́stica do
antecedente, com os valores linguı́sticos “Pequeno” (P) para
j = 1, “Médio” (M) para j = 2 e “Grande” (G) para
j = 3, representados, respectivamente, pelo vetor de MBFs
[m1(e2(k)),m2(e2(k)),m3(e2(k)] para a variável linguı́stica
e2(k) e pelo vetor de MBFs [m1(K(k)),m2(K(k)),m3(K(k)]
para a variável linguı́stica K(k). Na Tabela I são apresentados
os parâmetros que definem as três MBFs do tipo triangular
para os valores linguı́sticos do antecedente.

Tabela I: Intervalo das MBFs triangulares.

K(k) e2(k) λ(k)
Intervalo Intervalo Intervalo

P [0 0,2 0,3] P [0,1 0,3 0,9] × 10−5 P [0,001 0,005 0,015]
M [0,2 0,3 0,5] M [0,3 0,9 1] × 10−5 M [0,005 0,015 0,03]
G [0,3 0,5 1,0] G [0,9 1 3] × 10−5 G [0,015 0,03 0,1]

A cada instante de tempo, a variável linguı́stica do con-
sequente λ(k) recebe cada valor linguı́stico do consequente
com um certo grau de pertinência pertencente ao intervalo
[0, 1] através do seguinte mapeamento mj(λ(k)) : Z → [0, 1],
com o universo Z = [1 × 10−3, 1 × 10−1]. Foram definidas
três MBFs do tipo triangular para a variável linguı́stica do
consequente, com os valores linguı́sticos “Pequeno” (P) para
j = 1, “Médio” (M) para j = 2 e “Grande” (G) para
j = 3, representados, respectivamente, pelo vetor de MBFs
[m1(λ(k)),m2(λ(k)),m3(λ(k))]. Na Tabela I são apresenta-
dos os parâmetros que definem as três MBFs do tipo triangular
para os valores linguı́sticos do consequente.

As MBFs do antecedente e consequente são definidas
em função do conhecimento do especialista através de ex-
periências passadas durante as simulações do problema ana-
lisado. A base de regras desenvolvida para adaptação pa-
ramétrica fuzzy do tamanho de passo µ(k) pode ser vista em
(14). As proposições fuzzy do antecedente e consequente se re-
lacionam através de uma proposição fuzzy condicional, tal que
proposições do antecedente → proposição do consequente.
A proposição fuzzy condicional é modelada pela relação fuzzy
entre os universos de discurso U × V do antecedente e Z
do consequente, dada pela implicação fuzzy do antecedente
para o consequente. A entrada da implicação fuzzy é o grau
de ativação da i-ésima regra dado pela norma-t das MBFs do
antecedente, conforme a seguir:

αi = m(K(k), e2(k)) = min[mj(K(k)),mj(e
2(k))],

(10)
e a saı́da da implicação fuzzy é uma MBF que é obtida através
do método do corte-αi, dado por:

mRi = min[αi,mj(λ(k))] (11)

Uma vez que a implicação fuzzy é realizada para a i-ésima
regra, então uma MBF mRi é obtida para cada regra fuzzy.
Para se obter uma única MBF que represente a resposta total
do MFIS, é realizada a agregação fuzzy. Todos as MBFs mRi

são combinadas através da agregação fuzzy, conforme a seguir:

mTotal = max[mR1 ,mR2 , . . . ,mR9 ] (12)



Após realizada a agregação fuzzy, é necessário obter um
valor numérico para o tamanho de passo µ(k) através
da defuzzificação da MBF mTotal. Para o algoritmo de
otimização proposto, o método de defuzzificação utilizado é
do tipo centroide, cujo valor numérico obtido é igual ao centro
de área de mTotal, dado por:

µ(k) =

∑9
i=1 λ

i(k)mTotal(λ
i(k))∑9

i=1mTotal(λi(k))
(13)

R1 : Se K(k) é P E e2(k) é P então λ(k) é M
R2 : Se K(k) é P E e2(k) é M então λ(k) é M
R3 : Se K(k) é P E e2(k) é G então λ(k) é M
R4 : Se K(k) é M E e2(k) é P então λ(k) é P
R5 : Se K(k) é M E e2(k) é M então λ(k) é P
R6 : Se K(k) é M E e2(k) é G então λ(k) é G
R7 : Se K(k) é G E e2(k) é P então λ(k) é P
R8 : Se K(k) é G E e2(k) é M então λ(k) é M
R9 : Se K(k) é G E e2(k) é G então λ(k) é G

(14)

IV. SIMULAÇÃO E RESULTADOS

A. Simulação

O sinal de entrada d(k) é um sinal aleatório modulado via
BPSK (do inglês, Binary Phase Shift Keying) resultando em
um sinal codificado a(k) descrito por uma sequência binária
{±1}. O ruı́do aditivo v(k) é uniformemente distribuı́do com
relações sinal-ruı́do iguais a SNR = 18dB, SNR = 24dB
e SNR = 30dB. A resposta impulsiva do canal é dada por
h = [0, 9 0, 3 0, 5 − 0, 1]. O vetor de pesos Θ(k) do
equalizador foi definido com a quantidade de pesos igual a
M = 10. O número de amostras ou instantes de tempo do
sinal de entrada foi definida com K = 4000 e foram realizadas
100 simulações independentes de Monte Carlo. Os resultados
obtidos através da equalização adaptativa via algoritmo FVSS-
NLMS foram comparados com o NLMS com o tamanho de
passo fuzzy (versão do NMLS com o VSS adaptado apenas em
função do erro quadrático por um MFIS proposto em [13]) e
pelas versões tradicionais dos algoritmos LMS e NLMS com o
tamanho de passo fixo. O tamanho de passo para os algoritmos
LMS e NLMS foi definido com µ = 0, 03.

B. Resultados

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos através
da equalização adaptativa do canal de comunicação apresen-
tado na Seção IV-A. Nas Figuras 1, 5 e 9 são apresentadas
as evoluções temporais do MSE para os algoritmos LMS,
NLMS, NLMS com o tamanho de passo fuzzy [13] e FVSS-
NLMS, com as relações sinal-ruı́do iguais a SNR = 18 dB,
SNR = 24 dB e SNR = 30 dB, respectivamente. Conforme
pode ser visto nessas figuras, o algoritmo FVSS-NLMS obteve
as melhores desempenhos em velocidade de convergência
e em MSE no regime estacionário. A evolução temporal
da adaptação do VSS é mostrada nas Figuras 4, 8 e 12,
respectivamente, para as relações sinal-ruı́do SNR = 18 dB,
SNR = 24 dB e SNR = 30 dB.

Quando comparado ao NMLS com tamanho de passo fuzzy
[13], é possı́vel notar o desempenho superior do algoritmo
proposto nesse trabalho. O bom desempenho do algoritmo
FVSS-NLMS é devido ao VSS ser adaptado através de uma
descrição linguı́stica baseado no conhecimento do especialista
e implementada em uma base de regras fuzzy, cuja as entradas
do MFIS são o erro quadrático e o instante de tempo normali-
zado pelo método Min-Max. Dessa forma, o VSS é adaptado
em função do erro quadrático de equalização e do avanço
temporal do processo de otimização realizado pelo algoritmo
FVSS-NLMS. É possı́vel notar que quanto menor a relação
sinal-ruı́do pior é o desempenho do equalizador adaptativo
com relação ao MSE no regime estacionário obtido; portanto
os melhores resultados foram obtidos quando SNR = 30 dB
e os piores resultados quando SNR = 18 dB.
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Figura 1: MSE para SNR = 30 dB.
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Figura 2: Resposta em magnitude do canal equalizado para
SNR = 30 dB.
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Figura 3: Resposta em fase do canal equalizado para SNR =
30 dB.
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Figura 4: Tamanho de passo variável para SNR = 30 dB.
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Figura 5: MSE para SNR = 24 dB.
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Figura 6: Resposta em magnitude do canal equalizado para
SNR = 24 dB.
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Figura 7: Resposta em fase do canal equalizado para SNR =
24 dB.

Para verificar se a equalização adaptativa do canal foi reali-
zada de forma satisfatória, os resultados obtidos nas respostas
em magnitude (Figuras 2, 6 e 10) e em fase (Figuras 3,
7 e 11) foram comparadas com os resultados obtidos pelo
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Figura 8: Tamanho de passo variável para SNR = 24 dB.

canal inverso. Dessa forma, as resposta em magnitude e em
fase do canal inverso são as respostas de referência. Através
dessas figuras, nota-se que o equalizador adaptativo projetado
pelo algoritmo FVSS-NLMS obteve os melhores resultados
em rastreabilidade da resposta em magnitude e em fase.
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Figura 9: MSE para SNR = 18 dB.
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Figura 10: Resposta em magnitude do canal equalizado para
SNR = 18 dB.

V. CONCLUSÃO

Nesse artigo, foi proposta a equalização adaptativa de canais
lineares e invariantes no tempo através de uma nova versão do
algoritmo NLMS com o VSS adaptado por um MFIS, intitu-
lado FVSS-NLMS. O desempenho do equalizador adaptativo
foi avaliado através de extensivas simulações e realizada a
comparação com os resultados obtidos pelo NMLS com o
tamanho de passo fuzzy [13] e pelas versões tradicionais dos
algoritmos LMS e NLMS com o tamanho de passo fixo, para
as relações sinal-ruı́do com SNR = 18 dB, SNR = 24 dB e
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Figura 11: Resposta em fase do canal equalizado para SNR =
18 dB.
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Figura 12: Tamanho de passo variável para SNR = 18 dB.

SNR = 30 dB. Conforme o esperado, através da adaptação
do tamanho de passo realizada em função de uma descrição
linguı́stica baseada no conhecimento do especialista, foram
obtidos resultados satisfatórios para algoritmo FVSS-NLMS,
tanto em velocidade de convergência como em MSE no regime
estacionário. Além disso, o desempenho do equalizador adap-
tativo foi comparado com as respostas em magnitude e em fase
do canal inverso, em que foi observado o desempenho superior
para o equalizador projetado pelo algoritmo FVSS-NLMS.
Também pode ser notado que o algoritmo FVSS-NLMS é
menos sensı́vel à diminuição da relação sinal-ruı́do, em que
para SNR = 18 dB satisfatórios resultados foram obtidos
quando comparado aos resultados obtidos pelos algoritmos
LMS e NLMS. Por fim, nota-se que a adaptação do VSS pelo
MFIS independe de medidas estatı́sticas de alta ordem.
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