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Resumo—Redes regularizadas em espaços de Hilbert gerados
por kernel (RKHS) constituem um arcabouço poderoso para
estimação de funções não-lineares, com aplicações bem-sucedidas
em áreas como identificação de sistemas dinâmicos, previsão de
séries temporais e filtragem adaptativa. Tal técnica, porém, possui
aplicação limitada a problemas que envolvem o processamento
de sinais de larga escala, contaminados com ruído não-gaussiano
e variantes no tempo. Isto posto, neste artigo introduzimos uma
nova proposta de redes regularizadas no RKHS com as seguintes
características. (i) O modelo preditor é atualizado para cada
nova amostra de dados via aprendizado recursivo. (ii) O critério
de otimalidade baseado no erro médio quadrático (MSE) é
substituído pela correntropia a fim de conferir robustez a ruído
não-gaussiano. (3) O critério de esparsificação por Novidade
é usado para adicionar amostras a um dicionário de vetores-
suporte. (4) Um critério de poda usando divergência de Kullback-
Leibler é aplicado para excluir amostras do dicionário de vetores-
suporte tornando-o capaz de rastrear um sistema variante no
tempo. A proposta é avaliada em três conjuntos de dados, sendo
um destes de larga escala, para diferentes níveis de contaminação
por outliers na tarefa de identificação de sistemas dinâmicos. Os
resultados obtidos pela rede regularizada proposta tem reduzido
custo e complexidade computacional, atingindo um alto poder
preditivo, com excelente robustez a outliers e reduzido uso de
memória pela matriz de kernel.
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I. INTRODUÇÃO

A exploração da teoria de regularização de Tikhonov [1]
e de espaços de Hilbert gerados por kernel (reproducing
kernel Hilbert space - RKHS) [2] tem permitido que esquemas
como redes regularizadas (regularization networks - RN) [3],
regressão por processo gaussiano (Gaussian process regression
- GPR) [4] e máquinas de vetores-suporte (support vector
machines - SVM) [5] realizem a tarefa de aprendizagem por
amostras de dados através da estimação de funções de dados
ruidosos e esparsos [6]. Estas técnicas conhecidas como mé-
todos de kernel possuem uma variedade de aplicações, como
cancelamento de ruído, identificação de sistemas e equalização
de canais, e tem ganhando destaque devido a capacidade de
lidar com processamento de sinais não-lineares.

Entretanto, as técnicas baseadas em métodos de kernel
perdem precisão quando lidam com problemas de larga escala,
onde a quantidade de dados é elevada, ou quando é necessária
uma estimação recursiva (online), como em problemas de
controle adaptativo ou detecção de falta. Isso ocorre devido a
expansão dos kernels cujo número de termos é igual ao número

de dados de entrada. Para contornar esta questão diversos
procedimentos de esparsificação vem sendo propostos [7], [8],
[9], [10]. Contudo, estes procedimentos não são adequados em
um cenário variante no tempo onde é necessário que a técnica
seja capaz de esquecer informações passadas pouco relevantes
e rastreie alterações na saída [11], [12].

Além da problemática relacionada a expansão dos kernels, a
técnica de estimação precisa lidar com processamento de sinais
não-gaussianos presentes em dados reais. Uma alternativa para
esta questão vem sendo substituir as funções custo baseadas
em estátisticas de segunda ordem, como o erro médio quadrá-
tico (mean square error - MSE), por descritores de teoria da
informação (information theoretic learning - ITL) [13]. Um
que se destaca por sua simplicidade e robustez, é conhecido
como correntropia [14], [15].

A. Descrição do Problema

No presente trabalho, estamos interessados em estender
uma rede regularizada batch para uma aprendizagem recursiva
(online) através da construção e atualização sequencial de
matrizes e suas inversas. Assim nosso desafio é adaptar a
RN para lidar com processamento de dados de larga escala,
variantes no tempo e não-gaussianos. Esta adaptação é baseada
em quatro paradigmas:

1) Filtragem adaptativa, de forma que o modelo seja
construído continuamente para cada nova amostra de
dados tornando a rede apta para o aprendizado recursivo
(online);

2) ITL, para permitir extrair mais informações dos dados do
que as estatísticas de segunda ordem e prover robustez
a outliers (ruído não-gaussiano);

3) Critério de adição de vetores-suporte, para tornar o
modelo parcimonioso, onde aplicamos o critério da no-
vidade [16] para selecionar os vetores-suporte do kernel;

4) Critério de remoção de vetores-suporte [11], para tornar
a rede adaptativa e capaz de lidar com dados variantes
no tempo.

Nossa proposta, aqui chamada rede regularizada baseada em
correntropia recursiva e esparsa (Correntropy-based Regulari-
zation Network Online and Sparse - CRoNOS) melhora a RN
pela possibilidade de lidar com dados de larga escala, variantes
no tempo e contaminados com ruído não-gaussiano através
de um procedimento de esparsificação híbrido (growing and
shrinking) que seleciona, adiciona e remove vetores-suporte.



Para avaliar o desempenho da nossa proposta (CRoNOS)
realizamos experimentos computacionais como prova de con-
ceito utilizando três conjuntos de dados na tarefa de identifica-
ção de sistemas não-lineares (dois de pequena escala e um de
larga escala). Diferentes níveis de contaminação por outliers
são considerados para avaliar a robustez do modelo proposto
e um regime de simulação livre (i.e. com realimentação da
saída predita) é estabelecido para avaliar a capacidade de
generalização.

B. Estrutura do trabalho

O restante deste artigo esta organizado da seguinte forma.
Na Seção 2 revisamos os métodos empregados para lidar com
os desafios explorados neste trabalho. Na Seção 3 apresenta-
mos nossa proposta (CRoNOS) e discutimos como realizar a
adição e remoção dos vetores-suporte com baixo custo com-
putacional. Na Seção 4 realizamos a análise dos experimentos
computacionais e discutimos os resultados alcançados. As
conclusões e propostas de trabalhos futuros são apresentados
na Seção 5.

II. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

A. Redes regularizadas no RKHS

As redes regularizadas (RN) são interpretadas como uma
rede neural com uma camada oculta, onde supõe-se que o
conjunto de dados de entrada e saída g = {(xi, yi) ∈ Rd×R}
é obtido por uma amostragem aleatória da função f(·), que
pertence ao mesmo espaço da função X definida em Rd, na
presença de ruído. Para recuperar a função f(·), ou uma apro-
ximação, uma escolha comum para solução deste problema é
minimizar a seguinte função [3]:

H[f ] =

N∑
i=1

(f(xi)− yi)2 + λ||f ||2H, (1)

onde λ é um número positivo chamado parâmetro de regulari-
zação e || · ||H denota a norma de uma função de suavidade no
espaço de Hilbert H. O primeiro termo da Equação 1 impõe
proximidade entre os dados, e o segundo suavidade, enquanto
o parâmetro de regularização controla o ajuste entre estes dois
termos.

O acoplamento desta teoria de regularização com a de
RKHS permite a definição da função de suavização no espaço
de Hilbert H na forma do kernel K, como uma função
simétrica e definida positiva [6]. Neste caso a função de
suavização pode ser definida, por exemplo, como ||f ||2H =∫
dxf2(x)/K(x). Assim a função que minimiza a Equação

1 tem a seguinte forma:

f(x) =

N∑
i=1

αiK(x− xi) +

k∑
j=1

djψj(x), (2)

onde {ψj}kj=1 é uma base de dimensão k no espaço nulo N
da função de suavidade, que em muitos casos é um termo
polinomial. Os coeficientes dj e αi dependem dos dados de
tal forma que satisfaz o seguinte sistema linear:

(K + λI)α+ Ψ>d = y, (3)

onde I é a matriz identidade e o coeficiente α pode ser deter-
minado (Negligenciando o termo polinomial por simplificação)
como:

α = (K + λI)−1y. (4)

Observação 1. A função de estimação da RN no RKHS
definida nesta seção é baseada no MSE que não possui
robustez a outliers. Além disso nota-se na Equação 4 um
processo batch de estimação onde para estimar o coeficiente α
é necessário utilizar todos os dados de entrada para montar a
matriz de kernel (Matriz de Gram) e uma operação de inversão
de matrizes com custo computacional O(N)3.

B. Correntropia

A correntropia é uma função de correlação generalizada [14]
onde do ponto de vista de ITL está diretamente relacionada à
estimativa da entropia quadrática de Renyi’s. Assim, a corren-
tropia é definida em termos de produtos internos de vetores
no RKHS definida como V (X,Y ) = E[k(X,Y )] onde E[·]
denota o valor esperado e k(·, ·) é um kernel de Mercer. Como
os produtos internos são uma medida de similaridade, essa
função efetivamente mede a diferença entre pares dos vetores
de características, separados por um certo atraso de tempo
no espaço de entrada. Este descritor vem sendo efetivamente
aplicado no processamento de sinais não-gaussianos [7], [17]
através de um função custo para treinamento de sistemas
adaptativos definida como critério da máxima correntropia
(maximum correntropy criterion - MCC) [15]:

θ̂mcc = arg maxθ

N∑
i=1

kσ1
(et|θ), (5)

onde ei|θ = yi− f(xi;θ), i = 1, . . . , N , é o erro de predição
(ou residual) produzido por um modelo aproximado f(xi;θ)
parametrizado pelo vetor θ.

O kernel Gaussiano kσ1
(ei|θ), adotado neste trabalho, é o

mais utilizado nas aplicações e é definido como:

kσ1(x− y) =
1√

2πσ1
exp

{
− (x− y)2

2σ2
1

}
, (6)

onde o tamanho (bandwith) do kernel σ1 > 0 controla a
largura da Gaussiana.

A estimativa da Equação 6 é equivalente a um problema
dos mínimos quadrados ponderados e tem uma forte relação
com o Estimador M de Huber [18]:

θ̂mcc = arg minθ

N∑
i=1

ρ(ei)e
2
i , (7)

onde o termo ponderador ρ(ei) penaliza os erros grandes,
usualmente causados por outliers e para o kernel Gaussiano:



ρ(ei) =
1√

2πσ3
1

exp

{
− e2i

2σ2
1

}
, i = 1, . . . ,mt, (8)

pode ser visto como uma função custo robusta capaz de
manipular amostras discrepantes porque não amplifica seus
efeitos.

Observação 2. Em comparação com os critérios tradicionais
adotados para a modelagem de processos orientada aos dados,
como o bem conhecido MSE, o MCC tem várias vantagens: (1)
sempre é limitado a qualquer distribuição; (2) contém todos os
momentos de ordem par, e é útil para processamento de sinal
não-linear e não gaussiano; (3) é uma medida de similaridade
local, portanto, é robusta para amostras discrepantes [17].

C. Critério de adição de vetores-suporte

Durante o processo de aprendizagem das técnicas baseadas
em métodos de kernel as entradas x são colecionadas na forma
de vetores-suporte para cômputo da matriz de kernel K o que
faz com que esta cresça exponencialmente e tenha dimensão
N × N onde N é a quantidade total de amostras de entrada
disponíveis. Entretanto, em aplicações recursivas (online) a
quantidade de dados de entrada cresce para o infinito o que
faz que para em um sentido de filtragem adaptativa a matriz
de kernels K não possa crescer a cada novo par (xt, yt).
Muitos critérios na forma de heurísticas, em sua maioria, vem
sendo utilizados para selecionar os vetores-suporte que irão
formar um chamado dicionário D de vetores-suporte [16],
[19], [10], [20]. Através da utilização destes critérios a matriz
de kernels K cresce de tempos em tempos pela adição seletiva
de vetores-suporte.

A ideia geral é assumir que a cada instante de tempo
t, depois de t − 1 observações de amostras de treinamento
{xi}t−1i=1 , iremos montar um dicionário de mt (mt � t)
vetores-suporte comprimidos em um subconjunto de amostras
de entradas relevantes Dsvt−1 = {x̃j}mt−1

j=1 .
Neste trabalho adotamos como critério de seleção para adi-

ção de vetores-suporte o de novidade [16] por sua capacidade
de formar novas representações, memória e simplicidade de
implementação, características desejáveis em problemas que
lidam com dados sequencias e variantes no tempo. O critério
de novidade basicamente pode ser definido como uma medida
de distância entre a amostra de entrada atual e amostras
passadas ou dicionário, onde sem perda de generalidade,
simplesmente usamos a distância Euclidiana [20]. Para cada
amostra de entrada xt e comparamos a norma quadrática com
seus vizinhos mais próximos (x̃ no Di) com um limiar de
quantização vetorial δ ≥ 0. A nova amostra somente é nova
se min ||xt − x̃||2 > δ. O aumento deste limiar reduz o
tamanho do dicionário final. Na aplicação prática deste critério
é adicionado também um critério do erro controlado pelo
limiar ε e computado por ||ŷt − yt|| > ε onde ŷt é a saída
predita pelo modelo no treinamento. Para a amostra de entrada
xt ser adicionada no dicionário os dois critérios (Novidade e
erro) devem ser atendidos.

D. Critério de remoção de vetores-suporte

Em um regime de aprendizado sequencial e variante no
tempo as amostras de entrada x podem ser tornar pouco
relevantes para o modelo no decorrer do tempo. Sendo as-
sim remover os vetores-suporte menos relevantes depois de
adicionar um novo no dicionário é importante para indução
de uma esparsidade eficiente no modelo.

Um critério utilizado para selecionar os vetores-suporte
que deverão ser removidos é selecionar o vetor de suporte
i que minimiza a divergência de Kullback-Leibler (KL) entre
a predição exata e a aproximação a posteriori considerando a
informação perdida com a remoção de vetor de suporte [11]:

KL(p(ft+1|Dt+1)||p([ft+1]i|[ft+1]−i)p([ft+1]−i|Dt+1) (9)

Para diminuir o custo computacional ao invés de computar
a divergência de KL analiticamente é considerado minimizar
o erro quadrático que a aproximação a posteriori induz o que
produz resultados igualmente efetivos na poda dos vetores-
suporte menos relevantes.

Para computar o erro quadrático que será introduzido pela
remoção de cada vetor de suporte e assim indicar qual vetor de
suporte removida implica no menor erro utilizamos o seguinte
critério por poda [21], [22]:

arg mini

(
[P tyt]i
[P ]i,i

)2

> γ, (10)

onde P t = (Kt + λI)−1 e γ é o limiar que determina se
o vetor de suporte que produz o menor erro será removido.
Observe que aqui a matriz P t deverá ser construída sequen-
cialmente para o instante de tempo t como discutiremos na
próxima seção.

III. ABORDAGEM PROPOSTA

Nosso principal objetivo neste trabalho é apresentar uma
proposta variante da RN recursiva, robusta a outliers, esparsa
e adaptativa capaz de realizar a modelagem de sistemas
dinâmicos a partir de dados disponibilizados sequencialmente
no tempo. A abordagem proposta, nomeada CRoNOS, é então
baseada na fusão dos métodos discutidos na Seção 2: (i)
Rede regularizada [3], (ii) correntropia [14], (iii) critério de
novidade [16] e (iv) critério do erro quadrático [11].

A primeira etapa é substituir a função custo baseada no
MSE e definida na Equação 1 pelo MCC:

H[f ] =

t∑
i=1

kσ1(f(xi)− yi) + λ||f ||2H, (11)

onde ao invés de encontrar a função f(xi) que minimiza a
Equação 1 desejamos agora agora encontrar a função f(xi)
que maximiza a Equação 11.

Calculando o gradiente com relação à ||f || seguindo a
mesma metodologia descrito na Seção 2A [3] a função que
maximiza a Equação 11 terá o coeficiente α̃ dado por:

α̃t = (K̃tB̃t + λσ2
1 Ĩ)−1B̃tỹt, (12)



onde usando o lema de inversão de matriz esta pode ser
reescrita como:

α̃t = (K̃t + λσ2
1B̃
−1
t )−1ỹt, (13)

Agora, usando nosso procedimento de esparsificação, a
dimensão dos elementos na Equação 13 é mt e elas cal-
culadas com o subconjunto de amostra do dicionário, onde
K̃ ∈ Rmt×mt é uma matriz de kernels cujo entradas são
dados por K̃ij = 〈φ(x̃i), φ(x̃j)〉,∀ i, j = 1, . . . ,mt. B̃t é
uma matriz diagonal cujo elementos diagonais são computados
como B̃t = ρ(ei), i = 1, . . . ,mt.

Para tornar esta proposta apta para a aprendizagem recursiva
(note a presença do subscrito ’t’ na Equação 12) e evitar o
custo computacional elevado O(m3

t ) da inversão de matrizes
iremos computar recursivamente os elementos da Equação 12
onde a atualização das matrizes irá depender dos critérios de
esparsificação aplicados.

A. Adicionando vetores-suporte

Caso o critério de seleção de vetores-suporte para adição no
dicionário definido na Seção 2C seja atendido, a amostra do
dados de entrada xt deverá ser adicionada no dicionário Dsvt =
Dsvt−1

⋃
{xt} e mt = mt−1+1. Como uma consequência dessa

inclusão, a matriz de kernelK deverá ser atualizada de acordo.
Fazendo P̃ t = H−1t = (K̃t + λσ2

1B̃
−1
t )−1, temos

P t =

[
K̃t−1 + λσ2

1B̃
−1
t−1 k̃t−1(xt)

k̃t−1(xt)
> k̃tt + λσ2

1 b̃t

]−1
, (14)

onde b̃t = 1/ρ(et), et = ŷt − yt, ŷt =
∑mt

i=1 α̃ik(xt, x̃i) =
α̃>k̃t, k̃t−1(xt) = [k(xt, x̃1) · · · k(xt, x̃mt

)]> e k̃tt =
k(x̃t, x̃t). Onde é observável que

P̃
−1
t =

[
P̃
−1
t−1 k̃t−1(xt)

k̃t−1(xt)
> k̃tt + λσ2

1 b̃t

]
. (15)

Usando a identidade de inversão de matrizes em bloco
obtemos a seguinte expressão:

P̃ t = r−1t

[
P̃ t−1rt + ztz

>
t −zt

−z>t 1

]
, (16)

onde zt = P̃ t−1k̃t−1(xt) e

rt = λσ2
1 b̃t + k̃tt − z>i k̃t−1(xt). (17)

B. Removendo vetores-suporte

Toda vez que um novo vetor de suporte é adicionado ao
dicionário D aplicamos o critério definido na Seção 2D para
determinar se e quais vetores-suporte se tornaram pouco rele-
vantes e podem ser removidos do dicionário Dsvt = Dsvt −{xi}
e mt = mt−1 − 1.

Assim primeiramente computamos o erro quadrático para
cada vetor de suporte candidato a ser removido usando a
Equação 10 e em seguida removemos o vetor de suporte que

produz o menor erro atualizando a matriz P̃ t e eliminando o
par de entrada e saída correspondentes (xi,yi).

Para atualizar a matriz P̃ t com baixo custo computacional
utilizamos uma metodologia baseada na relação entre a inversa
de uma matriz e sua matriz [23].

Sendo assim, iremos ter uma submatriz H̃p̄;q̄ obtida de H̃t

pela eliminação da linha p e da coluna q. Este problema é
diretamente relacionado com o cálculo de uma matriz inversa
perturbada (H̃t+Z)−1, onde Z é a perturbação de uma matriz
de H̃t. Essa matriz inversa pode ser calculada utilizando a
fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury:

P̃ t = (H̃t − vu>)−1 = H̃
−1
t +

(H̃
−1
t v)(u>H̃

−1
t )

1− u>H̃
−1
t v

, (18)

onde v, u ∈ Rmt são vetores coluna da fórmula de Sherman-
Morrison-Woodbury. Assim, H̃t − vu> é definido por v =
H̃q − cp, onde H̃q é o vetor da coluna q de H̃t, cp ∈ Rmt

é o vetor canônico da coluna p, e u = cq é o vetor canônico
da coluna q. Com estas definições, H̃t − vu> é igual a
H̃t exceto na coluna q, que é igual a cp. Pela aplicação da
fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury (18) para calcular
(H̃t − vu>)−1, (H̃p̄;q̄)−1 é obtido pela eliminação da linha
q e da coluna p de (H̃p̄;q̄)−1 obtendo assim a atualização de
P̃ t.

Observe que a base canônica da matriz H̃ é formada por
vetores que possuem 1 em uma coordenada e 0 na outra, além
disso, a linha q e a coluna p são iguais, então é suficiente
determinar a partir de uma linha de H̃ sua forma canônica.

Como nossa proposta utiliza no procedimento de esparsi-
ficação um critério para selecionar vetores-suporte que serão
removidos podemos retirar no critério de seleção para adici-
onar vetores-suporte o critério do erro exposto na Seção 2C,
permanecendo apenas o critério de novidade puro.

Na tabela I fornecemos o pseudocódigo do algoritmo pro-
posto neste trabalho.

IV. EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Nesta seção, realizamos a análise dos experimentos compu-
tacionais na tarefa de identificação de sistemas não-lineares.

Para esta tarefa assumimos uma estrutura não linear ARX
(NARX). que pode ser representa por uma classe de sistemas
não-lineares discretos [24]:

yt = f(yt−1, . . . , yt−Ly
, ut−1, . . . , ut−Lu

) + et,

= f(xt) + et, t = 1, . . . , N,
(19)

onde Lu e Ly denota a ordem dos vetores de entrada e saída,
respectivamente. f(·) é a função alvo e yt, ut e et são,
respectivamente, a saída do sistema, a entrada do sistema e
o ruído aleatório 1 amostrado no instante de tempo t. Neste
caso, o vetor de entrada xt é obtido pela concatenação Ly
saída passadas observáveis yt ∈ R e Lu entradas passadas
controladas ut ∈ R dentro de um único vetor de regressão:

xt = [yt−1, . . . , yt−Ly
, ut−1, . . . , ut−Lu

]>. (20)

1Usualmente assumido como ruído aditivo branco gaussiano (AWGN).



Tabela I
PSEUDOCÓDIGO DO MODELO CRONOS.

Algoritmo Complexidade
Hiperparâmetros: λ, σ1, σ2, δ, γ; -
Inicialização: P̃ 1 = 1/k̃11; b1 = 1; m1 = 1; -
Computa α̃1 da Eq. (13); O(1)
Computa b̃1 = 1/ρ(e1) da Eq. (8); O(1)
for t = 2 : N , -

Pega nova amostra: (xt, yt) -
Teste para adicionar vetor-suporte: -
if min ||xt − x̃||2 > δ O(mt)
Dsv

t = Dsv
t−1

⋃
{xt}; O(1)

zt = P̃ t−1k̃t−1(xt); O(m2
t )

b̃t = 1/ρ(et) da Eq. (8); O(1)
rt = λσ2

1 b̃t + k̃tt − z>i k̃t−1(xt); O(mt)

Computa P̃ t da Eq. (16); O(m2
t )

Computa α̃t da Eq. (13); O(mt)
mt = mt−1 + 1; O(1)
Teste para remover vetor-suporte: -
if min([P̃ tỹt]i/[P̃ ]i,i)

2 > γ O(m2
t )

Dsv
t = Dsv

t − {xi}; O(1)
Atualiza P̃ t da Eq. (18); O(m2

t )
Atualiza α̃t da Eq. (13); O(mt)
mt = mt−1 − 1; O(1)

end if -
else -
Dsv

t = Dsv
t−1; -

end if -
end for -
Saída: α̃t,Dsv

t . -

Assim, assumimos que as amostras de treinamento são
sequencialmente disponibilizadas:

Dt = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xt, yt)}, (21)

onde (xt,yt) ∈ RLu+Ly × R denota o par de entrada e saída
do sistema.

Os experimentos envolvem dois conjuntos de dados artifici-
ais de pequena escala e um de grande escala, onde são consi-
derados dois cenários, sem e com contaminação por outliers.
A contaminação por outliers permite avaliar o desempenho
dos modelos na presença de ruído não-gaussiano. As figuras
de mérito exploradas neste trabalho são a raiz do erro médio
quadrático (root mean square error - RMSE) e o grau de
esparsidade (tamanho do dicionário de vetores-suporte). Todas
as avaliações do modelo durante a fase de teste correspondem
ao regime de simulação livre (com realimentação da saída
predita), em que os valores da saída predita são retornados
para o vetor de regressão. Este regime de avaliação é muito
mais exigente do que a usual predição um passo a frente
(one-step ahead). Nestes experimentos todos os dados são
reescalados no intervalo [−1, 1].

Analisamos o desempenho de nossa proposta CRoNOS em
comparação com uma rede regularizada clássica [3] e com
um método baseado em filtragem adaptativa kernelizada que
também usa a correntropia, conhecido como kernel recursive
maximum correntropy (KRMC) [7]. No método KRMC usa-
mos o critério de esparsidade de novidade (KRMC-NC) para
verificarmos a diferença de performance com nossa proposta
híbrida de esparsificação.

A. Conjuntos de dados de pequena escala
Neste primeiro experimento são utilizados dois conjuntos

de dados artificiais de pequena escala [25]. O conjunto de
dados Artificial 1 é gerado de acordo com o seguinte sistema
dinâmico de tempo discreto:
yk+1 = ykyk−1yk−2(yk−2−1)uk−1+uk

1+y2k−2+y
2
k−1

uk =

{
sin(πk/125), k ≤ 203

0.8 sin(πk/125) + 0.2 sin(2πk/25), k ≥ 203
(22)

O conjunto de dados Artificial 2 é gerado conforme descrito
abaixo:

yk = yk−1

1+y2k−1
+u3k

uk =

{
U(−2, 2), dados de treino
sin(2πk/25) + sin(2πk/10), dados de teste

(23)
onde U(−2, 2) denota uma distribuição uniformemente distri-
buída de números aleatórios em uma faixa específica.

Neste experimento avaliamos os resultados para o cenário
livre de contaminação de outliers e com contaminação de
outliers. No cenário de contaminação as amostras de saída
y do treinamento são contaminadas aleatoriamente com as
porcentagens de 10%, 20% e 30%. Os outliers são gerados
como um ruído impulsivo com pdf de uma mistura gaussiana
dada por pz(z) = (1− ε)×N (0, 0.065)+ ε×N (0.1, 2σ1(y)),
onde ε é determinado de acordo com a porcentagem de
outliers no cenário e σ1(y) é o desvio padrão dos dados de
treinamento originais. Além disso, são realizadas 10 rodadas
independentes, onde cada rodada possui uma diferente distri-
buição de contaminação e os hiperparâmetros são ajustados
por validação cruzada. A Tabela II contém o número de
amostras de treinamento e teste, a ordem NARX do modelo e
o tipo e largura de kernel ajustados conforme o estado da arte
[25].

Relatamos nas Figuras 1(a) e 1(c) o RMSE, onde mostramos
os valores médios e o desvio padrão para cada conjunto de
dados nos cenários propostos. Nestas figuras verificamos que
a RN baseada na função custo do MSE não é capaz de
manter uma boa capacidade de predição do modelo a medida
que a contaminação por outliers aumenta. Por outro lado,
comparando a performance da nossa proposta CRoNOS com
o KRMC-NC verificamos resultados numéricos similares, mas
no cenário de máxima contaminação (30%) nossa proposta
começa a apresentar uma significativa vantagem.

Os melhores resultados do CRoNOS frente ao KRMC-
NC estão na melhor capacidade de selecionar vetores-suporte
relevantes e em menor quantidade, reduzindo a norma dos
coeficientes α estimados durante o treinamento, conforme
pode ser verificado nas Figuras 1(b) e 1(d) onde é apresentado
a quantidade média de vetores-suporte selecionada por cada
modelo.

B. Conjunto de dados de larga escala
Neste experimento utilizamos um conjunto de dados de

larga escala (Large-scale) conhecido como Silverbox [26].



Tabela II
RESUMO DOS CONJUNTOS DE DADOS.

Conjunto de dados Número de amostras Ordem NARX Kernel
Treinamento Teste Lu Ly Tipo Largura (σ2)

Artificial 1 200 200 3 2 Gaussiano 0.1
Artificial 2 300 100 1 1 Gaussiano 0.1
Silverbox 45.000 40.000 10 10 Polinominal 1
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Figura 1. (a) e (c) são os gráficos dos valores de RMSE relacionados ao teste em simulação livre com os dados contendo diferentes níveis de contaminação
por outliers. (b) e (d) são os gráficos do tamanho médio do dicionário de vetores-suporte.

Este conjunto de dados representa um circuito elétrico si-
mulando um sistema massa-mola amortecedor e contém um
total de 131.072 amostras. Nós utilizamos as primeiras 40.000
amostras para avaliação do modelo e 45.000 das restantes para
treinamento do modelo. Dois cenários são avaliados, um sem
contaminação por outliers e outro com uma contaminação
por outliers de 5% utilizando um ruído não-Gaussiano pela
amostragem de uma distribuição t de Student com média zero
e 2 graus de liberdade. Para este experimento são realizadas
5 rodadas independentes, onde cada rodada possui uma dife-

rente distribuição de contaminação e os hiperparâmetros são
ajustados também por validação cruzada. A Tabela II contém
o número de amostras de treinamento e teste, a ordem NARX
do modelo e o tipo e largura de kernel ajustados conforme o
estado da arte [26].

Os resultados deste experimento são apresentados nas Figu-
ras 2(a) e 2(b), onde apresentamos, respectivamente, através
de um gráfico de caixa o RMSE, e do gráfico em barras o
tamanho médio do dicionário de vetores-suporte para predição
em regime de simulação livre das 5 rodadas independentes.



Neste experimento comparamos o desempenho da nossa pro-
posta CRoNOS apenas com o modelo KRMC-NC pois para
problemas com grandes quantidades de dados (Large-scale) o
uso da RN se torna inviável, já que o custo computacional
(Operação de inversão de matrizes) cresce exageradamente
devido o uso de todas os pares de amostras de entrada e
saída. Comparando o desempenho do CRoNOS e do KRMC-
NC verificamos uma maior capacidade de predição da nossa
proposta com um menor valor de RMSE e com uma menor
quantidade de vetores-suporte nos dois cenários avaliados. Isto
implica diretamente na norma dos coeficientes α estimados
na construção do modelo, onde obtemos uma norma média
de 1.6 no CRoNOS e de 4.8 no KRMC-NC. A menor norma
do CRoNOS faz com que o modelo propague menos erros no
regime de simulação livre, ou seja, tenha maior capacidade de
generalização, conforme pode ser verificado nas Figuras 3(a)
e 3(b), onde é possível confirmar o melhor ajuste da curva de
predição produzida pelo CRoNOS.

V. CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Neste artigo apresentamos uma nova proposta para uma
técnica de redes neurais, conhecida como redes regularizadas.
Nossa proposta, denominada CRoNOS, possui como caracte-
rísticas ser recursiva, esparsa, robusta a outliers e adaptativa.

O modelo de aprendizado CRoNOS integra a arquitetura de
redes regularizadas no RKHS, de uma perspectiva de métodos
de filtragem adaptativa kernelizados, com o critério da máxima
correntropia (MCC). Esta proposta melhora as clássicas RN
em importantes dimensões, uma vez que pode ser utilizada
eficientemente para aprendizado recursivo (online) e que sua
complexidade computacional é consideravelmente reduzida
pela introdução de um procedimento de esparsificação que
além selecionar os vetores-suporte que irão fazer parte do
dicionário pode também descartar funções de kernel pouco
relevantes para o modelo.

Nós avaliamos a proposta atráves da tarefa de identificação
de sistemas não-lineares usando dois conjuntos de dados
artificiais de pequena escala e uma conjunto de dados de larga
escala (Silverbox), em regime de simulação livre (Infinite Step-
ahead) e incluindo uma contaminação por outliers. Nossos
experimentos como prova de conceito mostraram claramente
os seguintes benefícios:

1) Redução do custo e complexidade computacional através
da estratégia recursiva de construção e atualização de
matrizes;

2) Aumento da robustez a outliers do modelo pela substi-
tuição do função custo MSE pelo MCC;

3) Redução do uso de memória através da utilização de um
procedimento de esparsificação híbrido (Growing and
Shrinking);

Além disso, os resultados demonstraram que a proposta
é capaz de realizar a aprendizagem recursiva e manter um
alto poder de predição em regime de simulação livre com um
reduzido tamanho do dicionário.

Para trabalhos futuros esperamos realizar experimentos com
o CRoNOS em um cenário não-estacionário e avaliar outros

critérios de esparsificação para selecionar e descartar vetores-
suporte.
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Figura 2. (a) é o gráfico dos valores de RMSE relacionados ao teste em simulação livre com os dados contendo diferentes níveis de contaminação por outliers.
(b) é o gráfico do tamanho médio do dicionário de vetores-suporte.
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