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Resumo Kernels sao ferramentas utilizadas para modelar nao-linearidades
em dados, desempenhando um papel principal em modelos como SVMs.
A otimizagdo de seus parametros para se ajustar a cada conjunto de
dados é um desafio frequentemente enfrentado. Este problema é usual-
mente dirimido usando validagao cruzada, técnica baseada no céalculo de
desempenho sobre uma faixa de valores, ndo levando em consideracao
informagoes diretas sobre a disposicao dos dados. Este trabalho propoe
uma abordagem alternativa, baseada na estimativa de densidades, sob a
qual se analisa a estrutura do conjunto de dados, possibilitando assim o
projeto de um kernel adequado para cada problema.

Palavras-Chave: Classificagdo, Kernel RBF, SVM, Estimativa de Den-
sidades

1 Introducao

O ajuste de parametros em métodos de aprendizado indutivo é usualmente des-
crito como um problema de otimizagao de mutiplas func¢ées-objetivo, relaciona-
das ao ajuste do modelo a um conjunto de dados amostrados (erro) e & comple-
xidade da funcao utilizada para descrever o modelo. Do ponto de vista pratico,
uma funcgao representativa da complexidade, que descreva a dimensao V-C do
modelo [1], deve ser escolhida para viabilizar o cdlculo do ajuste de complexi-
dade. A norma do vetor de pesos é usualmente utilizada como medida indireta
da complexidade, ja que a mesma estd relacionada a margem de separacao entre
as classes definidas em problemas de classificagao de padroes.

H4 na literatura vérias abordagens para o tratamento do problema de bi-
objetivo, caracterizado pelas fungoes de erro e de norma do vetor de parametros,
tais como a otimiza¢ao Multi-objetivo de Redes Neurais [2] e a otimizagdo com
restrigdo adotada no treinamento de Maquinas de Vetores de Suporte (SVM)
[1]. Qualquer que seja a abordagem adotada, o modelo final sempre dependerd
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de uma terceira fungao objetivo que descrevera a estratégia de decisao para a
selecao final do modelo, sendo que nao existe prova formal de qual deva ser o
melhor critério de decisao a ser adotado.

Uma estratégia de decisao frequentemente adotada, particularmente no trei-
namento de SVMs, é a utilizacao de validagao cruzada que, apesar de eficiente
em varios problemas, é também dependendente do tamanho da amostra e da sua
representatividade. Assim, ndo hd um critério geral que defina de maneira clara
um método universal para a selecao de modelos, problema este caracterizado
como um ”dilema”no ajuste de modelos baseados em dados ("bias and variance
dilemma”[3]). Nao obstante, hé na literatura da drea uma busca constante por
métodos de treinamento autéonomos ou que tenham menor dependéncia do usué-
rio na inicializacao de parametros ou escolha do critério para a selegao final do
modelo [4, 5].

Este trabalho descreve um método para ajuste de pardmetros da fungao
de kernel de modelos SVM, especificamente a largura de base de fungoes de
kernel radiais, o qual é baseado no comportamento das projegoes das funcoes de
similaridade calculadas com base nestes kernels, para problemas de classificacao
bindria. O método é baseado no algoritmo de estimativa de densidades KDE
(Kernel Density Estimator) [6, 7]. Partindo-se da estrutura dos dados, podemos
encontrar um parametro que separe as amostras de classes distintas, ainda assim
mantendo a capacidade de generalizacao do modelo, permitindo a discriminacao
efetiva das classes. Este método é apresentado como uma alternativa a métodos
que nao consideram informagoes da disposicao das amostras, como validagao
cruzada [8].

O artigo apresenta, primeiramente, o Método Kernel e o Kernel RBF, alvo
deste trabalho, na secao 2. O método KDE é coberto na secao 3, que descreve
também o espago de verossimilhancas, componente essencial do trabalho. A se-
¢ao 4 percorre o algoritmo SVM, utilizado para aplicar a técnica proposta. As
secoes b e 6 expoem a metodologia do trabalho e os resultados obtidos, e, por
fim, a se¢do 7 apresenta as conclusoes.

2 Meétodo Kernel

Em um problema de classificagdo, dados sdo estruturados sob diversos per-
fis. Devido a esta diversidade, muitas vezes é necessario lidar com dados néao-
linearmente separaveis.

Para um espago d-dimensional, uma fungao g(x) de discriminagéo linear pode
ser definida a partir de um vetor x = x1, x2, ..., zq, de forma geral, de acordo
com a Equacao 1.

d
g(x) = wo + Y wim;, (1)
=1

onde wq, wy, ..., wq sao componentes de um vetor de pesos w, como descrito
em [9]. Um problema é nao-linearmente separdvel se nao existe um vetor w que



consiga classificar corretamente todas as amostras. O método kernel é entao uma
ferramenta utilizada para mapear os dados do espago de entrada para um espago
onde este conjunto de coeficientes w exista, sendo possivel separa-los.

Um kernel consiste em uma funcao de mapeamento, com a qual pode-se obter
relacOes entre amostras no espaco transformado, sem que se tenha a necessidade
de explicité-lo [10]. Dentre vérios tipos de kernels, o kernel de base radial (Ra-
dial Basis Function - RBF) é muito usado, utilizando uma func¢ao Gaussiana,
de forma K(x1,x2) = exp(—%) [11], para calcular a similaridade entre
duas amostras. Para isto, é calculado o valor da distancia entre as amostras no
espaco de entrada, e, utilizando um parametro o, chamado largura de base da
funcao Gaussiana, define-se a relagao entre a distancia Euclidiana e o valor de
similaridade. Assim, por meio de uma funcao néo-linear, conseguimos modelar
nao-linearidades em dados.

SVMs, por utilizarem uma fungao linear como superficie de separagao, fazem
uso intenso de kernels para contornar nao-linearidades. Neste modelo, o processo
de treinamento precisa encontrar o parametro o que melhor se ajusta a base de
dados que se deseja classificar, diminuindo o erro de teste.

A largura do kernel utilizado, caso muito pequena, pode causar overfitting,
em que o modelo se especializa no conjunto de treinamento [9]. Nesta situagao,
o desempenho para o treinamento ¢ bom, mas o modelo terd uma capacidade
de generalizagao muito limitada, acarretando em um alto erro para o conjunto
de teste. Por outro lado, ao se utilizar um valor de largura muito alto, o modelo
se tornard pouco descritivo, perdendo informagoes especificas sobre grupos de
dados.

Deve-se entao encontrar o valor étimo de largura para cada base de dados
visando evitar estas duas situacoes, definindo o kernel que descreva bem as ca-
racteristicas do conjunto e mantenha a capacidade de generaliza-lo, descrevendo
também amostras desconhecidas ao processo de treinamento.

3 Estimador de Densidades Kernel

Uma fungao de kernel também pode ser aplicada para estimar densidades de
probabilidade de uma distribuicao de dados. Na técnica de Estimativa de Den-
sidades Kernel (KDE), atribuindo-se uma fungao Gaussiana d-dimensional com
centro em cada amostra, podemos combiné-las de forma a sintetizar uma funcao
densidade de probabilidade para o grupo de amostras [6].

Assumindo independéncia e o0 mesmo raio o para todas as dimensoes, a esti-
mativa de densidade pelo KDE Gaussiano em um determinado ponto arbitrario
x; pode ser obtida por meio da soma dos produtos acumulados em todas as di-
mensoes para todos os padroes do conjunto de amostras, conforme a Equacao 2
a seguir:

d
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onde fj,(z) é o valor da funcdo de densidade em x, N ¢é o tamanho da amostra
e d o numero de dimensoes de entrada.
O produtério da Equagdo 2 pode ser escrito como

1 _ (xt*xk)Q
" -2
O-d

Assim, a Equagao 2 pode ser reescrita como na Equagao 3.

(ei—xp)?

R 1
fr(xi) = Nod Ze_ & (3)
k=1

O somatério da Equacao 3 corresponde a soma de todos os elementos de uma
linha (ou coluna) da matriz de kernel Gaussiano K(x;,xx) = [k;;] com raio o,
podendo a mesma ser reescrita na forma da Equacao 4 [6].

1 N
fh(Xi) = W ;K(Xiaxk) (4)
=1

Assim, para se obter o valor da funcao de densidade estimada pelo KDE com
funcao de kernel Gaussiana em um ponto arbitrério x;, basta somar todas as
colunas da matriz de kernel Gaussiana com parametro ¢ na linha ¢ e dividir
pelo produto No?. Portanto, assumindo-se independéncia entre as varidveis de
entrada e um unico raio o para todas as dimensoes, a densidade estimada pelo
KDE para um padrao arbitrario x; pode ser obtida diretamente a partir da
matriz de kernel K. O problema de estimativa da densidade fh(xi) segundo a
Equacao 4 se resume a encontrar entdao o valor de o que satisfaga a alguma
restrigao ou fungao-objetivo.

Em problemas de classificagdo, uma vez estimadas as densidades de um de-
terminado conjunto, teremos a probabilidade das amostras pertencerem a cada
classe. Com esta informagao, podemos maped-las a um novo espaco. Neste es-
paco, cada eixo representa a probabilidade da amostra pertencer a cada uma das
classes. Este espago é chamado espago de verossimilhancas, uma vez que mapeia
cada amostra de acordo com a verossimilhanca desta pertencer a cada classe.
A Figura 1b ilustra este espago para o problema das espirais [12] mostrado na
Figura 1la, discriminando as amostras pertencentes a cada uma das classes e
utilizando KDE com valor de ¢ igual a 0, 27.
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(a) Problema néo linearmente separdvel no(b) Projecao dos dados no espago de veros-
espago de entrada similhancas, utilizando KDE com ¢ = 0, 27

Figura1l: Exemplo de um problema nao linearmente separével projetado no es-
paco de verossimilhancas

4 Maquinas de Vetores de Suporte

Dado o conjunto de dados linearmente separavel S = {(x;,y;)|i=1...N},
onde y; € {+1,—1} representa o rétulo da classe de cada padrao x; € R”,
um hiperplano 6timo pode ser definido através de uma funcéo linear f (x) =
sgn (WTX + b), onde w € R™ é o vetor normal, b € R representa o bias e sgn(-) é
uma fungao sinal. A fungdo f (x) produz a maior margem de separagao entre as
amostras das classes [13, 14]. O problema de aprendizado pode ser dado como
um problema de otimizagao, onde os parametros que deverao ser encontrados,
w e b respectivamente, sao aqueles que maximizam a margem e asseguram que
todas as amostras do conjunto de treinamento sejam corretamente classificadas.
A equacdo do hiperplano de separacdo é dada como w'x + b = 0 conforme
[15], sendo que a disténcia entre o hiperplano de separa¢do determinado por
(w,b) e o padrao de entrada x mais préximo definem a margem de separagéo. A
classificacdo dos padroes é dada por sua posi¢do em relacdo ao hiperplano [15],
como é mostrado a seguir
wlix; +b>0, yi: = +1 5
{WTXi+b<O, y; =—1 (5)

Os padroes onde primeira e a segunda expressao da Equagao 5 sao satisfeitos
com uma igualdade sdo chamados de vetores de suporte.
No caso em que o conjunto S nao é linearmente separavel, é introduzido um

conjunto de varidveis escalares nao negativas (£)I¥.;, onde N é o tamanho do



conjunto de dados de entrada. De acordo com [15], a definigdo para o hiperplano
de margem flexivel pode ser definida como

yiwix; +b)>1-¢, i=1,..,N, (6)

onde ¢ é uma variavel de folga. O objetivo do treinamento é encontrar um hiper-
plano que tenha o menor erro de classificacao dos dados de entrada. Isso pode
ser feito através da minimizacao da funcao

N
R S
min -w'w + C i 7
min 2 ;5 (7)
sujeito a, y;[wl ®(x;)+b > 1-&,
& > 0

onde ®(-) é a funcdo de mapeamento (kernel), e C controla o tradeoff entre a
complexidade da maquina e o nimero de padroes que podem violar a restrigao
imposta pela Equagao 7.

5 Método Proposto

O método de estimativa KDE define um valor de probabilidade condicional a
uma dada classe em um dado ponto calculando a média das probabilidades rela-
cionadas a cada amostra de treinamento pertencente a esta classe. Este trabalho
define um valor de semelhanca de uma amostra a uma classe de forma ana-
loga: para um ponto arbitrdrio x;, o valor de semelhanca B(x;, C}) para uma
dada classe C} é a média dos valores de similaridade deste ponto a todas as N

amostras de treinamento pertencentes a esta classe, calculados usando kernels
RBF.

N
, _ L \Xz—xy\|2
B(x;,C) = NZK X;,X;) Zexp ) (8)
=1

Utilizando a Equacao 8, calcula-se a semelhanga das amostras de treinamento
as classes, mapeando-as para um espaco de semelhancas analogo ao espaco de
verossimilhancas, onde cada eixo representa a semelhanga de uma amostra a uma
dada classe. Ao alterar a largura de base o do kernel aplicado, pode-se observar o
comportamento das amostras mapeadas neste espago para que se possa otimizar
.

Com os dados mapeados, calcula-se as médias das semelhangas associadas
a cada classe. Um ponto médio de uma dada classe neste espago representa a
semelhanga média de uma amostra, sabidamente pertencente a esta classe, a
cada uma das classes existentes, incluindo a prépria. Calcula-se assim um valor
de similaridade das classes entre si. A similaridade de uma classe C;, com N
amostras, a uma classe C; ¢é definida na Equacao 9.



N

. 1

Sim(C;, C5) = = 3 Bxi. C)) )
k=1

Torna-se possivel expressar os valores de similaridade de uma classe a si

prépria e a todas as demais como um vetor no espaco de semelhangas. Define-

se V1 e V5 os vetores que descrevem as similaridades para um problema de

classificagao binaria como

Sim(C’l, Cl)
Vi=|.

Szm(Cl, Cg)

Sim(Cg, 01)
Vo= .

SZ’I”I’L(CQ, CQ)

No espaco de semelhancas, define-se primeiramente a distancia Euclidiana
[[V1—V2||. Esta distancia possui um valor expressivo em situagdes onde as clas-
ses sao claramente definidas, ou seja, a semelhanca B(-) da maioria das amostras
a propria classe é bem superior a semelhanga destas a outras classes. Com o au-
mento da largura o, a exemplo das fungoes densidade de probabilidade com o
KDE [6], as semelhancas se tornam mais distribuidas, aproximando as classes.
Assim, V7 e V7 se aproximam, levando & diminuicdo da distancia Euclidiana.
Por outro lado, em valores muito baixos de o, cada amostra de treinamento
terd apenas o valor de semelhancga a prépria classe enquanto a semelhanga a
outras classes é nula. Apesar de parecer ideal, esta situagao é indesejada, pois se
perde capacidade de generalizacao para amostras nao presentes no conjunto de
treinamento, caracterizando o overfitting.
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Figura 2: Vetores V1 e V3 ilustrados no espago de semelhancgas



Devido a este problema, introduz-se uma segunda medida, que consiste no
cosseno do angulo 6 entre os vetores Vi e Va. V3, V, e 6 sao ilustrados na
Figura 2.

Quando ocorre o overfitting, percebe-se que o cosseno é nulo ou ao menos
muito préximo de zero, ja que o angulo € entre os vetores serd muito préximo
de 90°. Com o aumento da largura de base do kernel, havera valores nao-nulos
de semelhanca entre amostras e classes que nao a proépria, determinando um
valor também nao-nulo de cosf. Nesta situagdo, o modelo ganha capacidade
de generalizacao, admitindo a presenga de novas amostras além do conjunto de
treinamento.

Define-se entéo a fungao de distancia D(V1, Va) entre duas classes, calculada
a partir dos pontos médios, de acordo com a Equagao 10.

D(V1,Va) = ||V1 — V|| - cosf (10)

O valor da distancia entre classes é, entdao, o produto entre os dois termos,
representando a distancia Euclidiana entre as médias e o cosseno entre V1 e V.

O processo de otimizagao de o se resume a encontrar o compromisso entre os
termos de separagao das classes, ||[V1 — V3|, e de capacidade de generalizacao
do modelo, cosf, maximizando a funcao de distancia D(V1, V). O problema
de encontrar o valor maximo do produto destes dois objetivos conflitantes pode
ser interpretado como uma faceta do dilema viés-varidncia [3], onde se deseja
maximizar a separacao entre classes, mas ao mesmo tempo obter um modelo
descritivo o suficiente para novas amostras.

Uma vez obtidas as similaridades, a fungao apresentada é computacional-
mente calculada de forma eficiente: para dois vetores d-dimensionais no espago
R4, o cosseno entre eles é igual ao produto escalar destes vetores dividido pelo
produto das normas [16].Podemos entéo reescrevé-la como na Equagdo 11.

ViV,

D(Vy, Vg) = —— 1+ Y2
V. Vo) = /el

(V1= V3| (11)

Os vetores V1 e V3 sdo dependentes apenas das semelhancas dos dados de
entrada as classes. O calculo das semelhangas para um dado conjunto de treina-
mento, por sua vez, recebe apenas um parametro: a largura da base do kernel
utilizado. Assim sendo, podemos interpretar a fungio de distancias D(Vq, Va)
como uma fungéo de dissimilaridade S(X, o), sendo o a largura do kernel e X os
dados de treinamento, juntamente aos rétulos.

Para encontrarmos, entao, o valor 6timo de largura ¢* dado um conjunto de
treinamento X, temos um problema de otimizagao unidimensional, formalizado
na Equacao 12, onde devemos maximizar a dissimilaridade entre as classes.

o* = argmax S(X,0) (12)

Evidéncias baseadas nos dados utilizados neste trabalho indicam que a fungao
S(+) possui comportamento unimodal.



6 Resultados

Para validar o método proposto, serao utilizados dois classificadores SVM, uti-
lizando kernels RBF encontrados de maneiras distintas. Neste trabalho, estes
classificadores serdo denominados Classificador 1 e Classificador 2. No Clas-
sificador 1, ambos o e C foram otimizados via validagao cruzada. J4 no Classifi-
cador 2, o foi encontrado utilizando o método proposto neste trabalho, enquanto
apenas C foi encontrado via validagao cruzada apds definido o.

Foram utilizadas 18 bases reais. A base "Appendicitis data set” foi encon-
trada no repositério KEEL-datasets [17] e a base "Breast Cancer Hess Probes”,
encontrada em [18]. As demais bases foram obtidas do repositério UCI [19]. Para
avaliagao, mediu-se acurdcia de cada classificador nestes dados. Para a valida-
cao cruzada, escolheu-se os parametros utilizando a acuracia como métrica de
referéncia. Em seguida, foi executado o teste estatistico de Wilcoxon para se
averiguar se os classificadores sao equivalentes.

As bases "segmentation” e “glass” nao sao, originalmente, problemas de clas-
sificacao bindria, de forma que foram transformadas em problemas ”I contra

todos”, como descrito em [20].

Tabela 1: Acurdcia dos classificadores

Base Classificador 1 |Classificador 2
appendicitis 86,818 £ 9,989 [87,818 £+ 9,727
australian 85,797 + 4,773 86,377 4+ 4,223
banknote 100,000 + 0,000(100,000 + 0,000
breastcancer (96,345 £+ 2,414 (96,775 £ 1,808
breastHess 82,637 + 10,119|81,868 + 10,866
bupa 68,412 + 8,203 (68,966 + 11,087
climate 91,667 + 4,880 (95,741 + 3,387
diabetes 76,822 + 4,548 |76,558 + 4,456
fertility 88,000 + 4,216 |87,000 + 4,830
german 75,600 + 3,307 |75,400 + 4,142
glass 96,255 + 2,991 (96,234 + 3,745
haberman  |72,849 + 7,568 [71,903 + 6,846
heart 83,704 + 9,272 |83,704 + 8,765
ILPD 71,334 + 6,338 |70,629 + 6,354
ionosphere 94,865 + 3,518 (94,873 + 3,241
parkinsons 89,237 + 7,723 (91,237 4+ 6,030
segmentation|98,095 + 2,459 (99,048 4+ 2,008
sonar 80,810 + 9,712 88,024 + 5,558

6.1 Acuréacia

Na tabela 1 estao os resultados de acuracia dos classificadores.Vemos que a
difereca entre o desempenho de uma SVM com seus parametros calculados por
ambos os métodos foi muito baixa. O método proposto no Classificador 2 teve,



inclusive, desempenho melhor que a validagao cruzada em algumas bases, como
“climate” e “sonar”.

6.2 Teste Estatistico de Wilcoxon

O teste estatistico de Wilcoxon se baseia nas diferengas entre o desempenho
de dois classificadores em uma série de bases de dados. A partir dos rankings
dos valores absolutos das diferencas, bem como qual classificador teve melhor
performance em cada base, calcula-se o valor Z, como descrito em [21]. Para
um nivel de significancia de 0,05, a hipdtese nula pode ser descartada caso Z <
—1,96 [21].

Com os valores de acurédcia dos classificadores, o valor Z calculado foi de
—1.0083. Assim, verificamos que nao se pode descartar a hipdtese nula, o que
mostra que a diferenca entre os classificadores nao ¢é significante.

7 Conclusoes

A abordagem alternativa proposta neste trabalho se mostrou promissora. Par-
tindo de valores de similaridade entre amostras calculados pelo kernel RBF,
definiu-se a funcao de semelhanca de amostras a classes, chegando a medida de
similaridade entre classes. Desta medida, introduziu-se a funcao de dissimilari-
dade S(-), que pdde ser utilizada para a otimizac¢ao do kernel.

Como o célculo de similaridades é feito do grupo de treinamento para ele
préprio, sem a presenca de um grupo diferente para validagao, héd alto risco de
haver overfitting. A medida do cosseno se mostrou uma boa solugao ao problema.
Como o modelo deve ser capaz de descrever dados desconhecidos, admite-se as
amostras similaridades nao-nulas a amostras de classes sabidamente incorretas.
Assim, com a representacido das classes em vetores, definiu-se a funcao de dis-
tancia entre classes, com a qual, a partir do produto de seus dois termos, foi
possivel encontrar uma solugao para o projeto do kernel.

Como visto nos testes executados em 18 bases de dados reais, a acuracia
de um classificador SVM utilizando o método proposto foi préoxima & acuracia
do mesmo classificador usando validacao cruzada. Este desempenho se manteve,
inclusive, em bases desbalanceadas, como a base “diabetes”, em que o nimero
de amostras de uma classe excede a outra em mais de 80%, e também em bases
com muitas dimensoes, como é o caso da base “sonar”, que possui 60 caracte-
risticas. Como as similaridades entre classes sao calculadas com base na média
das semelhancas das amostras, hd um efeito de normalizacao, o que explica o
procedimento nao se degradar em bases desbalanceadas.

Além disso, o teste estatistico de Wilcoxon mostrou que a diferenga entre os
classificadores para as bases utilizadas ¢ insignificante, o que mostra coeréncia na
utilizacao do método para se encontrar o de acordo com informacao presente na
disposicao dos dados, nao sendo necessaria a estimativa baseada na performance
de modelos em um conjunto de validagao.
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