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Resumo Este trabalho traz a proposta de um algoritmo de otimizacao
para resolucdo do problema de estratificacdo Stima univariado. Nesse
problema, dado um nivel de precisao fixado, busca-se a minimizagao do
tamanho da amostra. O algoritmo é baseado nas metaheuristicas VNDS
com Path-Relinking. A parte final desse artigo traz um conjunto de resul-
tados computacionais considerando a comparacao do algoritmo proposto
com dois algoritmos bem conhecidos da literatura, produzindo a melhor
solugao para 90% das instancias consideradas.
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1 Introducao

O problema de estratificacao 6tima, que esta associado a drea de amostragem
probabilistica, pode ser formulado considerando dois objetivos possiveis, a sa-
ber: (i) minimizar a varidncia de um estimador (considerando o tamanho de
amostra fixo) ou (i) minimizar o tamanho amostral (considerando o nivel de
precisao fixo). A maioria dos algoritmos propostos na literatura foram desenvol-
vidos para atender ao primeiro objetivo, enquanto o segundo objetivo tem sido
menos estudado.

Os algoritmos de estratificagao disponiveis atualmente na literatura nao in-
corporam a restricao de tamanho amostral minimo por estrato, algo muito
importante para algumas pesquisas amostrais realizadas nos institutos de es-
tatistica oficial como, por exemplo, o Instituto Brasileiro de Geografia e Es-
tatistica (IBGE).

O presente trabalho traz a proposta de um novo algoritmo alternativo aos
algoritmos da literatura, com o intuito de atender ao objetivo (%) do problema
de estratificacdo univariado, incorporando a restricio do tamanho de amostra
minimo por estrato.

O algoritmo proposto neste trabalho combina um procedimento de resolugao
exata e dois procedimentos de resolugao baseados nas metaheuristicas Variable



Neighborhood Decomposition Search (VNDS) proposta por [8] e Path-Relinking
(PR) proposta originalmente por Fred Glover em [1].

O presente trabalho estd dividido da seguinte forma: a segao dois traz os
conceitos basicos sobre a amostragem, incluindo uma descrigao detalhada sobre
o problema de estratificagao 6tima. A secdo trés traz a descricdo do algoritmo
proposto e a segao quatro traz os resultados computacionais obtidos, a partir de
um conjunto de instancias derivadas de base de dados selecionadas da literatura,
e comparados aos algoritmos propostos por [10] e[11]. E por fim, na segio cinco
sao apresentadas as conclusoes e os possiveis desdobramentos desse estudo.

2 Amostragem e Problema de Estratificagao

A amostragem consiste na selegao de um subconjunto de unidades para repre-
sentar a populacao como um todo, para que se possa inferir sobre caracteristicas
de interesse da populacdo. Segundo [6], entre as vantagens de se utilizar amostra-
gem em vez da enumeragao completa da populagao, estao a reducao dos custos,
a coleta de dados de forma mais rapida e mais abrangente, e maior acurécia na
coleta das informagoes.

2.1 Amostragem Estratificada (AE)

Conforme [6,12], neste tipo de amostragem a populagido (U) de N unidades
é particionada em L subpopulagoes constituidas por Ny, No,..., Ny unidades,
respectivamente, de tal forma que essas subpopulagoes (denominadas estratos)
denotadas por Eq, Fs, ..., E1 nao se sobrepoem e, juntas, abrangem a totalidade
da populacao.

Uma vez determinados os estratos populacionais, seleciona-se uma amostra
aleatéria simples para cada estrato h, denotada por S;, para h =1,...,L. Cada
amostra Sy tem um tamanho associado, denotado por nj, de modo que o tama-
nho de amostra total é dada pela soma dos tamanhos amostrais de cada estrato,
cuja expressao é: n = 2521 nh.

Outra etapa da AE diz respeito ao procedimento que, consiste na distribuigao
das n unidades da amostra pelos estratos, chamado de alocagao da amostra e
denotado por ay, para h = 1,..., L. Uma vez conhecido o tamanho amostral n,
pode-se calcular os tamanhos amostrais por estrato (ny), tal que n, = n - ap.
Os principais métodos sao: alocacao Proporcional, alocagdo Uniforme, alocacao
Gtima e alocagdo de Neyman, que podem ser encontradas em [2,6]. Recentemente,
[5] desenvolveram um método que garante o 6timo global para a alocagio da
amostra.

Outro plano amostral que pode ser utilizado é a Amostragem Estratificada
por Corte (AEC), alternativamente & Amostragem Estratificada. Entretanto,
difere da AE, apenas por um aspecto: no iltimo estrato todas as unidades da
populacdo compbem a amostra, tal que ny, = Np. A AEC é utilizada quando
a variavel de estratificagao associada a populacao apresenta uma alta assime-
tria. Considerando estas definigoes, deve-se procurar os pontos de corte étimos



visando atender a um dos seguintes objetivos: (i) minimizar a varidncia de um
estimador de total, ou (7) minimizar o tamanho amostral.

O procedimento de estratificacdo por corte pode ser formalizado, conside-
rando Xy = {z1,9,...,£n} 0 vetor populacional relacionado & varigvel de es-
tratificacao x, e sabendo que 1 < x5 < ... < zn. As observagoes de Xy sao
alocadas aos L estratos, segundo os pontos de corte by < by < ... < by _1. Assim,
para a defini¢do de L estratos sdo necessdrios (L — 1) pontos de corte, se o valor
de x; for menor ou igual que by, essa unidade sera alocada ao estrato F;. Por sua
vez, se o valor de x; estiver entre b; e by a unidade i serd alocada ao estrato Fs,
e assim sucessivamente, até que todas as unidades da populacao tenham sido
alocadas em algum estrato.

Para o cédlculo dos estimadores, considere que o total populacional associado
a varidvel de estratificacio x seja dado por X = ), x; = 25:1 D icm, Tis
e assim, o estimador do total populacional sob AEC é denotado por Xagc e

definido por
L—1

Xapc = X1+ Y NuT, 1)
h=1
sendo X = ZiEEL x; o total populacional do estrato certo e Ty, = ﬁ ZiESh T;
a média amostral de z no h-ésimo estrato.
A variancia do estimador de total (Xapc) é dada por

V(Xapc)=> NF(1—-— —I 2)
Z i Nh np
sendo que S7, = Nh 1 ZleEh( — X3,)? ¢é a variancia populacional de z no

h-ésimo estrato e X = N—h ZieEh x; é a média populacional de x no h-ésimo
estrato. )
O coeficiente de variacdo do estimador de total (X agc) é dado por

. V(X ap
CV(Xapc) = (XAC) (3)

Assim, de acordo com o método de alocagao(ay) e conforme [6,11], o célculo
do tamanho de amostra total (n) é dado por

Lz_l NiiSha
an
n=Np+ h=l . (4)
X20V2(Xapc) + Sn2; NuSZ,

2.2 Etapas do Problema de Estratificagao

O problema de estratificagdo é mais usual para populagbes assimétricas, em que
a AEC se justifica. Entretanto, ele também existe para populagdes com auséncia
da assimetria. De forma geral, as etapas do problema podem ser resumidas da
seguinte forma:



. Determine o objetivo do problema;

Fixe o nimero de estratos (L);

. Escolha o método de alocacao;

. Escolha o método de selegao da amostra;

. Escolha a variavel de estratificacao;

. Calcule os (L — 1) pontos de corte (by,...,br—1), para poder dividir a po-
pulacao em L estratos;

7. Calcule os tamanhos amostrais ni,no,...,ny, de acordo com o método de

alocagao do item (3);
8. Selecione as unidades dentro de cada estrato de acordo com o método de
selecdo do item (4) e de acordo com o tamanho nj do item (7).

O U N

A etapa (1) consiste em definir o objetivo dentre os dois objetivos possiveis,
a saber: (1) minimizar a varidncia do estimador de total, ou seja, maximizar
a precisdo, considerando o tamanho de amostra fixo; () minimizar o tamanho
amostral, ou seja, minimizar o custo, considerando a precisao fixada previamente.
A maioria dos algoritmos propostos na literatura foram concebidos para atender
ao primeiro objetivo, como em [4,7,9], enquanto o segundo objetivo tem sido
menos explorado na literatura, como em [10,11]. A etapa (2) consiste em definir
a quantidade de estratos populacionais. A etapa (3) consiste em utilizar algum
dos métodos de alocagao, sendo o de Neyman o mais comum entre os trabalhos.
A etapa (4) consiste em escolher um dos métodos de amostragem probabilistica,
em que o mais usual é a Amostragem Aleatéria Simples(AAS). Na etapa (6)
utiliza-se a varidvel de estratificacdo escolhida no item (5), para determinar os
pontos de corte que possibilitam atender o objetivo (ii). Essa etapa corresponde
ao primeiro nivel do problema de estratificagio, enquanto a etapa (7) corresponde
ao segundo nivel do problema de estratificagao.

Os algoritmos propostos na literatura nao incorporam a restrigao de tamanho
amostral minimo por estrato, representada pela equagao (5):

min{5,Nh} th SNh h = 1,...,L—1. (5)

Ou simplesmente, n;, > 5, quando possivel. Essa restricao é para evitar que
determinados estratos sejam representados por poucas unidades devido a nao-
resposta.? Entretanto, ela nio é aplicdvel para o estrato certo, pois ny = N,
sempre.

Como o segundo nivel do problema j4 foi resolvido por [5], o algoritmo pro-
posto nesse trabalho utiliza a alocagao apresentada nesse artigo e se concentra,
apenas, no primeiro nivel do problema de estratificacao, com o intuito de solu-
cionar o objetivo (ii).

3 Metodologia

A ideia central do algoritmo proposto é baseada no processo de discretizacao
proposto em [3]. Mais especificamente, considere o vetor populacional Xy = {1,

4 A ndo-resposta ocorre quando um questiondrio foi enviado, mas néo foi respondido,
devido a inimeros motivos.



Za,...,N }, onde cada x; corresponde ao valor da varidvel de estratificagao para
a unidade ¢ € U. O conjunto @ representa todos os pontos de corte distintos
possiveis, a partir da retirada das duplicagoes de Xy. Assim, assumindo que w
seja a quantidade de elementos de @, e que cada ponto de corte seja denotado
por ¢j para j =1,...,w, tem-se Q = {q1,q2, ..., Guw}-

Conforme j4 explicitado na etapa (6) descrita na segao 2.2, sdo necessérios
(L — 1) pontos de corte para definir os estratos. Por exemplo, no caso em que
L = 4, o conjunto solucao que esta se buscando corresponde a melhor escolha
possivel do vetor b = {b1, ba, b3}, tal que b C @, que leve a um tamanho amostral
n minimo. Essa discretizagao permite que se calcule a solugao étima global (b*)
para populacoes com pequenos valores para w, pois é possivel testar todas as
combinagoes de pontos de corte de ), uma vez que o problema se resume a
combinacao ( Llfl). Sé é possivel garantir que essas solugoes sao étimas globais,
mediante o uso do método de enumeragdo exaustiva e a alocagdo de [5], que
também é um método exato.

A partir da ideia de enumeracao citada acima, propoe-se um algoritmo para
resolucao do problema de estratificagao, que apresenta um procedimento de re-
solucao exata e dois procedimentos de resolugao baseada nas metaheuristicas
VNDS e Path-Relinking (PR). Em alusdo a esses trés procedimentos citados
(Exato, VNDS, PR), o algoritmo aqui proposto foi denominado EVP. A estru-
tura resumida estd apresentada no algoritmo (1): caso o problema seja consi-
derado pequeno, obtém-se a solugao 6tima global a partir do procedimento de
enumeragao exaustiva; caso contrario, o algoritmo produzird a melhor solucgao,
que nao é necessariamente um 6timo global, baseando-se nas metaheuristicas
VNDS e PR. A partir de experimentos prévios, definiu-se que um problema é
pequeno quando: N < 4.000 e o valor de (Llfl) < 1.000.000.

Algoritmo 1 Estrutura Resumida do Algoritmo EVP

Se Problema Pequeno Entao
| Exato;

Senao
b® =VNDS(Inicializagao)
Enquanto Critério de parada ndo é satisfeito Faca
k=1
Enquanto k < k4. Faga
b’ =VNDS(Perturbagcio)
b* =VNDS(Busca Local)
Fim Enquanto
b =Path-Relinking
Fim Enquanto
Fim Se

Na fase inicial do VNDS, define-se um vetor b vidvel, selecionando aleatoria-
mente (L—1) valores do conjunto @ correspondentes aos elementos by, ba, ..., br_1.



Além disso, define-se a estrutura de vizinhanga com os valores g; ao redor de
by, tal que gj—r, < by = q; < @j4r,, sendo r; a amplitude do intervalo da per-
turbac@o (a mesma estrutura é vilida para a amplitude da busca local ro) e j é
a posi¢ao de by, no conjunto @, talque h=1,2,...,L—1ej=1,2,...,w.

Para ilustrar o algoritmo, suponha que a varidvel de estratificagao da po-
pulagao de interesse tenha os seguintes valores Xy = {1,1,1,2,2,3,3,4,4,5,7,7,
8,8,10,10,15,31}. Portanto, ao desconsiderar as duplicagoes, chega-se ao con-
junto Q = {q1, 42,493,445, 96, 97+ Gs, 49, q10} = {1,2,3,4,5,7,8,10,15,31}. Su-
pondo L = 4 e um vetor aleatério inicial b® = {3,7,10}.

Na fase de perturbacio do VNDS gera-se um novo vetor solucdo b’ que
difere de b® por k elementos, em que sorteia-se, aleatoriamente, quais elementos
serao livres e de acordo com a regra de vizinhanga descrita acima. Por exemplo,
suponha o elemento by (segundo ponto de corte) livre, tal que o novo vetor b’
serd {3, 55,10}, sendo b}, obtido a partir da regra de vizinhanga descrita acima,
G6—r, < (b2 =¢s) < g6+r,, onde r1 é o pardmetro da amplitude da perturbacao.
Para r; = 2, esse exemplo de vizinhanca esta ilustrado na Figura 1, o novo valor
de by serd um elemento qualquer do conjunto {4,5,8,10}, sendo produzido, por
exemplo, um novo vetor solugao vizinho b* = {3,4,10} = {q¢s, ¢4, s}

Q={1,2,3,4,5,7,8, 10, 15, 31}.

Figura 1. Exemplo de Estrutura de Vizinhanga para o Algoritmo Proposto

Na fase de busca local do VNDS, a partir do vetor b’, produz-se a melhor
solucdo dentre 08 tmqe vizinhos: chamada de b*. Assim como na perturbacio, a
estrutura de vizinhanca nesta fase é a mesma (vide Figura 1), porém a amplitude
da busca local é dada pelo parametro r,, em que este é independente de rq,
podendo ser igual ou diferente. Supondo t,,,; = 2, produz-se duas solugoes
candidatas para ser b®. Entdo, aplica-se a alocacdo 6tima proposta em [5] e o
menor valor de n encontrado dentre eles determinard o novo vetor solucio b*.
Se a solugao produzida b* determina um tamanho de amostra menor ou igual ao
tamanho amostral associado a solugao corrente, faz-se a atualizagao da solugao e
k = 1 novamente. Caso contrario, faz-se k = k+ 1, até atingir k.. Para k > 1,
permite-se que a busca nos elementos livres nao seja na mesma diregao.

Ap0s essa etapa, aplica-se o procedimento do Path-Relinking, criando-se um
conjunto elite das melhores solugdes obtidas (pool), que comeca vazio e vai sendo
adicionada & solugdo corrente, até atingir seu tamanho maximo (pmq.). Nessa
etapa sao consideradas todas as combinacoes das p,q. solugoes do pool tomadas
duas a duas, (p’”Q"”) combinagoes, em que trata-se uma solucao como a inicial
e a outra como a final. A melhor de todas as solugbes intermedidrias (menor
tamanho amostral) é mantida como resposta do algoritmo e chamada de solugao



b*. Se a solucdo b*" determina um tamanho de amostra menor ou igual ao
tamanho amostral associado a solucao b corrente, faz-se a substituicao.

O algoritmo EVP, implementado em linguagem R e disponivel no pacote
stratuns®, termina quando pelo menos um dos trés critérios de parada for satis-
feito: niimero maximo de iteragoes (imaqz), nimero de iteragoes sem redugdo no
tamanho de amostra (notBest) e tempo méximo de processamento (cpuTime).

4 Experimentos Numéricos

A maioria dos trabalhos propostos na literatura considerando os dois objetivos
para resolugao do problema de estratificacao, utilizam populagoes disponiveis
em pacotes (instancias) estatisticos do R ou geradas artificialmente a partir de
distribuicoes estatisticas. Para os experimentos realizados foram utilizadas 25
populacdes®, com as mais variadas caracteristicas, desde muito pequenas com
apenas N = 284, até muito grandes com N = 16.057, também com valores para
w variando de 51 a 6.405 e com assimetria variando de —0,7 a 22,2 e ainda,
uma populagdo que apresenta valores negativos.

De forma a avaliar os resultados produzidos pelo algoritmo proposto, foram
utilizados, para comparacao, os dois algoritmos que tém apresentado os melhores
resultados na literatura, descritos em [10] e [11]. O primeiro é um algoritmo de
busca aleatéria em que ha dois critérios de parada possiveis: quando atingir um
determinado nimero de iteragoes ou quando ocorrer um determinado niimero de
iteragoes sem melhoria da funcao objetivo. Enquanto o algoritmo de [11] baseia-
se e mcalculos numéricos iterativos, considerando um erro pré-determinado para
a aproximacao.

Contudo, ambos apresentam uma limitagao, pois nao foram concebidos para
contemplar restri¢oes adicionais, como a restricao (5) de tamanho amostral
minimo por estrato e, portanto, uma adaptagao foi necessaria. Os dois algo-
ritmos estao implementados em linguagem R na fungao strata.LH disponivel no
pacote stratification. Como essa funcao nao estd livre para edigdo, fez-se uma
adaptacao, em que optou-se por ignorar essa restri¢ao inicialmente. Para assim,
utilizar essa fungdo apenas para gerar o vetor b, e a partir desses resultados,
calcular novos tamanhos amostrais que atendam a essa restricao. Todavia isso,
pode ocasionar um coeficiente de variagao (CV) maior que o fixado.

As abreviagoes LH88, Ko04, EVP referem-se, respectivamente, aos algorit-
mos de [11], [10] e ao novo algoritmo proposto. Para os dois primeiros, utilizou-se
a alocagao de Neyman, enquanto no algoritmo EVP, utilizou-se a alocagao pro-
posta por [5], implementada no pacote MultAlloc.” Os trés algoritmos foram

® https://cran.r-project.org/web/packages/stratvns/index.html

5 Essas populacées sdo bem reconhecidas, a saber: BeeFarms, betal03, chil, chi5, deb-
tors, hhinctot, is02004,Kozak1, Kozak2, Kozak3, Kozak4, me84, mrts, p100el0, p75,
pop800, rev84, SugarCaneFarms, Swiss, TaxableIncome, Usbanks, Uscities, Uscolle-
ges, Rchisq2_30, M101.

" http://cran.r-project.org/web/packages/Mult Alloc/index.html



executados em um computador dotado de 6GB de memodria RAM, com proces-
sador i7 de 2.2GHz com 4 ntcleos e sistema operacional Windows de 64 bits.

Para cada uma das 25 populagoes da literatura foram calculados novos limites
para os pontos de corte, visando a minimizagao do tamanho amostral total, a
partir da aplicagao dos trés algoritmos supracitados. Foram testados ainda, os
resultados para o ntimero de estratos (L) variando de 3 a 6. E ainda, utilizando
a restrigdo usual (ny > 1) e a restricio min{5, N} < nj, < Nj. Portanto, no
total foram produzidos 600 resultados (25 populagoes x 3 algoritmos x 4 nimeros
de estratos x 2 tamanhos para ny). Para os outros pardmetros do problema de
estratificacao foram utilizados: CV < 10%, Ny > 2, nyp = Np.

Para o algoritmo proposto neste trabalho, outros parametros adicionais também
sa0 necessarios. ApoOs testes preliminares com algumas combinagoes de valores
para esses parametros, optou-se por utilizar os seguintes valores: nimero de vizi-
nhos maximo t,,,, = 7, amplitude da perturbacao r; = 30, amplitude da busca
local ro = 20, tamanho maximo de solugoes elite Pyq = 5, niimero maximo de
iteracgoes ;4. = 150, nimero de iteragoes sem melhoria notBest = 25 e tempo
maximo de processamento cpulime = 5.000 segundos.

Nas Tabelas 1 e 2 sao apresentados os resultados produzidos por cada algo-
ritmo (LHS88, Ko04, EVP) com o niimero de estratos variando de 3 a 6 das 25
populagoes consideradas. Em que os resultados da Tabela 1 sdao para o tamanho
amostral minimo por estrato sem restrigao, ou seja, ny > 1 e os da Tabela 2 sao
para a restrigdo (5), ou simplesmente, n; > 5.

Embora, houvesse a possibilidade dos algoritmos de [10] adaptado e de [11]
adaptado, pudessem gerar solugoes invalidas que ultrapassariam o limite de CV
de 10%, esse fato nao ocorreu para as populagdes consideradas desse experimento
empirico. Note, ainda, que na populacao U25, os dois algoritmos da literatura nao
puderam ser aplicados (indicados nas Tabelas por “N/A”), pois essa populagio
apresenta valores negativos, e portanto, apenas o algoritmo proposto foi capaz
de produzir resultados.

Para uma fécil identificacdo da melhor solucdo produzida para cada po-
pulacdo, optou-se por grifd-la de negrito e denominé-la por solu¢do vencedora
(menor tamanho amostral de cada populagao produzida por um dos trés algo-
ritmos, que atenda a todas as restrigoes). Por exemplo, na populagao U01 da
Tabela 1 e L = 6, a solugao vencedora veio do algoritmo EVP. Note, também,
que o empate é permitido, por exemplo, nessa mesma populagao UO1, mas para
L = 3, todos os trés algoritmos produziram a solucao vencedora.

A partir das solugoes vencedoras, grifadas em negrito nas Tabela 1, observa-
se que o algoritmo EVP teve um desempenho melhor do que Ko04 para L = 3,
pois produziu a solugao vencedora em todas populagoes, enquanto o algoritmo
Ko04 produziu a solugao vencedora em 24 populagoes e o algoritmo LH88 apenas
em 18 populagoes. Nos demais estratos, os algoritmos Ko04 e EVP produziram
resultados quase equivalentes, com leve vantagem para Ko04.

Por outro lado, na Tabela 2, observa-se que o algoritmo EVP teve um desem-
penho muito superior aos demais, pois produziu a maior quantidade de solucoes
vencedora para todos os numeros de estratos. O algoritmo proposto s6 nao ven-



Tabela 1. Tamanho Amostral Total (n) produzido por cada algoritmo e nimero de
estratos(L) das 25 populagodes, para ny > 1

D L=3 L=4 L=5 L=6
LHS8 Ko04 EVP|LH88 Ko04 EVP|LH88 Ko04 EVP |LH88 Ko04 EVP
Uoll 29 29 29°| 21 20 20| 2 13 14|15 10 9
U2l 4 4 4|5 5 5|6 6 6|7 T 7
U03| 37 37 37|20 19 19| 13 12 12|10 9 10
vo4l 15 15 15*| 10 9 10| 8 6 6| 7T T 7
U05| 60 60 60°| 33 32 33| 21 20 20| 15 13 15
Uo6| 23 23 23|13 13 12|11 9 8 | 8 7 7
U07| 24 24 24*| 14 14 14| 11 10 10| 10 7 8
vkl 9 8 8 |6 5 5|7 6 6| 7T T 7
Uo9| 21 21 21|11 11 13|10 8 10| 7 7 8
Ulo| 31 31 31*| 17 16 16|10 10 10| 9 7 7
Ull| 42 42 42 |21 20 22| 14 13 13|12 9 12
Ul2l 18 17 17|10 9 9|9 7 T /|9 8 8
U13| 32 32 32|18 17 17|12 11 12| 10 8 8
U4 4 4 4|5 5 5|6 6 6| 7T T 7T
Uls| 19 18 18|10 10 10°| 9 7 7T |10 7T 7
Ul6| 22 22 22°| 17 15 15|10 10 10| 10 8 8
ul7| 17 16 16*| 10 10 10| 8 7 7|8 7 7
vigl 11 11 11| 8 7 7|7 6 6|7 7T 7
U19| 31 31 31*| 17 16 16| 12 11 11| 9 8 8
U20| 26 26 26°| 16 15 15|10 10 10| 9 8 8
U1 16 15 15| 9 9 9 | 9 6 6 | 7T T 7T
U22| 18 18 18| 13 11 11*| 8 7 7| 9 7T 7
U23| 24 24 24| 14 12 12| 9 8 8 | 8 7T 7
U4/ 6 5 5|5 5 5|6 6 6|7 T 7
U25|N/A N/A 51 [N/JA N/A 33 |[N/A N/A 25 [N/JA N/A 23

N/A: Nao se Aplica
* Tamanho Minimo Amostral étimo

ceu em oito dos 100 resultados produzidos, aparentando ser o algoritmo mais
adequado para a resolugao do problema de estratificacao quando hé a restricao
(5), pois apresenta resultados de qualidade superior do que os resultados obtidos
pelos algoritmos concorrentes.

Considerando as 25 populagoes literatura e os dois tipos de restrigoes (ny > 1
eny > b), ou seja, todos os resultados das Tabelas 1 e 2, calculou-se o percentual
de solugoes vencedoras para cada nimero de estrato (L) testado, apresentado
na Figura 2. Portanto, o algoritmo proposto foi o que apresentou os melhores
resultados, variando de 82% a 96% na capacidade de produzir o melhor resultado
para a populacao .

Ainda na mesma figura, tem-se o percentual total com base nos 200 resultados
(25 populagbes x 4 nimeros de estratos x 2 tamanhos minimo para ny) que cada
algoritmo produziu. Assim, de modo geral, nesse estudo empirico, o algoritmo
proposto foi capaz de produzir a solugao vencedora em 90% dos casos, enquanto



Tabela 2. Tamanho Amostral Total (n) produzido por cada algoritmo e nimero de
estratos(L) das 25 populagoes, para ny > 5

ID L=3 L=4 L=5 L=6
LH88 Ko04 EVP|LH88 Ko04 EVP|LH88 Ko04 EVP|LH88 Ko04 EVP

Uol| 29 29 29°| 28 23 21| 33 22 22|30 27 25
vo2| 12 12 9 | 17 17 14| 22 22 16 | 27 27 21
U03| 37 37 37°| 20 19 20 | 22 22 21|27 27 27
vo4l 15 15 15%| 17 17 17 | 22 22 19 | 27 27 21
U05| 60 60 60°| 33 32 33| 22 22 22|27 27 24
U06| 23 23 23| 17 17 17 | 22 22 22| 27 27 27
U07| 24 24 24*| 17 17 17| 22 22 19| 27 27 24
vog| 12 12 12| 17 17 14*| 22 22 16*| 27 27 21
U09| 21 21 22 | 17 17 18 | 22 22 23| 27 27 25
Ul0| 31 31 31*| 17 17 17| 22 22 22| 27 27 24
Ull| 42 42 42 | 21 20 21 | 22 22 22|27 27 27
Ul2| 18 17 17°| 18 18 17 | 23 23 20| 28 28 22
U13| 32 32 33 | 18 18 19 | 22 22 22| 27 27 27
Ul4| 12 12 9 | 17 17 14 | 22 22 22| 27 27 27
Ul5| 19 18 18*| 18 18 17°| 23 23 18" | 28 27 19
Ul6| 22 22 22°| 24 18 18 | 23 23 23| 28 28 27
Ul7| 17 16 16*| 18 18 18 | 23 22 19| 27 27 21
U18| 12 12 12*| 17 17 14*| 22 22 16 | 27 27 20
U19| 31 31 31| 17 17 17 | 22 22 22| 27 27 27
U20| 26 26 26°| 19 18 17 |22 22 22| 27 27 24
U21| 16 15 15*| 17 17 17 | 22 22 19| 27 27 21
U22| 18 18 18| 17 17 17°| 22 22 19| 27 27 21
U23| 24 24 24*| 17 17 17| 22 22 19| 27 27 24
U24| 12 12 117 | 17 17 14| 22 22 19 | 27 27 24
U25|N/A N/A 53 [N/JA N/A 32 [N/A N/A 22 [N/A N/A 35

N/A: Nao se Aplica
* Tamanho Minimo Amostral étimo

o algoritmo Ko04 produziu a solugdo vencedora em 73% dos casos e o LH88
apenas em 42% dos casos.

Entre as solugoes vencedoras produzidas pelo algoritmo EVP, ainda ha aque-
las que foram produzidas pelo algoritmo exato, assinaladas com um asterisco nas
Tabelas 1 e 2, portanto, sdo solucoes 6timas globais. Assim sendo, doravante, esse
tipo de solucao serd denominada apenas por solu¢ao otima. Posto isso, a Tabela
3 resume as quantidades de solugao 6timas produzidas pelo algoritmo EVP. E
como era de se esperar, em funcao do critério para aplicagao do procedimento
exato, o nimero de solugoes étimas produzidas pelo algoritmo proposto foi di-
minuindo conforme o valor de L foi aumentando. Assim sendo, o algoritmo foi
capaz de produzir 20 solugoes 6timas dentre as 25 populagoes para L = 3, por
outro lado nao produziu nenhuma solucao 6tima para L = 6. De modo geral,
o algoritmo EVP conseguiu produzir 26 solu¢oes 6timas entre os 100 resultados
(25 populagoes x 4 nimeros de estratos), o que d4 um aproveitamento de 26%.
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Figura 2. Percentual de solugoes vencedoras

Tabela 3. Quantidade de solugbes 6timas por ntimero de estratos das 25 populagoes
consideradas

Numero de estratos (L) ‘ 345 6‘Total
Quantidade de solugoes 6timas‘20 42 O‘ 26

Vale destacar que houve alguns casos em que o algoritmo EVP produziu
solugoes melhores que a de seus concorrentes, mesmo sem a execucao do algo-
ritmo exato. Como, por exemplo, a populagao U06 para L = 4 e L = 5 na Tabela
1, e também, a populagao U02 da Tabela 2.

Em linhas gerais, a qualidade das solugoes obtidas aqui foi significativamente
melhor, devido a necessidade de uma amostra menor. O custo desta melhoria
pode ser expresso pela diferenca nos tempos computacionais exigidos pelos al-
goritmos, os quais foram da ordem de segundos para os algoritmos Ko04 e LH88
e da ordem de minutos ou até horas para o algoritmo EVP.

5 Conclusao

O problema de estratificacao é estudado desde a década de 1950 e até hoje é um
dos problemas estatisticos que persiste sem solucao definitiva. Aqui, conseguiu-se
avangar mais um passo em dire¢ao a obtencao de solugoes de melhor qualidade. O
algoritmo EVP foi capaz de produzir a solu¢ao vencedora em 90% dos resultados
possiveis, sendo que em 26%, ainda foi capaz de garantir que a solu¢do corres-
ponde a um minimo global. Quando ha a restricdo para o tamanho amostral
minimo por estrato, o algoritmo proposto apresentou um desempenho superior
aos demais, e quando nao hé essa restrigao, o algoritmo EVP produziu resultados
superiores ao de [11] e quase equivalentes ao de [10].

Como possiveis extensoes, ha a possibilidade de se testar outras metaheu-
risticas, para auxiliar a busca como, por exemplo, GRASP, ILS, GA.
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