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Resumo Existe dispońıvel na literatura uma grande variedade de Algo-
ritmos Evolucionários e Determińısticos para otimização multiobjetivo.
Porém a otimização de muitos objetivos (n > 3) ainda é um campo em
exploração com muitas oportunidades de desenvolvimentos tanto para
melhoria das soluções encontradas quanto em custo computacional para
obtenção dos resultados. Neste sentido o presente trabalho apresenta uma
abordagem de aplicação da evolução das soluções através da metodolo-
gia de PSO (particle swarm optimization) realizando a Decomposição
das soluções e obtenção da Fronteira de Pareto a partir do algoritmo
MOEA-D (Multiobjective Evolutionary Algorithm Based on Decomposi-
tion) e busca local utilizando-se um EDA (Estimation of distribution
algorithm) a fim de auxiliar a convergência.
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1 Introdução

Os Algoritmos evolucionários (AEs) têm-se tornado uma importante ferramenta
para resolver problemas de otimização multiobjetivo, devido a sua capacidade
de lidar com funções genéricas gerando, em uma única execução, um conjunto
de estimativas de soluções para o problema em questão ( [1] , [2]).

Um importante representante da classe dos algoritmos evolucionários é o
Algoritmo Genético (AG) [3]. Os algoritmos genéticos são caracterizados pela
existência de pelo menos três operadores genéticos: um operador de cruzamento
que combina a informação contida em dois ou mais indiv́ıduos para gerar ou-
tros indiv́ıduos; um operador de mutação que utiliza a informação contida em
um indiv́ıduo para, estocasticamente, gerar outro indiv́ıduo; e um operador de
seleção que é utilizado para gerar a nova população através de réplicas de alguns
indiv́ıduos e eliminação de outros.

Um AG pode ser constrúıdo a partir desses três operadores ou pode conter
operadores adicionais tais como elitismo, nicho, busca local, etc. A escolha dos
tipos de operadores que serão utilizados para compor um AG, bem como o
ajuste dos parâmetros associados a eles, deve ser feita levando-se em conta a
classe de problemas que se pretende resolver. Portanto, o desempenho de um
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AG é bastante influenciado pelos operadores que o compõem e pelos valores dos
parâmetros a eles associados.

1.1 Algoritmos Evolucionários Multiobjetivo

Dentre os algoritmos evolucionários para otimização multiobjetivo, destacam-se
os algoritmos genéticos. Estes são caracterizados por operadores de cruzamento e
mutação dos indiv́ıduos da população, e um mecanismo probabiĺıstico de seleção
que favorece as melhores soluções até o momento.

No contexto da otimização multiobjetivo, a diferença básica entre um al-
goritmo genético multiobjetivo e sua versão para otimização escalar, reside na
forma de atribuir a aptidão dos indiv́ıduos.

Descreveremos, brevemente, os algoritmos evolucionários multiobjetivo es-
tado da arte para otimização até 2 objetivos.

NSGA II: Non-Dominated Sorting Genetic Algorithm II Na década
de 90 surge um interessante método de atribuição de aptidão para algoritmos
genéticos multiobjetivo: a ordenação por fronteiras não-dominadas que consiste
em ordenar os indiv́ıduos da população em termos de fronteiras não domina-
das no espaço de objetivos e atribuir um valor de aptidão para cada fronteira
não dominada. Nascia então o NSGA. Entretanto, o NSGA clássico apresen-
tava alguns problemas práticos, o principal deles a complexidade computacional
da ordenação por fronteiras não dominadas. Além disso, o algoritmo era não eli-
tista. Por essas razões, no começo dessa década os autores do NSGA propuseram
uma versão melhorada denominada de NSGA II [4]. As principais mudanças no
NSGA II são a criação de um algoritmo de ordenação rápida de menor complexi-
dade computacional do que a ordenação por fronteiras não dominadas original,
a utilização de elitismo e a eliminação do parâmetro de nicho, através do uso de
outra estratégia de medida de dispersão.

SPEA 2: Strenght Pareto Evolutionary Algorithm 2 A segunda geração
dos algoritmos genéticos multiobjetivo começou quando o elitismo tornou-se um
mecanismo padrão dos algoritmos. Apesar de alguns estudos preliminares rela-
cionados com a noção de elitismo nos algoritmos evolucionários multiobjetivo, a
introdução formal desse conceito se deve a Eckart Zitzler através da publicação
do algoritmo Strenght Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA) em [5]. Após a
publicação desse artigo, os novos algoritmos incorporaram o mecanismo de eli-
tismo. Na prática, o uso do elitismo é uma exigência teórica para garantir a
convergência dos algoritmos evolucionários multi-objetivo.

Posteriormente, foram identificadas algumas limitações importantes referen-
tes ao SPEA e uma versão mais sofisticada foi proposta em seguida, o SPEA2 [6].
SPEA 2 utiliza um arquivo contendo soluções não-dominadas previamente encon-
tradas. A cada geração, soluções não-dominadas são armazenadas nesse arquivo.
Para cada indiv́ıduo nesse arquivo, um valor de força (strenght) é calculado.
Esse valor de força é similar à classificação dos indiv́ıduos adotada pelo MOGA,
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uma vez que ele é proporcional ao número de soluções que um determinado in-
div́ıduo domina. A função de aptidão de cada indiv́ıduo é calculada de acordo
com as forças de todas as soluções não-dominadas do arquivo que domina esse
determinado indiv́ıduo e por todas as soluções que o indiv́ıduo domina. O pro-
cesso do cálculo da aptidão do SPEA 2 considera ao mesmo tempo proximidade
do conjunto Pareto real e distribuição das soluções. Desta forma, no lugar de
técnicas de nicho baseadas em distância, o critério de dominância é usado para
garantir que as soluções estejam distribúıdas ao longo do conjunto de Pareto real
(ressalva-se que uma técnica de “clusterização” continua sendo empregada para
limitar o tamanho do conjunto de estimativas Pareto-ótimas armazenadas).

1.2 Otimização por Enxame de Part́ıculas

O PSO foi proposto por Kennedy e Eberhart em 1995 [7], sendo inspirado no
comportamento social de organismos biológicos, mais precisamente na habili-
dade de algumas espécies de animais de trabalhar em conjunto para localizar
boas regiões com fontes de alimento, assim como ocorre em enxames de abelhas
ou bandos de pássaros [8]. Trata-se então de uma meta-heuŕıstica baseada em po-
pulações que produzem soluções competitivas em muitos domı́nios de aplicação
conforme pode ser visto em ( [9] e [10] ).

As part́ıculas são caracterizadas pela sua posição e velocidade, onde sua
posição refere-se a localização no espaço de soluções e sua velocidade representa
a mudança de posição ( [11] e [12]). Uma part́ıcula utiliza as posições do ĺıder
global selecionado (que representa a inteligência social do bando) e sua própria
trajetória de movimento pessoal (que representa a inteligência cognitiva indivi-
dual) afim de atualizar os valores de velocidade e posição. As equações a baixo
(1) e (2) demostram esta atualização de posição e velocidade:

vi(t + 1) =w ∗ vi(t) + C1.r1(xpbesti − xi(t))

+ C2.r2(xlbesti − xi(t))
(1)

xi(t + 1) = xi(t) + vi(t + 1) (2)

Onde:

pbesti: é referente à melhor posição já visitada pelo grupo ao qual a part́ıcula
i pertence;

lbesti: é referente à melhor posição já visitada pela part́ıcula i;

r1 e r2: vetores de valores aleatórios normalmente distribúıdos;

c1 e c2: são os fatores de aprendizado.

1.3 Problemas de Otimização com Muitos Objetivos

Os algoritmos evolutivos multiobjetivos otimizam simultaneamente duas ou mais
funções objetivo, conseguindo encontrar um conjunto de soluções em um única
execução do algoritmo. Recentemente, há um crescente interesse na aplicação de
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AEMOs (Algoritmos Evolucionários Multiobjetivos) para resolver problemas de
otimização com muitos objetivos, aqueles que tratam de quatro ou mais objeti-
vos.

Desta forma, dentre os AEMOs conhecidos, o MOEA-D (MultiObjective Evo-
lutionary Algorithm based on Decomposition) [13] tem destacado-se por lidar
bem com problemas com até dez critérios. Atualmente, MOEA-D é um dos me-
lhores AEMOs para muitos objetivos, apresentando alta capacidade de busca,
bem como grande eficiência computacional. Por exemplo, o MOEA-D trabalha
adequadamente com quatro ou mais objetivos. Esse algoritmo também pode
obter soluções bem distribúıdas na fronteira de Pareto usando um número de
vetores com peso, com diferentes direções em funções de ponderação escalar.

No entanto, no trabalho de Ishibuchi [14], foi verificado que o seu desempenho
em problemas multiobjetivos com objetivos altamente correlacionados é prejudi-
cado, enquanto que os algoritmos NSGA-II e SPEA2 apresentam poucos efeitos
negativos quando tratam de objetivos com alta similaridade. Também na litera-
tura não há resultados de sucesso do MOEA-D para problemas com mais de dez
objetivos. Por fim, o MOEA-D requer o pré-conhecimento das soluções ótimas
de cada problema mono-objetivo que compõe o problema de muitos objetivos
para calcular distâncias de cada solução aos extremos da fronteira.

Neste contexto, o presente trabalho desenvolve uma abordagem hibrida com
a utilização do MOEA-D evoluindo as part́ıculas de acordo com a metodolo-
gia baseada em PSO e realiza uma busca local aplicando-se a estimativa das
distribuição de probabilidades das variáveis de forma semelhante ao algoritmo
CMAES [15] que utiliza um modelo Gaussiano para evoluir a matriz de co-
variâncias a fim de encontrar as melhores soluções.

2 Descrição do algoritmo proposto

Como pode ser visto na figura 1 o algoŕıtimo proposto aplica uma abordagem
hibrida com a utilização do MOEA-D evoluindo as part́ıculas de acordo com a
metodologia baseada nas equações (1) e (2) e realiza uma busca local aplicando-
se a estimativa da distribuição de probabilidades das variáveis correlacionadas
através de uma matriz de covariâncias.

Para a obtenção das soluções a partir da aplicação da busca local por EDA,
executam-se os seguintes passos:

– Recebe N pontos não dominados;

– Calcula as médias e a matriz de Covariâncias;

– Realiza a decomposição de cholesky;

– Gera os novos indiv́ıduos considerando pdf normal;

– Retorna o indiv́ıduo com melhor valor de função.

A busca local utilizando-se o EDA foi executada durante 25% das gerações,
isto é entre a geração 550 até a geração 800 para um problema de 1000 gerações,
como por exemplo o DTLZ-3.
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Figura 1: Fluxograma Simplificado do Algoritmo

3 Apresentação dos problemas solucionados

Neste trabalho serão utilizados os problemas com muitos objetivos apresenta-
dos por Deb, Thiele, Laumanns e Zitzler que podem ser vistos em [16] para a
avaliação de desempenho do algoritmo proposto aqui.

Os autores destes problemas sugerem o uso de diferente números de variáveis
e objetivos de acordo com cada problema, sendo n = M + k + 1, onde M é o
número de objetivos e k depende de cada problema. Para o problema DTLZ-1
é indicado k = 5, para o problema DTLZ-7 é recomendado k = 20 e para os
problemas restantes é sugerido k = 10 ( [17]).

Foram utilizados três problemas de teste neste trabalho: DTLZ-1, DTLZ-2 e
DTLZ-3. Que serão descritos a seguir:

– DTLZ-1 - Apresenta uma Fronteira Pareto linear e multimodal, sendo que
a principal caracteŕıstica deste problema explorada para testes de bench-
marking é a dificuldade de convergência para a Fronteira Pareto, podendo
estagnar em ótimos locais;

– DTLZ-2 - Apresenta uma Fronteira Pareto esférica, neste caso a concavi-
dade é explorada nesta função;

– DTLZ-3 - Apresenta uma Fronteira Pareto esférica e multimodal, de forma
que o problema DTLZ3 é uma modificação do problema DTLZ-2 somando-
se a caracteŕıstica de multimodalidade imposta pela função DTLZ-1. Essa
modificação torna o problema DTLZ-3 um desafio para os algoritmos em
termos de convergência e mapeamento da Fronteira Pareto.

4 Apresentação dos resultados

A seguir serão apresentados os resultados das simulações do algoritmo proposto
para a solução dos problemas DTLZ de 1 a 3. As tabelas mostram as médias,
melhores e piores casos para cinco execuções do método para cada problema.
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A tabela 1 a seguir apresenta os tempos médios e desvio padrão para 100
execuções realizadas, observa-se que os maiores tempos computacionais são ad-
vindos dos problemas com cinco variáveis, sendo o problema DTLZ-3 com cinco
variáveis o de maior custo computacional conforme esperado pela sua complexi-
dade.

Tabela 1: Tempos Médios para as Soluções dos Problemas
PROBLEMA No OBJETIVOS TEMPO MÉDIO (s) DESVIO PADRÃO (%)

DTLZ-1 3 55,672 1,0

DTLZ-1 5 373,024 1,7

DTLZ-2 3 41,4729 0,8

DTLZ-2 5 222,6628 1,2

DTLZ-3 3 127,395 2,0

DTLZ-3 5 973,224 3,7

Outro aspecto importante a ser observados nos resultados é a cardinalidade,
que apresenta o total de pontos que estão presentes na Fronteira Pareto. Como
pode ser visto na tabela 2 o pior caso obteve 92% de pontos presentes na frente
de soluções não dominadas.

Tabela 2: Cardinalidade para as Soluções dos Problemas
PROBLEMA No OBJETIVOS CARDINALIDADE

DTLZ-1 3 91

DTLZ-1 5 210

DTLZ-2 3 85

DTLZ-2 5 208

DTLZ-3 3 84

DTLZ-3 5 206

A tabela 3 e o gráfico 3 apresentam os resultados para o problema DTLZ-1
com 3 objetivos. Observa-se que o algoritmo encontrou a solução obtendo uma
Fronteira Pareto bem distribúıda e com ótima cardinalidade em razoável tempo
computacional. A ótima distribuição pode ser atribúıda a existência de pontos
de Referência pelo MOEA/D que auxilia a obtenção de pontos ao longo de toda
superf́ıcie da Fronteira Pareto.

A seguir estão a tabela 4 e a figura 3 que apresentam os resultados para o
problema DTLZ-1 de 5 objetivos. Pode-se observar que a solução deste problema
apresentou bons resultados com estabilidade na ordem de grandeza de 10 − 2
para pior caso, caso médio e melhor caso. Além de apresentar ótima cardinalidade
(100% dos pontos) e boa distribuição da Fronteira de Pareto.
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Tabela 3: Resultado DTLZ 1 para 3 Objetivos
ANÁLISE MOEA-DD NSGAIII PROPOSTO

Pior Caso 6,57E-04 4,88E-03 1.31e-02

Caso Médio 5,84E-04 1,31E-03 1.07e-02

Melhor Caso 3,19E-04 4,88E-04 2.61e-03

Figura 2: Resultado DTLZ 1 para 3 Objetivos

Tabela 4: Resultado DTLZ 1 para 5 Objetivos
ANÁLISE MOEA-DD NSGAIII PROPOSTO

Pior Caso 3,11E-04 1,98E-03 3,53E-02

Caso Médio 2,92E-04 9,79E-04 3,25E-02

Melhor Caso 2,63E-04 5,12E-04 3,06E-02

Os resultados para o problema DTLZ-2 com 3 objetivos estão representados
na tabela 5 e na figura 4. Pode-se observar boa estabilidade na ordem de grandeza
de 10 − 2 para pior caso, caso médio e melhor caso. Além de apresentar boa
cardinalidade (85 de 91 dos pontos) e boa distribuição da Fronteira de Pareto.

Tabela 5: Resultado DTLZ 2 para 3 Objetivos
ANÁLISE MOEA-DD NSGAIII PROPOSTO

Pior Caso 1,24E-03 2,11E-03 4,54E-02

Caso Médio 8,07E-04 1,36E-03 4,23E-02

Melhor Caso 6,66E-04 1,26E-03 3,59E-02
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Figura 3: Resultado DTLZ 1 para 5 Objetivos

Figura 4: Resultado DTLZ 2 para 3 Objetivos

A seguir estão a tabela 6 e a figura 5 que apresentam os resultados para o
problema DTLZ-2 de 5 objetivos. Pode-se observar que a solução deste problema
apresentou bons resultados com estabilidade na ordem de grandeza de 10 − 2
para pior caso, caso médio e melhor caso. Além de apresentar ótima cardinalidade
(208 de 210 dos pontos) e boa distribuição da Fronteira de Pareto.
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Tabela 6: Resultado DTLZ 2 para 5 Objetivos
ANÁLISE MOEA-DD NSGAIII PROPOSTO

Pior Caso 1,42E-03 5,86E-03 1,03E-01

Caso Médio 1,29E-03 4,98E-03 9,84E-02

Melhor Caso 1,13E-03 4,25E-03 9,45E-02

Figura 5: Resultado DTLZ 2 para 5 Objetivos

A tabela 7 e o gráfico 7 apresentam os resultados para o problema DTLZ-3
com 3 objetivos. Apesar deste problema ser um desafio maior que os outros dois
problemas anteriores, observa-se que o algoritmo encontrou a solução obtendo
uma Fronteira Pareto bem distribúıda e com boa cardinalidade (84 de 91 pontos)
em tempo computacional compat́ıvel com a complexidade do problema. Além
de encontrar uma boa distribuição da superf́ıcie da Fronteira Pareto.

Tabela 7: Resultado DTLZ 3 para 3 Objetivos
ANÁLISE MOEA-DD NSGAIII PROPOSTO

Pior Caso 6,23E-03 6,67E-03 3,83E-02

Caso Médio 1,89E-03 4,01E-03 3,09E-02

Melhor Caso 5,69E-04 9,75E-04 2,59E-02
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Figura 6: Resultado DTLZ 3 para 3 Objetivos

A seguir estão a tabela 8 e a figura 7 que apresentam os resultados para
o problema DTLZ-3 de 5 objetivos. Pode-se observar que a solução deste pro-
blema apresentou bons resultados com ligeira instabilidade com média na ordem
de grandeza de 10 − 1 e melhor caso em 10 − 2. Além de apresentar ótima car-
dinalidade (206 de 210 pontos) e boa distribuição da Fronteira de Pareto com
uniformidade do gráfico de linhas. O tempo computacional foi elevado, porém
trata-se do problema mais oneroso para solução com o maior número de objeti-
vos.

Tabela 8: Resultado DTLZ 3 para 5 Objetivos
ANÁLISE MOEA-DD NSGAIII PROPOSTO

Pior Caso 4,74E-03 1,20E-02 8,21E+00

Caso Médio 1,18E-03 5,96E-03 9,10E-01

Melhor Caso 6,18E-04 3,09E-03 8,59E-02
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Figura 7: Resultado DTLZ 3 para 5 Objetivos

5 Conclusão

O método proposto alcançou bons resultados, próximos aos benchmarkings. O
mecanismo sugerido,a partir da aplicação de EDA como busca local, gerou ótimos
resultados em comparação as execuções sem este método.

Observa-se que o algoritmo tem potencial de melhoria, principalmente em
ajustes de parâmetros e sintonia da estratégia de Busca Global Vs. Busca Local
e Convergência.

Nota-se também o aumento significativo do tempo computacional com o
número de objetivos, o que já era esperado. Porém existem oportunidades de
otimização no método que podem ser implementadas para redução do tempo
computacional.

Como trabalho futuro, pretende-se aplicar este método a um problema real e
realizar a sintonia dos parâmetros a fim de reduzir o tempo computacional para
cada tipo de problema tratado.
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