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Abstract — Efficient methods for data dimensionality reduction represented in high-dimensional spaces are important not
only for visualization purposes but also, for instance, for eliminating redundant data features in pattern recognition systems.
This work presents comparisons between the unsupervised methods, such as principal components analysis, Sammon mapping,
auto-associative neural networks, self-organizing maps, isomap and locally linear embedding. Two indexes to measure the
topological preservation are proposed. Results are presented for the methods when applied for reducing high-dimensional data
into two-dimensional projections.
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Resumo — Meétodos eficientes de reducdo de dimensionalidade de dados representados em elevada dimensdo sdo
importantes, ndo apenas para viabilizar a visualizacdo de dados em dimensdes adequadas para a percepcdo humana, como
também em sistemas automaticos de reconhecimento de padrdes, como por exemplo, na eliminacdo de caracteristicas
redundantes. Este trabalho apresenta comparagfes entre os métodos ndo-supervisionados de reducdo de dimensionalidade,
como andlise de componentes principais, projecdo de Sammon, redes auto-associativas, mapas auto-organizaveis, Isomap e
LLE. Esses métodos foram aplicados a reducdo de dados de alta dimensionalidade para obtencdo de projecdes em duas
dimensdes. Resultados sdo apresentados para 0os métodos citados e avaliados utilizando dois indices de manutencdo da ordem
topoldgica propostos.
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1. Introducéo

A reducdo da dimensionalidade é uma operacdo fundamental para viabilizar a visualizagdo de
dados multidimensionais em processos de descoberta do conhecimento e mineragdo de dados (data
mining). Baseia-se na aplicagdo de transformagdes sobre os dados projetando-os em espacos de menor
dimensdo com méxima manutencgéo da topologia, i.e., relagdes de vizinhanca entre os dados. Métodos de
reducdo de dimensionalidade (RD) objetivam reduzir o espago de caracteristicas preservando ao maximo
as relacdes topoldgicas dos dados [1].

Métodos de RD séo utilizados para diversas finalidades, principalmente como um estéagio de pré-
processamento para outros algoritmos. Uma das aplicacbes peculiares de RD é a visualizagdo de dados
multidimensionais. Tipicamente, visualizagdo de dados é usada em analise exploratoria para descobrir
indicios sobre a estrutura de conjuntos de dados.

Devido a grande diversidade de métodos atualmente disponiveis, é Util procurar estabelecer
formas de comparar a sua funcionalidade em condicdes de trabalho semelhantes, buscando conhecer suas
virtudes e deficiéncias em determinados tipos de aplicagdes. O presente trabalho procura uma
comparacdo empirica entre métodos representativos, aplicando-os a bases de dados naturais (compostas
de dados do mundo real ou de dados que os simulem). Atendendo ao critério de serem ja consagrados na
literatura e gozarem de amplo reconhecimento por parte da comunidade cientifica, foram selecionados
seis métodos representativos de reducdo de dimensionalidade. Dentre eles, dois métodos classicos e



bastante antigos, Andlise de Componentes Principais (PCA) [2] e Proje¢do de Sammon [13]; dois
métodos conexionistas classicos, Rede Neural Auto-associativa [4] e Mapas Auto-organiziveis de
Kohonen (SOM) [5]; e dois métodos relativamente recentes, baseados em preservacdo de manifold,
Isomap [6] e LLE ( Locally Linear Embedding) [7]. Cada um desses métodos é descrito sucintamente na
secéo 2.

O interesse do trabalho se concentra, particularmente, nas projecdes em duas dimensdes que
podem ser visualizadas diretamente em gréaficos bidimensionais. A idéia é comparar os métodos quanto a
capacidade de preservagdo da topologia, utilizando dois indices que buscam avaliar a preservacdo das
vizinhancas dos pontos do espaco original. Os dois indices propostos sdo descritos na secdo 3. A secéo 4
descreve os resultados dos testes utilizando os métodos selecionados para a reducéo de dimensionalidade
de uma base de alta dimensionalidade e a se¢do 5 apresenta as conclusdes do trabalho.

2. Métodos de reducao de dimensionalidade

A projecdo de Sammon é uma variedade de Escalonamento Multidimensional (MDS), um dos
métodos tradicionais de reducdo de dimensionalidade. MDS pode ser definido como a busca por um
conjunto de pontos num espago de baixa dimensdo no qual cada ponto representa um objeto de um espago
n-dimensional, de tal forma que as relagbes de distancias entre os pontos no espaco projetado
representem, o mais proximo possivel, as dissimilaridades existentes entre 0s respectivos objetos no
espaco original [3]. Para isso, o algoritmo de Sammon utiliza 0 método de Newton de segunda ordem
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onde djj representa a distancia entre os pontos i e j no espago de dados original e Djj, a distancia entre o0s
pontos i e j mapeados no espaco projetado.

A Anélise de Componentes Principais (PCA) [2] € um método cléssico de projecdo linear, ainda
largamente utilizado em reducéo de dimensionalidade. O método aplica uma transformacao linear sobre
um conjunto n-dimensional de dados de entrada e encontra um novo sistema de coordenadas de forma
que a projecdo de maior variancia possivel do conjunto de dados de entrada coincida com o primeiro eixo
desse novo sistema (denominado primeiro componente principal), a de segunda maior variancia, com o
segundo eixo e assim sucessivamente, para 0S n novos eixos. PCA pode ser usado para obter uma
reducdo de uma dimensdo original n para uma dimensdo reduzida m (m<n) selecionando-se 0s m
primeiros componentes principais de um determinado conjunto de dados e ignorando os demais.

As Redes Auto-associativas (ou redes-gargalo) [4] séo redes neurais artificiais, tipo MLP (Multi-
Layer Perceptron) [12], em que sdo aplicadas restri¢des especificas de arquitetura. A utilizacdo dessa
rede na reducdo de dimensionalidade de dados n-dimensionais é obtida colocando-se n neur6nios na
camada de entrada para receberem as n variaveis de um vetor de entrada, n neurdnios na camada de saida
e m (m < n) neurbnios na camada central. Normalmente existem pelo menos mais duas camadas
intermedidrias, com funcgbes de ativacdo ndo lineares, entre a camada central e as camadas externas. O
niamero m representa a dimensdo reduzida desejada e o sinal de erro sera a diferenca entre a saida e a
entrada da rede. Tal arquitetura, ap6s o treinamento da rede, fornece um mecanismo de reducdo de
dimensionalidade, sendo a proje¢do de cada ponto de entrada representada pelas saidas dos m neurdnios
da camada central.

Os Mapas Auto-organizaveis de Kohonen (SOM) definem um mapeamento de um espago p-
dimensional continuo para um conjunto finito de vetores referéncia, ou neurdnios, dispostos na forma de
um arranjo espacial regular, normalmente bidimensional. O objetivo principal do treinamento € reduzir a
dimensionalidade dos sinais a0 mesmo tempo em que se busca preservar ao maximo a topologia do
espaco de entrada [5]. A proximidade de pontos num mapa treinado tende a representar a similaridade dos
objetos correspondentes, no espaco original.

Uma caracteristica importante do SOM, derivada da quantizacdo vetorial inerente ao algoritmo, é
que a densidade dos neurénios em um mapa treinado é uma aproximacdo da densidade dos dados [16].




Assim, é possivel obter informagdes dos agrupamentos analisando as relagdes geométricas dos neurdnios
apds o treinamento. Para efeito de visualizagdo, Ultsch [15] descreveu a U-matrix que contém o resultado
do célculo das distancias entre neur6nios (pesos) adjacentes no mapa treinado. A projecdo do contetdo da
U-matrix no espago de saida permite gerar uma imagem representando as regifes que concentram
neurdnios similares, separados por regides de fronteira com baixa densidade de neurdnios.

O algoritmo Isomap, proposto por Tenenbaum et al [6], pode ser visto como uma extensdo do
método MDS em que a dissimilaridade entre os objetos é representada pela distdncia geodésica, em
principio mais apropriada do que a distancia euclidiana. Dado um espaco X de pontos de entrada, é
determinada a matriz de distancias dx (i, J) entre todos os pares de pontos <x;X;>. Baseando-se nas
distancias dx(i,j) define-se a vizinhanga de cada ponto Xx;, encontrando, por exemplo, os seus k vizinhos
mais proximos. Em seguida, é construido um grafo G de todos os pontos do espago X, por meio da
interligacdo de cada ponto aos seus vizinhos, através de ramos de peso dx (i, j). O algoritmo estima a
distancia geodésica entre cada par de pontos, calculando o menor caminho dg(i,j) entre esses pontos, no
grafo G. Finalmente, é aplicado o conceito cléssico do algoritmo MDS para obter uma projecéo cartesiana
do espaco de entrada numa dimenséo reduzida. Para tanto, minimiza-se a funcéo classica do MDS,
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pelo método do gradiente, com a diferenca que a distancia dj; entre dois pontos no espaco original, serd
representada pela sua distancia geodésica dg(i,)).

O método Locally Linear Embedding (LLE), proposto por Roweis e Saul [7], busca uma
projecdo global dos dados, captando as caracteristicas “locais” de um manifold. LLE modela o manifold
tratando-o como uma unido de varios pequenos pedacos (retalhos) assumindo que os dados se encontrem
sobre o manifold ou muito préximos dele e que esse manifold apresente aproximada linearidade local em
todos os pontos [17]. Considerando que cada ponto x; € R possua um nimero de vizinhos mais
préximos indexados pelo conjunto N(i) e que y; € R%sejaa representacdo de x; na baixa dimensio, a
idéia é expressar cada xi como uma combinac8o linear dos seus vizinhos e depois construir os y; de tal
forma que eles sejam expressos pela mesma combinagdo linear dos seus correspondentes vizinhos,
também indexados por N(i).

3. Descricdo dos indices utilizados

Para este trabalho, foram definidos dois indices inter-relacionados, denominados indices de
coincidéncia ordenada e ndo ordenada de vizinhangas. Além de uma defini¢do simples e intuitiva, esses
indices refletem, de alguma maneira, o grau de manutencéo da topologia no conjunto de dados de saida.

O processo de obtengdo dos indices parte das duas matrizes de distancias inter-pontos computadas
para cada um dos conjuntos de dados de entrada e de saida, respectivamente. A partir de cada uma dessas
matrizes obtém-se uma matriz das vizinhangas de todos os pontos. A comparacdo das respectivas
vizinhancas dos dados de entrada e dos dados projetados permite calcular os indices, de acordo com a sua
formulacéo.

O indice de coincidéncia ndo ordenada de vizinhancas, c(t) é definido como:

c(t) = %Z u(i, t),

onde, t é um pardmetro livre que define o tamanho da vizinhanga considerada em torno de cada um dos
pontos i.e. 0 nimero de vizinhos mais proximos de cada ponto, seja no espaco de entrada, seja no de
saida; n € o numero de pontos do conjunto de dados; i € o indice que indica a posi¢cdo de cada ponto
dentro desse conjunto de dados; u(i,t) € uma funcéo interna que quantifica o indice para cada ponto x;i no



espaco de entrada (alta dimensdo) comparado ao respectivo ponto Xi no espaco de saida (baixa
dimensdo). A funcéo u(i,t) depende do tamanho da vizinhanca e é definida para cada ponto x; como u(i,t)
=#{ Vi (x) NV (X5}, sendo, #{A} a operacdo que computa a cardinalidade do conjunto A; V; (xi), a
vizinhanca de tamanho t do ponto X; , 0 conjunto composto pelos indices dos pontos que sejam os t
vizinhos mais proximos de x; no espaco de entrada; e V(X’;) 0 equivalente para o ponto X’ no espaco de
saida.

A interpretacdo do indice € simples. Para um tamanho de vizinhanga t, previamente definido, o
indice reflete a proporg¢éo de vizinhos dos pontos do espaco de entrada que, depois de projetados, ainda se
mantém vizinhos dos pontos correspondentes do espaco de saida, respectivamente.

Por outro lado, o indice de coincidéncia ordenada de vizinhancas, o(t), leva em consideragéo a
ordem relativa dos pontos dentro da vizinhanca. Ele é definido pela mesma expresséo do indice anterior,
porém com a modificacéo da funcéo u(i,t) para refletir a exigéncia de manutencéo do ordenamento dentro
da vizinhanca dos pontos de saida. Assim, teremos:

n

o(t) = %Z u(i, t),

i=1
sendo mantidas as mesmas definicOes anteriores para 0s parametros n, t, i e para os conjuntos V; (xi),
Vi(X;) . Definamos uma vizinhanga restrita V; (X;) como um subconjunto dos indices contidos em V; (x;)
que também fazem parte de Vi(x"i) ou, de outra forma, Vi (x;) = Vi (Xi) — [V: (i) = Vi(X73)] e Vi (X)) =
Vi (X75) = [Vi(X7i) -Vt (Xi)] seré o equivalente para uma vizinhanga Vi(x";) . Fica evidente que Vi (Xi) e Vi
(X’i) possuem os mesmos elementos (indices) porém ndo necessariamente dispostos na mesma ordem. A
funcéo u(i,t) serd entdo o numero de correspondéncias perfeitas (mesmos indices nas mesmas posicoes)
entre os dois conjuntos V; (x;) e Vi (X';). Percebe-se que este segundo indice retrata ndo s6 a presenca dos
mesmos Vvizinhos nos dois conjuntos de pontos, mas exige uma correspondéncia na ordem das distancias
desses vizinhos. Nesse caso, um valor igual a um refletiria uma perfeita manutencdo do ordenamento
topoldgico original.

Dificuldades particulares aparecem quando se deseja aplicar tais tipos de indices aos mapeamentos
originados pelo algoritmo SOM. Sabe-se que 0 SOM, entre outras capacidades, é também um quantizador
vetorial, o que significa que varios pontos de entrada poderdo estar projetados num unico ponto de saida
(protétipo). Esse fato produzird incertezas de interpretacdo dos fatores vizinhanga e ordenamento.
Portanto, é necessario estabelecer algumas convencdes para os referidos fatores. Definiu-se, entéo, para
um mapa SOM, que (1) os pontos representados no mesmo neurdnio sejam tratados como vizinhos no
espaco de saida e (2) pontos em tal condicdo, por ndo poderem ser distinguidos no espaco projetado,
sejam considerados como corretamente ordenados. Essa é uma abordagem otimista e, portanto, 0 uso
desses critérios tende a favorecer o SOM nos resultados comparativos com os outros métodos. Por outro
lado, deve-se considerar que as convengOes adotadas sdo coerentes com a percepcdo intuitiva da
visualizagdo dos dados projetados (por exemplo, numa analise visual ndo serdo distinguiveis eventuais
erros de ordenamento entre pontos representados no mesmo neurdnio). Particularmente, por esses
critérios, havera uma dependéncia entre os valores do indice e as dimensdes escolhidas para 0 mapa. Para
tornar a escolha do tamanho do mapa menos arbitréria, optou-se por utilizar, os tamanhos default
computados pelo pacote de software SOM toolbox [20]. Nesse caso, € utilizada uma férmula heuristica
que, em funcdo do conjunto dos dados de entrada, define 0 nimero de neur6nios e a proporgdo entre 0s
tamanhos dos lados do mapa [20].

4. Descri¢cao dos testes e resultados

Para os testes comparativos dos métodos de reducédo de dimensionalidade enfocados neste trabalho
foi utilizada a base de dados Animals disponivel para pesquisas na area de aprendizagem de maquina e
reconhecimento de padrdes no repositorio da Universidade da Califérnia em Irvine, UCI KDD Archive
[11]. A base de dados Animals representa quatro classes de mamiferos por meio de 72 atributos referentes
em maior parte a medidas morfoldgicas dos animais. Os atributos j& sdo normalizados para a faixa de



magnitudes entre zero e um. A quantidade original de amostras era de 500.000 pontos. Por razbes
computacionais, uma amostra aleatdria de 2.000 pontos foi extraida da base original, para utilizagéo neste
trabalho. A base Animals caracteriza-se pelo grande volume de amostras e por um nimero significativo
de atributos.

Para os testes foram utilizados os pacotes de software SOM toolbox [20] e DRtoolbox [8], no
ambiente Matlab. Para o algoritmo de Sammon foi usada a métrica euclidiana. A rede SOM utilizou
geometria hexagonal e fungéo de aprendizagem linear. Para o treinamento na fase de aproximagéo, foi
estabelecido o limite de 1.000 épocas, um raio de vizinhanga inicial de 5 unidades e valor inicial da taxa
de aprendizagem igual a 0,05. Para a fase de refinamento foi utilizado um limite de 10.000 épocas, um
raio de vizinhanga inicial de 5 unidades e um valor inicial da taxa de aprendizagem igual a 0,01. Como os
resultados do SOM dependem dos tamanhos escolhidos para 0 mapa, com o fim de tornar a escolha
menos arbitréria, o tamanho do mapa utilizado (22 x 10) foi obtido pelo procedimento padrdo mencionado
na subsecdo 3. Para os métodos LLE e Isomap, os valores do pardmetro livre k, tamanho da vizinhanga,
foram definidos empiricamente. Os valores escolhidos foram k = 100, para o LLE, e k = 200, para o
Isomap. A arquitetura da Rede Neural Autoassociativa utilizada foi fixada em 5 camadas. As camadas de
entrada/saida contém 72 neurdnios, as camadas intermediarias contém 7 neurdnios e a camada central
(gargalo) contém 2 neurdnios.

Os testes compreenderam a aplicagdo dos indices descritos na se¢do 3 as projecdes bidimensionais
da base Animals, fornecidas pelos diversos métodos. Os valores dos indices foram computados para uma
faixa de tamanho da vizinhanca (t) variando de 1 a 50. As figuras 1 e 2 mostram os resultados dos testes
por meio do gréfico que apresenta os valores dos indices em funcdo da vizinhanca t.
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da vizinhanga da vizinhanga

Deve-se observar que o método Isomap esté ausente do gréfico, pois para essa base 0 método néo
teve bom desempenho, chegando a perder duas classes inteiras (ver figura 6). Diante dessa deficiéncia,
torna-se sem sentido tentar mensurar a preservagdo topoldgica. A observacdo dos indices mostrados nas
figuras 1 e 2 demonstra que os métodos RNAA, SOM e PCA tiveram desempenho superior. Os métodos
RN-AA e PCA superaram 0 SOM para pequenos valores de vizinhanga (entre 1 e 5 aproximadamente).
No caso ndo ordenado o SOM os ultrapassou, a partir desses valores. No caso ordenado, 0 RNAA foi
superior a0 SOM, exceto na faixa de vizinhanca entre 5 e 17, aproximadamente. O método LLE teve o
pior desempenho, proximo do Sammon.

E interessante ilustrar esses resultados com as visualizagdes obtidas a partir dos dados projetados
em duas dimensdes, conforme mostram as figuras 3 a 8. Para efeito de verificagdo, foi acrescentada uma
informagdo de cor para identificar as classes (conhecimento prévio). Na figura 6 pode-se constatar o
problema de perda de dados, quando o Isomap é aplicado a conjuntos de dados com clusters bem
definidos e descontinuidades marcantes da densidade de pontos. O algoritmo LLE (figura 7) mostrou uma
visualizagdo muito pobre, produzindo um congestionamento de todo o conjunto de dados em apenas trés



pontos. Segundo van der Maaten [10] esse método tende a apresentar esse tipo de deficiéncia em
situacOes de redugdes drésticas de dimensionalidade, particularmente quando a dimen- sdo final € muito
baixa (como no presente caso).
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A projecdo de Sammon (figura 4) apresentou certa confuséo entre as classes o que tornaria dificil
a interpretacdo do grafico monocromatico.
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As projeces do SOM, PCA e Rede Autoassociativa mostraram-se muito efetivas, distinguindo de
forma inequivoca os quatro clusters presentes nos dados.

6. Concluséao

Neste trabalho, seis diferentes métodos de reducdo de dimensionalidade, incluindo alguns métodos
classicos e outros, mais recentes, foram testados com uma base de dados de dimensao elevada, reduzindo-
a a duas dimensdes. A avaliacdo do desempenho baseou-se em medidas de manutencdo de topologia,
quantificadas por meio de dois indices relacionados: indices de coincidéncia ordenada e ndo ordenada de
vizinhangas.

Os métodos Isomap e LLE mostraram fragilidade nos tipos de testes realizados. Os métodos que

apresentaram melhor desempenho foram o método PCA e os métodos adaptativos (conexionistas), ou
seja, 0 Mapa Auto-organizado de Kohonen (SOM) e as Redes Neurais Autoassociativas.
Os resultados observados ndo determinam uma superioridade ou inferioridade absoluta de quaisquer
métodos. Os testes aqui enfocados sdo bem definidos: projecdo bidimensional para a visualizacdo da
estrutura de agrupamentos, em bases naturais com estrutura em clusters bem definidos (descontinuidades
ou variagdes marcantes de densidade de pontos), contendo amostras em alta dimenséo, de grandezas do
mundo real. Também se deve ter em consideracdo que alguns critérios foram estabelecidos para permitir
uma comparacdo razodvel de elementos ndo perfeitamente homogéneos (mapeamentos continuos versus
discretos).

Futuros trabalhos envolverdo pesquisas de outros indices de preservagdo topoldgica que permitam
expandir o nimero de critérios para aferir a qualidade das projecoes.
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