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Resumo – Este trabalho tem como objetivo apresentar uma nova formulação para o problema de obtenção de um classificador de 
máxima margem com norma arbitrária. O trabalho apresenta, também, um novo algoritmo baseado na solução de sucessivos sis-
temas de inequações com o uso de uma versão modificada do algoritmo de treinamento do perceptron. A sua grande vantagem 
consiste na sua flexibilidade, que permite a utilização de diferentes valores de norma, ao contrário de algumas formulações espe-
ciais existentes que se restringem à utilização das normas L1 e L∞. O algoritmo foi chamado de IMAp pois se trata de um caso es-
pecial do algoritmo IMA desenvolvido para a obtenção de classificadores de máxima margem com o uso da norma euclidiana. 

Palavras-chave – Classificadores Lineares, Máquinas de Vetores Suportes, Normas conjugadas, Perceptron

1   Introdução 

Um dos principais problemas relacionados à teoria 
do aprendizado de máquinas consiste no aprendizado 
de uma função ou classificador capaz de discriminar 
um conjunto de pontos pertencentes a duas classes 
distintas, em um espaço real. Uma questão importan-
te está associada à capacidade de generalização deste 
classificador.  

Neste sentido, tornou-se primordial a descoberta 
dos classificadores lineares de máxima margem. O 
projeto de tais classificadores se baseia em um novo 
princípio denominado princípio da minimização do 
risco estrutural, proposto por Vapnik (1995). Em sua 
formulação original, este problema foi desenvolvido 
no contexto da norma euclidiana L2. Assim, torna-se 
interessante o desenvolvimento de novas formula-
ções flexíveis para a solução deste tipo de problema 
que explorem valores diferentes de norma, bem co-
mo novos algoritmos de treinamento. 

1.1 Problema de Classificação Binária e Classifica-
dores Lineares 

Seja um conjunto de dados Z de cardinalidade m, 
denominado conjunto de treinamento, composto de 
um conjunto de vetores xi e de um conjunto de esca-
lares yi. Cada vetor, rotulado por um valor escalar, 
está inserido em um espaço de dimensão d, xi  Rd, 
chamado de espaço de entrada do problema, repre-
sentando uma respectiva amostra ou exemplo. Con-
siderando que o valor de cada escalar yi representa a 
classe de cada vetor xi, tem-se para problemas de 
classificação binária, yi {–1,+1} para i = {1, ..., m}. 
Para problemas linearmente separáveis, um classifi-

cador linear será representado no espaço de entrada 
por um hiperplano, dado pela seguinte equação: 

f(x) = <w, x> + b, 
onde w representa o vetor normal ao hiperplano e b o 
valor do viés. 

É possível representar este classificador em uma 
forma mais geral tomando-se cada ponto do espaço 
de entrada em um espaço denominado espaço de 
características ou Φ-space. Neste sentido, pode-se 
considerar a integração do viés da equação em uma 
componente adicional do vetor w, adicionando, tam-
bém, uma componente +1 no vetor representativo de 
cada ponto. Assim a equação geral tem a forma: 

f(x) = <w, Φ(x)> 
A resposta do classificador poderá ser obtida a-

través da aplicação de uma função sinal φ ao valor 
do discriminante relacionado à equação do hiperpla-
no, ou seja: 

φ(f(x)) = +1 se f(x) ≥ 0 ou –1 se f(x) < 0 

1.2 Algoritmo Primal do Perceptron 

O algoritmo desenvolvido por Rosenblatt (1958) 
pode ser utilizado para a determinação do vetor w em 
um número limitado de iterações. A quantidade de 
iterações está relacionada à quantidade de atualiza-
ções do vetor de pesos e, conseqüentemente, à quan-
tidade de erros cometidos pelo algoritmo.  

Para uma determinada amostra do conjunto de 
treinamento, ocorrerá uma classificação incorreta se: 

yi(<w, Φ(xi)>) < 0 
Neste sentido, pode-se adotar como função de 

perda a quantidade de amostras classificadas incorre-
tamente. Esta função, definida como a função de 
perda 0–1, é descrita como: 

J(w) = i 1 | {φ(f(xi)) ≠ yi} ou 
J(w) = i Max {0, φ(–yi(<w, Φ(xi)>))} 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
(6)
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Entretanto, sendo esta função constante por par-
tes e, portanto, não diferenciável, torna-se mais a-
propriado a utilização de uma nova função de perda, 
linear por partes, dada pela soma negativa de todos 
os valores funcionais, também chamados de valores 
de margens, das amostras classificadas incorretamen-
te. Ou seja: 

J(w) = i Max {0, –yi(<w, Φ(xi)>)}, 
tornando possível a utilização do método do gradien-
te.  

Portanto, caso o problema seja linearmente sepa-
rável no Φ-space, para se determinar uma solução 
que minimize a função de perda em relação ao vetor 
w, é necessário avaliar o vetor gradiente consideran-
do, somente, a ocorrência das amostras classificadas 
incorretamente. Este processo, aplicado individual-
mente a uma amostra, resulta na seguinte regra de 
correção:  

w(t+1) = w(t) + .Φ(xk).yk, 
sendo  a taxa de aprendizado. 

2   Formulação de Máxima Margem 

2.1 Perceptron de Margem Fixa 

Admitindo a inclusão no sistema de restrições do 
modelo perceptron de uma margem fixa, dada por 
um parâmetro γ, a solução do novo problema consis-
te na determinação de uma solução viável para o 
sistema de inequações lineares na forma: 

yi(<w, Φ(xi)>) ≥ γ 
Entretanto, caso não seja possível limitar o valor 

da norma L2 do vetor w o sistema de inequações, se 
linearmente separável, apresentará sempre uma solu-
ção viável considerando o crescimento da norma e, 
conseqüentemente, do valor do produto interno, para 
qualquer valor de margem γ. Para se resolver este 
problema é necessário estabelecer alguma forma de 
regularização no sentido de controlar ou de limitar o 
valor da norma do vetor w. 

Leite e Fonseca (2007) propõem uma nova for-
mulação para o modelo perceptron, no sentido de 
garantir que o conjunto de exemplos guarde uma 
distância mínima em relação ao hiperplano separador 
sem limitar diretamente o valor da norma do vetor w. 

Para tanto, é considerada a restrição de que cada 
amostra deva possuir um valor de margem geométri-
ca correspondente superior ou igual ao valor estabe-
lecido como margem fixa, sendo o valor da margem 
geométrica definido como o valor da margem fun-
cional da respectiva amostra dividido pelo valor da 
norma euclidiana do vetor w. Isto equivale à realiza-
ção do produto interno do vetor Φ(xi) pelo vetor uni-
tário de direção w, representado por w/||w||2. Assim, 
deve-se resolver o seguinte sistema de inequações 
não lineares para determinado valor de margem fixa, 
representado pelo parâmetro γf : 

yi(<w, Φ(xi)>)/||w||2 ≥ γf 

Em função desta modificação, torna-se necessá-
rio reescrever a função de perda do modelo de forma 
a possibilitar a obtenção de uma nova regra de corre-
ção. A nova função será equivalente à soma dos va-
lores das respectivas margens geométricas dos e-
xemplos que erram, considerando o desconto do va-
lor da margem fixa. Ou seja: 

J(w) = (i Max {0,γf – yi(<w, Φ(xi)>)/||w||2)} 
Portanto, ao contrário do algoritmo básico do 

perceptron, considera-se também como erro aqueles 
exemplos que, embora classificados corretamente, 
não estejam a uma distância mínima, no sentido ge-
ométrico, do hiperplano separador.  

A solução do sistema de inequações pode ser 
considerada como aquela que minimiza a função de 
erro J. Neste sentido, tomando-se o gradiente da fun-
ção em relação ao vetor w, tem-se a seguinte corre-
ção, caso ocorra um erro, yk(<w, Φ(xk)>) < γf.||w||2, 
aplicada a uma determinada amostra (xk,yk)  Z: 

w(t+1) = w(t) – (γf.w/||w||2 – Φ(xk)yk) 

2.2 Maximização da Margem 

Para uma norma L2, o problema de maximização da 
margem em classificação binária é equivalente à de-
terminação da maior distância euclidiana entre dois 
pontos de classes contrárias em relação ao hiperplano 
separador. Neste sentido, para toda possível hipótese 
relacionada à existência de um classificador linear, 
deve-se resolver o seguinte problema de otimização: 

Max w Min xk  X {yk.f(xk)/||w||2}, 
sendo f(xk) = <w, Φ(xk)> a equação que define o clas-
sificador.  

Considerando o valor da margem geométrica 
mínima, para um hiperplano com parâmetro w, co-
mo: 

g = Min xk  X {yk.f(xk)/||w||2} 
A máxima margem, no sentido geométrico, rela-

tivo à escolha do melhor hiperplano, será definida 
por:  

* = Max w {Min xk  X {yk.f(xk)/||w||2}} 
Pelo fato desta margem ser válida para todos os 

pontos, tem-se, para qualquer amostra (xk,yk) do con-
junto de treinamento, a relação yk.f(xk)/||w||2  *  g. 
Sendo assim, pode-se reescrever o problema relativo 
à maximização da margem na forma: 

Max w g 

Sujeito a 
yk.f(xk)  ||w||2.g 

No contexto das redes de regularização, Girosi 
(1998), é possível a obtenção de um classificador de 
máxima margem, através da minimização do risco 
regularizado no espaço de características, ou seja: 

Min f (i c(xi,yi,f(xi))) + λ. (f(x)) 

Considerando ||w||2.g = 1, a função de perda in-
dividual de um classificador de máxima margem será 
dada por: 

Max {0, 1 – yk.f(xk)} 

(7)

(8)

(9)

(10)
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Portanto, para um funcional de regularização re-
lacionado ao valor da norma L2 das hipóteses candi-
datas, tem-se: 

Min w {(k Max {0, 1 – yk.f(xk)}} + ½.w.wT 
O que se torna equivalente à formulação original 

do problema proposta por Vapnik (1995): 
Min ½.w.wT 

Sujeito a 
yk.f(xk)  1 

3   Algoritmo de Margem Incremental (IMA) 

Uma nova formulação para o problema de maximi-
zação da margem foi proposta por Leite e Fonseca 
(2007) e desenvolvida a partir de duas constatações 
importantes. Primeiramente, observando o fato de 
que na obtenção da máxima margem, os pontos ou 
vetores suportes de classes contrárias se encontram a 
uma mesma distância do hiperplano separador. Ou 
seja, considerando as margens das classes de rótulos 
positivo e negativo, tem-se + = –, onde: 

+ = Min yk.f(xk), para todo  xk  X+ 
– = Min yk.f(xk), para todo  xk  X– 

Em segundo lugar, observando a possibilidade 
da obtenção de soluções de larga margem, em um 
número finito de correções, na solução do problema 
do perceptron de margem geométrica fixa, na forma:  

yk.f(xk)  f.||w||2, 
para valores de f < *. 

Neste sentido, propõe-se a solução aproximada 
do problema de máxima margem, considerando a 
maximização explícita e direta da margem geométri-
ca. Neste contexto, deve-se resolver o seguinte pro-
blema de otimização: 

Max w g 

Sujeito a 
yk.f(xk)  g.||w||2, k = 1, ..., m, 

Considerando o fato de que a regularização do 
vetor w está implícita na função de perda apresentada 
na seção 2.2, ocorre uma limitação no crescimento 
do valor da norma, impedindo que a mesma escape 
para valores muito altos. Assim, torna-se possível 
computar diretamente o valor da maior margem ge-
ométrica, a qual se aproxima suficientemente da 
margem ótima, no sentido de garantir a construção 
de um classificador de máxima margem. 

 
3.1 Técnica de Solução 

A técnica de solução desenvolvida consiste de uma 
estratégia de aprendizado incremental, através da 
qual são obtidas sucessivas soluções do problema do 
perceptron de margem geométrica fixa, para valores 
crescentes de margem. Este parâmetro inicia com o 
valor zero, equivalente a solução original do algorit-
mo perceptron, e tem seus valores incrementados de 
forma consistente, até aproximar-se do valor da mar-
gem máxima. Ou seja, para um conjunto de valores f

 

 [0..*), sendo: 

f
t+1 > f

t, 
para t = 1, ..., T – 1, f

1 = 0, f
T  *, soluciona-se,  

sucessivamente, o problema de inequações não linea-
res: 

yk.f(xk)   f.||w||2, k = 1, ..., m, 
sendo cada solução equivalente à solução do pro-
blema do perceptron de margem geométrica fixa.  

Para a atualização a cada iteração, do valor da 
margem fixa, adotam-se duas regras, baseadas em 
uma estratégia de balanceamento, que garantem a 
convergência para a solução de máxima margem: 

Primeira regra: caso a solução do problema 
forneça as margens, negativa e positiva, diferentes, 
pode-se dizer que a solução obtida não caracteriza 
uma solução de máxima margem. Portanto, corrigi-
mos o valor da margem fixa na forma: 

f
t+1

 = (+ + –)/2, 
onde + e –, definidas anteriormente, representam as 
margens de parada das duas classes. 

Pode-se observar que, neste caso, haverá sempre 
a garantia de solução do novo problema, já que a 
nova margem fixa é sempre inferior a margem ótima, 
ou seja, f

t+1
 = (+ + –)/2 < *. Tal condição deriva 

do fato de que se as margens negativa e positiva são 
desiguais, então a margem total não é máxima, im-
plicando em (+ + –) < 2.*. Também se tem a ga-
rantia de convergência, já que a nova margem fixa 
obtida é superior à margem fixa anterior, ou seja: f

t+1 

> f
t. Tal condição deriva-se da constatação das se-

guintes relações de exclusividade: 
+ > f

t e –  f
t ou +  f

t e – > f
t, 

Segunda regra: caso a solução do problema 
forneça as margens, negativa e positiva, iguais, pode 
ser que a solução obtida seja uma solução de ótimo 
local. Portanto, torna-se necessário garantir um a-
créscimo no valor da nova margem fixa, na forma: 

f
t+1

 = f
t + Max {, (+ + –)/2 – f

t}, 
sendo  uma constante de incremento positiva.  

3.2 Número Total de Correções 

O limite no número total de correções pode ser esti-
mado utilizando-se o limite obtido na prova de con-
vergência do algoritmo perceptron de margem fixa, 
Leite e Fonseca (2007). Introduzindo o valor da 
margem relativa à última iteração, f 

T < *, tem-se:  
t ≤ (R2 – (f 

T)2)/(w* – f 
T)2 

Caso o algoritmo seja formulado no sentido de 
garantir uma α aproximação para o valor da margem 
tem-se o valor da margem fixa escrito na forma:  

f 
T = (1 – α).w* 

Substituindo este valor na expressão anterior, 
tem-se o número limite de correções dado por: 

t ≤ (R2 – ((1 – α).w*)
2)/(w* – (1 – α).w*)

2 

ou   
t ≤ (R2 – ((1 – α).w*)

2)/(α2.w*
2) 

(19)

(20)
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4   Formulações com Norma Arbitrária 

Uma importante flexibilidade, a exemplo do algorit-
mo ALMAp, Gentile (2001), fornecida pelo algorit-
mo de margem incremental está no fato de poder-se 
trabalhar livremente com qualquer norma diferenciá-
vel relacionada ao vetor w. Para tanto, para diferen-
tes valores de margens fixas, considera-se a solução 
de sucessivos problemas na forma:  

yk.f(Φ(xk))  f.||w||q, k = 1, ..., m, 
no sentido de minimizar a norma Lq, dada por ||w||q = 
(i |wi|

q)1/q, do vetor w e de se estabelecer uma solu-
ção de margem Lp, baseando-se no fato de que as 
normas conjugadas p e q satisfazem a relação 1/p + 
1/q = 1. 

4.1 Formulações Especiais 

Existem dois casos específicos para valores de norma 
L1 e norma L nos quais a solução do problema de 
máxima margem resulta na solução de um único pro-
blema de Programação Linear (PL).  

Primeiramente, considera-se a minimização da 
norma L1 do vetor w definindo um hiperplano sepa-
rador com margem L. Ou seja, a distância computa-
da dos pontos ao hiperplano separador é tal que ma-
ximiza o valor da maior componente do vetor nor-
mal. Esta variante é aconselhável se for necessário a 
obtenção de soluções mais esparsas em relação às 
componentes do vetor w, como no processo de sele-
ção de características. Neste caso, é possível consta-
tar que a solução ou hiperplano proveniente da for-
mulação L se posiciona sempre quase perpendicular 
ao eixo da maior componente, tornando-se depen-
dente desta coordenada.  

Considerando o estabelecimento de uma mar-
gem funcional de valor unitário, ou seja:  

Min xk  X {yk.f(xk)} = 1, 
obtém-se o seguinte problema de otimização: 

Min ||w||1 

Sujeito a 
yk.f(xk) ≥ 1 

Substituindo o valor da norma L1 do vetor w, 
tem-se: 

Min i |wi| 
Sujeito a 

yk.f(xk) ≥ 1  
Observando o fato de que w = w+ – w– implica 

em |wi| = wi
+ + wi

–, Kecman e Hadzic (2000) pro-
põem a solução do problema acima na forma de um 
único problema de PL:  

Min i (wi
+ + wi

–) 
Sujeito a 

yk.f(xk) ≥ 1, 
wi

+ ≥ 0, wi
– ≥ 0 

sendo f(xk) = <w+ – w–,Φ(xk)>. 
De outra forma, considera-se a minimização da 

norma L do vetor w, definindo um hiperplano sepa-
rador com margem L1, ou seja, a distância dos pontos 

ao hiperplano separador é tal que maximiza o soma-
tório em módulo das componentes do vetor normal. 
Pedroso e Murata (2001) propõem uma formulação 
alternativa para a definição de um hiperplano separa-
dor com margem L1, que culmina na solução de um 
único problema de PL. Baseado no fato de que ||w|| 
= Max i |wi|, o problema de maximização da margem 
pode ser reformulado como: 

Max w Min xk  X {yk.f(xk)/Max i |wi|} 
Limitando o valor da margem funcional, de mo-

do que Min xk  X {yk.f(xk)} = 1, o problema de otimi-
zação se torna equivalente a um problema de PL: 

Max w {1/Max i |wi|} 
Sujeito a 

yk.f(xk) ≥ 1 
ou 

Min z 
Sujeito a 

yk.f(xk) ≥ 1 
z ≥ +wi, z ≥ –wi 

Mesmo com a possibilidade de se resolver um 
único problema de PL, percebe-se que a condução do 
processo de otimização no espaço primal para as 
formulações L1 e L torna complexa a solução de 
problemas de altíssima dimensão, já que a matriz de 
coeficientes do problema de PL possuirá posto rela-
cionado à quantidade destes parâmetros. Também, 
estas formulações estão restritas à utilização das 
normas L1 e L. 

4.2 Algoritmo de Margem Incremental com Norma 
Arbitrária (IMAp) 

Neste caso, para a solução da formulação Lp com 
norma variável, opta-se pela solução direta do siste-
ma de inequações:  

yk.f(Φ(xk))  f.||w||q, k = 1, ..., m 
Para tanto, torna-se necessário definir a função 

de perda do modelo perceptron de margem fixa em 
sua forma geral, relacionada à existência de uma 
norma q conjugada, ou seja: 

J(w) = (i Max {0, γf – yi(<w, Φ(xi)>)/||w||q)} 
Neste sentido, tomando-se a derivada da função 

em relação ao vetor w, tem-se a seguinte expressão 
que define o vetor gradiente local: 

w J(w) = ((γf.φ(wi).|wi|
q-1)/||w||q

q-1) – yiΦ(xi) 
Caso ocorra um erro, yi(<w, Φ(xi)>) < γf.||w||q, a 

seguinte regra de correção será aplicada a uma de-
terminada amostra (xk,yk)  M: 

w(t+1)=w(t)+((γf.φ(wi).|wi|
q-1)/||w||q

q-1–yiΦ(xi)) 
Esta nova solução verifica-se como oportuna na 

medida em que podem ser utilizados quaisquer valo-
res de norma variando entre L1 e L preservando-se a 
mesma estrutura do algoritmo de margem incremen-
tal e modificando-se somente a equação de correção 
do vetor w. 

(34)

(35)
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5   Resultados 

Inicialmente, para validação do algoritmo, foram 
testadas as formulações L1, L2 e L (para  foi utili-
zado o valor 100) nos conjuntos de pontos sugeridos 
por Pedroso e Murata (2001). A sugestão foi iniciar 
com os pontos (0,1) e (2,0), cada um pertencendo a 
uma classe diferente, e ir adicionando um ponto alea-
tório a cada classe. Uma classe é representada pelo 
símbolo  e a outra pelo símbolo . 

Figura 1. Soluções de diferentes normas arbitrárias. A linha sólida 
corresponde à formulação L∞, a tracejada à L2 e a pontilhada à L1. 

 

 
Em seguida, utilizou-se o algoritmo IMAp para 

as formulações L1, L2 e L∞ na solução de dois pro-
blemas de separabilidade linear e os resultados foram 
comparados com os obtidos pela solução do SVM-
light. O primeiro, Mushoroom, contém atributos de 
diversas variedades de cogumelos. A tarefa do classi-
ficador é determinar quais são comestíveis e quais 
não são. Possui 98 componentes e o conjunto foi 
dividido em 3763 amostras de treinamento e 1881 de 
teste. Apresentou 100% de acerto. O segundo, Sonar, 
consiste na classificação de sinais sonares. Conta 
com 60 componentes. O conjunto foi dividido em 
169 amostras de treinamento e 39 de teste. Apresen-

tou 67% de acerto. A esparsidade do vetor w foi me-
dida em função do número de componentes com 
valor superior ao valor do percentual aplicado ao 
valor da maior componente. 

Tabela 1. Comparação de valores para os algoritmos IMAp (p = 1, 
2 e ∞) e SVM-light aplicados aos problema Mushroom e Sonar. 

Algoritmo 
Esparsidade 

Margem Acerto 
0,1% 1% 10% 

IMA1 95 90 59 1,4644 100% 
IMA2 88 78 52 0,3646 100% 
IMA 13 9 9 0,0991 100% 
SVM-light  0,3671 100% 
IMA1 60 60 56 0,0168 67% 
IMA2 60 57 48 0,0038 69% 
IMA 52 48 33 0,0007 67% 
SVM-light  0,0043 67% 

6   Conclusão 

Nas simulações realizadas, pode-se constatar que os 
resultados alcançados foram iguais aos resultados 
analíticos obtidos pela solução das formulações es-
peciais. Também, constatou-se a grande utilidade do 
algoritmo na obtenção de soluções esparsas, princi-
palmente naqueles que possuem uma maior margem 
de separação. Como trabalhos futuros, sugere-se a 
utilização do algoritmo em problemas relacionados à 
seleção de características e, também, à análise de 
regressão, dada a existência de uma versão do algo-
ritmo IMA aplicada ao problema de regressão, Fon-
seca, Borges e Leite (2008). 
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