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Adaptive blind processing algorithms present many applications. Their mathematical grounds

are in mature stage. Nevertheless, there are few performance and convergence analyses in the literatura of blind
source separation/deconvolution of signals. This paper presents two analyses - an approximated and an exact

one - of a well know blind deconvolution algorithm.
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Algoritmos de processamento adaptativo autodidata apresentam indmeras aplicagoes. Seus funda-

mentos matemdéticos encontram-se maduros. Porém, na literatura existem poucas anilises de desempenho e de
convergéncia de algoritmos de separagio/deconvolugdo cega de sinais. Este artigo apresenta duas andlises - uma
aproximada e outra exata - de um conhecido algoritmo de deconvolugao cega.

Keywords—
pendentes.

1 Introducao

Embora haja na literatura muitos artigos dedica-
dos a anélise de desempenho de algoritmos de pro-
cessamento supervisionado de sinais, relativamente
poucas andlises contemplam técnicas de processa-
mento cego. Entre estas, a maioria trata do caso
de misturas instantaneas. Este nimero reduzido de
andlises reflete a maior dificuldade de tratamento
analitico das técnicas cegas. Duas sao as carac-
teristicas basicamente responsaveis por essa dificul-
dade: nao-linearidade e impossibilidade de decom-
posicao do problema multidimensional em diversos
problemas unidimensionais independentes (Minker
(2007)).

Recuperar um sinal distorcido por um canal é a
tarefa de um algoritmo de equalizacdo. Nao raro
este algoritmo é supervisionado, por exigir um
periodo de treinamento, no qual um trecho do sinal
a recuperar é conhecido. Quando inexistem infor-
magoes tanto acerca do canal quanto do sinal (ape-
nas conhecidas algumas caracteristicas estatisticas
deste), o algoritmo é denominado cego.

Um conhecido algoritmo de deconvolucao cega de
fontes é apresentado em S. C. Douglas (2005), onde
afirma-se ser dificil efetuar uma andlise acurada da
convergéncia do algoritmo. Este é o propdsito deste
artigo.

Deconvolugao cega, Processamento Adaptativo Cego de Sinais, Andlise de Componentes Inde-

2 Algoritmo DCGN monocanal

O algoritmo sob questao é denominado aqui pela
sigla. DCGN (de Deconvolucdo Cega utilizando
Gradiente Natural). O algoritmo DCGN é uma
evolugao do algoritmo original apresentado em
S. Amari (1997), cujo gradiente natural apresen-
tava um viés que reduzia o desempenho final®.
Seja h(n) o filtro de ordem M correspondente ao
canal e s(n) o sinal a recuperar (fonte). Logo, no
receptor, o sinal recebido x(n) é dado por z(n) =
(s h)(n). Seja w o filtro de ordem L do equal-
izador. Definindo:

w(n) = [wo(n) wi(n) wa(n)

z(n)
z(n—1)
x(n) = [#(n=2) | (2)

LA iteracdo de atualizacdo dos pardmetros inclufa termos
oriundos de amostras de sinais de entrada as quais nao in-
fluenciavam a funcdo custo. Estes termos adicionais foram
introduzidos ao se calcular o “gradiente natural”; uma forma
diferente de truncamento da seqiiéncia de entrada elimina
estes termos prejudiciais (vide S. C. Douglas (2005) para
maiores detalhes).
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temos que a n-ésima amostra da saida (na n-ésima
iteracdo) do equalizador é dada por:

y(n) = w(n)x(n) (3)

O vetor w(n) é adaptado de modo on-line, de
forma que o vetor w(n) em geral é diferente de
w(n —1).

O método DCGN supde um conhecimento acerca
da distribuicao das amostras de s(n) (supostas iid -
independentes e identicamente distribuidas). Este
é o tnico pardmetro de nuisance (incomodo; vide
Cardoso (1998)) do algoritmo. Sendo esta dis-
tribuigdo p(s), podemos definir a funcdo f ideal

F(y(n) = —W, (4)

embora uma funcao f diferente da real possa an-
gariar resultados satisfatérios de deconvolucao.
Seja a matriz simétrica R(n) de autocorrelagao dos
coeficientes w;(n) dada por:

rn(0) rn(1) rn(L)
rn(=1) 7, (0) rn(L—1)
R = | " .
rn(=L) ro(=L+1) 7, (0)
(5)
onde
L1
ra(l) = wp(n)wysp(n). (6)
p=0

Se z(n) = R(n)x(n), a equagdo de atualizagdo do
algoritmo DCGN pode ser exposta como:

w(n+1) = w(n) + p[w(n) - f(y(n)z" (n)] (7)

3 Andlise de Primeira Ordem (APO) do
Algoritmo DCGN

Faremos uma breve descrigao da APO, pois ja a ex-
pusemos em D. B. Haddad (2009). Aqui, embora
exemplifiquemos por simplicidade a configuracao
M = L =1, estenderemos nossa andlise para valo-
res genéricos de M e L por meio de um método de
refinamento das solugoes de equagoes nao-lineares.
A APO parte de algumas hip6teses: (1) o algoritmo
converge para uma solucao de bom desempenho e
(2) a fonte apresenta amostras iid, de média zero e
distribuigao simétrica.

Apés a convergéncia e admitindo-se p suficiente-
mente pequeno (sendo portanto vélida a suposigao
wi(n + 1) = w;(n)), podemos escrever:

O~wo — (w(Q) + w%)E [f (y(n))z(n)] (8)
—wowr E[f(y(n))z(n — 1)] '

O~w; — (w% + w%)E [f(y(n))z(n — 1)] (9)
—wowr E [f(y(n))z(n)]] '

Importa analisar os termos E[f(y(n))z(n)] e
E[f(y(n))xz(n — 1)]. Supondo que o algoritmo, ao
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estabilizar-se, obteve uma solugao de bom desem-

penho, podemos empregar a aproximacio?:

2

Flym)=f(eis(n=1))+ Y cif (crs(n-1))s(n—), (10)

i=0,i£1

onde ¢, sao os coeficientes do filtro global, de
modo que ¢(n) = (h * w)(n), onde supusemos
que o maior valor em moédulo de ¢, é igual a ¢;
(pode-se demonstrar que essa solugao é a 6tima).
A aproximagao acima permite-nos calcular as mé-
dias estatisticas. O resultado gera um sistema
de equagbes nao-lineares. Particularizando para o
caso de distribui¢oes exponenciais (vide D. B. Had-
dad (2009) e a Secdo 5 para maiores detalhes), as

equacoes finais sao®:

0

hlwg + (h0w1 — 1)w0 + hlw% (11)
0

how% + (h1w0 - 1)’11)1 + ho’w%

Q

Assim, temos uma técnica que permite-nos esti-
mar os valores finais do filtro equalizador, a partir
das solugoes do sistema de equagoes. Estas esti-
mativas possibilitam uma previsao do desempenho
final do algoritmo. Para uma técnica de processa-
mento cego, o ideal seria estimar o desempenho do
algoritmo sem referéncia ao filtro do canal. Porém,
isso é impossivel, ja4 que o desempenho final do al-
goritmo depende fortemente do canal. Eis um fato
que dificulta a anélise das configuracoes convoluti-
vas. No entanto, uma anélise que contemple o de-
sempenho a partir do filtro do canal pode ser 1til,
pois um conhecimento estatistico acerca dos filtros
do canal pode levar a alguma informacao acerca da
variabilidade do desempenho do algoritmo.

4 Configuragoes Genéricas

Nesta subsegdo, contemplamos as configuragoes
onde M e L podem admitir qualquer valor. O cal-
culo algébrico para estas configuragoes é, em geral,
muito trabalhoso. Por isso, criamos um cédigo que
automaticamente gera o sistema de equagoes asso-
ciado a convergéncia do algoritmo para quaisquer
valores de M e L e para qualquer atraso resultante
superior ou igual a L (atrasos inferiores a L impli-
cam estimativas subdtimas).

O cédigo calcula E [f (y(n))x(n — 1)], simplificando
os termos que sao nulos, devido a independéncia
entre amostras da fonte. Estes termos simplificados
sdo utilizados para gerar o vetor E [ f(y(n))x" (n)],
o qual é empregado no termo —f(y(n))z” (n) da
equacdo (7) de atualizagdo. O resultado é apresen-
tado no formato texto, o qual pode ser diretamente

2Aqui utilizamos a hipétese de bom desempenho, o que
implica que a aproximagao linear nao deve ser problematica.

3Supomos aqui que o canal é invariante no tempo e que
c1 > 0; para analisar a possibilidade ¢; < 0, basta inverter
o sinal dos parametros wgp e wi.
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empregado em linguagens de programagao que pos-
suam recursos de matematica simbdlica.

O sistema de equagdes final pode ser resolvido
por funcGes presentes em programas matematicos
(como por exemplo, a instrugdo solve do MAT-
LAB). Para os sistemas de equagoes obtidos, as
respostas destes métodos costumam ser bastante
confidveis. Porém, recorrer a instrucao solve sé é
possivel quando o niimero de equagoes é muito re-
duzido (da ordem de 3 ou, no maximo, 4 equagoes).
Para um numero maior de equagoes, a resolugao
do sistema de equacoes é problematica, pois a in-
strucao solve do MATLAB adota o procedimento
de primeiro buscar as solugoes analiticas do sis-
tema, para depois calculd-las numericamente. De-
vido as nao-linearidades, o primeiro passo deste es-
tratagema, do qual depende o segundo, nao obtém
sucesso para um numero de equagoes elevado.

No entanto, o sistema de equacOes apresenta
solugoes bem préoximas das obtidas pelo algoritmo.
Porém, estas solugdes nao sao as unicas. Para en-
contrar as solugoes do sistema que mais se aproxi-
mam das reais, implementamos um algoritmo que
refina continuamente uma inicializacao aleatéria
(chute inicial), rumo a uma solugdo do sistema.
Resolver numericamente sistemas de equacoes nao-
lineares é um tema secundario a este artigo, de
modo que nao exploramo-lo profundamente. O
algoritmo implementado, embora simples, serviu
completamente aos nossos propésitos, sendo re-
sumido a seguir.

Inspirado nas técnicas de recozimento simulado (do
inglés Simulated Annealing), o algoritmo calcula o
resultado de cada uma das equagtes do sistema.
Idealmente, o lado direito de todas as equagoes
deveria resultar em zero (por exemplo, vide as
Equagoes (11)). Seja e o vetor linha formado pelo
lado direito de todas as equagdes. Inicialmente, e
¢ um vetor nao-nulo. O algoritmo almeja tornar
cada um de seus componentes o mais préximo pos-
sivel de zero. Para este objetivo, o algoritmo define
a funcao custo:

eeT

F= R

basicamente o valor quadratico médio de e.
O algoritmo, a cada iteragao, adiciona uma
perturbacao gaussiana a uma das varidveis
(wo, w1, ..., wr), verificando se a perturbacao re-
duz a fungao custo. Se a fungao custo for reduzida,
a perturbagao é mantida; caso contrario, a varidvel
mantém seu valor anterior. B interessante que a
variancia da perturbagao gaussiana se reduza gra-
dualmente, a medida em que nos aproximamos da
solucao do sistema de equagoes. Esta redugao da
variancia nao foi implementada, pois o tempo de
convergéncia nao foi particularmente alto.

Uma inicializacao interessante do algoritmo de
busca da solucao é o conjunto de parametros
obtidos pelo algoritmo DCGN. Em geral, estes
parametros resultam num valor da fungdo custo

(12)
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muito baixo (da ordem de 10%), o que indica que
a inicializacao estd bem préxima de uma solugao
do sistema (segundo esperado). Em nossas simu-
lacoes, os casos onde isso nao acontecem sao devi-
dos & ambiguidade de escalamento, bastando al-
terar o sinal de todas as varidveis de inicializa-
¢ao para garantir uma fungao custo inicial de valor
baixo. O algoritmo refina a estimativa inicial até
que a funcdo custo atinja um valor entre 10717 e
10719, o que significa que estamos muito préximos
da solugao do sistema.

Uma objecao para esta escolha da inicializagao é
que ela pressupoe o conhecimento dos valores para
os quais o algoritmo DCGN converge. Podemos
interpretar a abordagem escolhida como a anélise
do melhor caso (ou seja, da solugdo que mais se
aproxima dos valores reais para os quais o algo-
ritmo converge). Porém, nao é de todo gratuito
este proceder: para sistemas com poucas equagoes,
podemos encontrar todas as solugoes facilmente.
Dentre estas, a que apresenta a menor ISI sempre
é a que mais se aproxima da solugao para a qual o
algoritmo converge. Por isso, uma técnica de reso-
lugao de sistema de equacoes que apresente todas
as solugbes poderia nos permitir escolher (de forma
cega) qual é a estimativa do método proposto. Pre-
tendemos explorar melhor esta tema no futuro.

5 Caso particular: distribuigoes
exponenciais

Um caso particular da funcao f simplifica o sistema
de equagodes nao lineares, sendo portanto analisado
a seguir. Esta andlise também permite explicitar
a metodologia de parte do cédlculo das médias es-
tatisticas (para a andlise aproximada).
Suponhamos que a distribuicao de s(n) seja expo-
nencial, de média zero e parametro v > 0. Logo,
temos:

1 s
p(s) = %e—%‘ (13)
Escolhendo f de forma que f(s) = —dl%f(s),
temos:
dlog ( 5= qll i
ds ds v

Seja a(c1) = E[s(n — 1) f(c1s(n — 1))]. Neste caso,
podemos calcular «(c;) analiticamente:

B st 1)fferstn 1)
I sf(crs)p(s)ds
= st potl (9

a(er)

Ls]
= ﬁ [ s sign(ers)e” 7 ds

Ap6s o célculo da integral, chegamos a:

a(c1) = sign(c1) (16)
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Sendo f(s) = Sig%(s), temos que f’(s) = 0 (exceto

na descontinuidade presente em s = 0; porém esta
condigao possui probabilidade nula de ocorréncia, o
que nos permite desconsideré-la). Isso anula outros
termos que contém f’(s), e por isso ndo sdo citados
aqui (maiores detalhes em D. B. Haddad (2009)).

6 Analise Exata da Convergéncia e do
Desempenho

Sem utilizar a APO (ver Equacao (10)), podemos
calcular as médias estatisticas em questao de forma
analitica, caso conhegamos a funcao f e a funcao
densidade de probabilidade da fonte s(n). O cal-
culo é muito trabalhoso, porém gera resultados pre-
cisos a respeito da convergéncia média.

Por exemplo, supondo distribui¢oes exponenciais
e funcdo f Otima (vide Segdo 5), para calcular
E[f(y(n))z(n)] cumpre desenvolver a expressiao*:

B[f(y(m)a(n)] = holt [0 s()]
+hE [Ws(n - 1)} ,
(17)
onde v € RT é o parametro da distribuicao expo-
nencial. Supondo (por simplifica¢ao) que ¢y > 0 e
definindo s; = s(n — i), chegamos a:

E[f(y(n))z(n)] =

4}}}/704 fjooo fjooo fjoc—ls(nfl)fc—Zs(n72) g (S)d80d51d82
co co

+4th4 e o ffo%s(n,l),%sm,g) g2(s)dsodsi1dsa,

(18)
[EESEEE
onde g;(s) = s;e” TSR0 resultado final

dos valores esperados apresenta uma grande exten-
sao, o que impossibilita sua apresentagao neste ar-
tigo.

A andlise exata em questdo é a andlise da mé-
dia dos parametros w;(n). Ela ndo fornece limites
precisos de p para os quais o algoritmo converge
numa determinada simulagao. Neste sentido, uma
andlise da média quadratica da diferenga entre os
coeficientes de cada iteragao e os finais pode efe-
tuar uma contribuicao sélida. Outra vantagem da
analise exata é que ja nao é necesséria a restritiva
hipé6tese (empregada na APO) de que o algoritmo
convirja para uma solugdo de baixa ISI (interfe-
réncia intersimbdlica).

7 Simulagoes

7.1 Ezxperimento 1

Seja o caso M = L = 2. Parte do sistema de
equacoes da APO a ele associado pode ser visto

40 célculo a seguir apresenta uma parte do desenvolvi-
mento necessario, a titulo de ilustracdo do procedimento.
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Nimero de iteractes it
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Nimero de iterages ikt Namero de iteragdes it
() [C1)

Figura 1: Evolucao dos parametros wgy, wi e wo
para os quatro casos do experimento 1. As linhas
horizontais refletem o valor tedrico. (a) filtro hy;
(b) filtro hg; (c) filtro hs; e (d) filtro hy.

em D. B. Haddad (2009), onde supusemos p(s)

exponencial com A = 0,1, f(s) = 8% (escolha

6tima). Testamos o algoritmo com 150.000 iter-
acoes on-line, it = 5 x 107°, e o vetor w iniciali-
zado como [0 1 0].

Sejam as quatro possiveis escolhas para o filtro do
canal abaixo apresentadas:

h, =] 0,19687 —1,5556 0,087869 |
h, = [ 0,11839 —0,78388  —0,18287 ]
hs = [ -0,37657 1,3414 0,073948 |
hy, =] —0,072526 0,39283 —0,0047669]

(19)
A Figura 1 ilustra a aproximacao dos parametros
para os quais o algoritmo converge, revelando que a
APO foi bastante razodvel neste experimento (em
todas as 4 escolhas, a ISI final do algoritmo é bas-
tante reduzida, segundo a hipdtese empregada na
APO).

7.1.1 Experimento 2

Analisar um numero maior de coeficientes dos fil-
tros envolvidos é importante em situagoes praticas.
Neste experimento, adotamos M = L = 6. Seja o
filtro correspondente ao canal abaixo:

h = [ -0,1841
1,4511

—0,0863
0, 1498

0,0870
—0,2256 |
(20)
A TSI final do algoritmo no filtro de canal acima
ficou abaixo de -20 dB (com um atraso D = 6).
As escolhas da funcéo f e da funcdo densidade de
probabilidade da fonte sao idénticas a do experi-
mento anterior, a menos do nimero de iteragoes,
que foi de 500.000. A inicializacdo de w foi o vetor
nulo, a exce¢ao do quarto elemento, que é 1. Como
o nimero de equagoes associado ao sistema é ele-
vado, o método por nds proposto (e ja apresentado)
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wi(n)
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Figura 2: Comparagao do filtro w(n) final simulado
com o teérico da APO do experimento 2.

para estimar a solugao do sistema foi empregado.

A Figura 2 ilustra os resultados reais e simulados.
Nesta Figura, verificamos uma razoavel capacidade
de estimar os parametros da APO, a qual nao en-
contramos na literatura pertinente. Infelizmente,
0s pequenos erros nas estimativas da APO dos co-
eficientes tendem a degradar a estimativa da ISI a
medida que aumentamos M e L, o que a restringe a
configuracoes mais simples (em nossas simulagoes,
para L e M inferiores a 5).

7.2 Ezxperimento 3

Analisar o comportamento médio exato de um al-
goritmo de deconvolucgao cega é o propdsito deste
experimento, para uma configuracaéo M = L = 1.
Seja h = [0,95 — 0,5] e o vetor w inicializado
como [1 0]. Admitindo distribuigbes exponenci-
ais (com v = 1), fungao f 6tima (vide Secdo 5) e
15.000 iteragdes, efetuamos a andlise exata. O re-
sultado da anélise tedrica exata e das simulagoes,
para trés diferentes valores de pu, encontra-se na
Figura 3. Esta Figura revela o esperado aumento
da taxa de convergéncia com o aumento de p. Os
graficos que apresentam a evolugao dos coeficientes
w;(n) evidenciam que o decréscimo de u reduz a
variacao dos coeficientes, consequentemente incre-
mentando o desempenho do algoritmo apds a con-
vergéncia (numa determinada simulagao). No com-
portamento médio, a ISI final nao se altera.

8 Conclusoes

Neste artigo, duas técnicas (uma aproximada e
outra exata) para anédlise de desempenho de uma
técnica de deconvolucao cega monocanal foram ap-
resentadas. Admitindo convergéncia para uma
solucao e valores reduzidos de M e L, a abordagem
aproximada (APO) revelou-se bastante acurada.
Ja a estimativa exata, embora mais complexa, nao
estima somente o desempenho final como a taxa
de convergéncia em diferentes configuragoes, nao

pardmetros w,

5000 g 5000
© @

10000 15000

Figura 3: (a) evolugao da ISI (em dB), com p ad-
mitindo trés valores: 5 x 1073, 1072 ¢ 0,5 x 1073;
(b) evolugio dos parametros w;, com pu = 5x 1073;
(c) evolucdo dos parametros w;, com p = 1073 e
(d) evolugao dos pardmetros w;, com pu = 0,5 X
1073,

precisando admitir um fator de aprendizagem tao
reduzido quanto o da APO. A técnica de estimativa
exata parece-nos promissora, tanto para ser esten-
dida para as configuragoes multicanal quanto para
estabelecer fundamentos tedricos que relacionam p
com a taxa de convergéncia, com o desempenho e
com a estabilidade do algoritmo. Estendé-la para
a convergéncia quadratica do algoritmo provavel-
mente trard grandes beneficios ao estudo tedrico
do algoritmo DCGN. Pretendemos explorar estes
temas no futuro.
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