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Abstract— Blind deconvolution algorithms are a part of the wide class of adaptive blind signal processing.
The blind equalization which they aim to frequently is handled by non-linear iterative equations and natural
gradients. Relatively few performance analysis of these algorithms are presented in the literature. This paper
proposes a first-order performance analysis of one of these algorithms, as well as elucidates its equivariance in a
particular configuration.

Keywords— Blind Deconvolution, Adaptive Blind Signal Processing, Independent Component Analysis.

Resumo— Algoritmos de deconvolugao cega pertencem & ampla classe de algoritmos de processamento adap-
tativo cego. A equalizacao autodidata a que se propdem costuma ser resolvida por meio de equagdes de iteragao
nao-lineares e gradientes naturais. Relativamente poucas andlises de desempenho destes algoritmos sao apresen-
tadas na literatura. Este artigo propoe uma andlise de desempenho de primeira ordem de um destes algoritmos,

bem como elucida sua equivariancia numa determinada configuragéo.

Keywords—
pendentes.

1 Introducao

A recuperacao de sinais distorcidos por uma funcao
de transferéncia dispersiva é uma tarefa desafi-
adora, bem como importante. Quando deseja-se
encontrar filtros que revertam o efeito do canal na
(quase) auséncia de conhecimentos acerca do canal
e dos sinais transmitidos, recorre-se a algoritmos
de deconvolugao cega.

Se diversos sinais e sensores estao envolvidos, a
deconvolucao é dita multicanal. Nestas configu-
racoes, é possivel relacionar os algoritmos de decon-
volugdo e os de separagao cega de fontes (os quais
se confundem no caso de misturas instantaneas).
A grande maioria dos algoritmos de decon-
volugao/separagao cegas de fontes propostos sao
iterativos (quando as fontes apresentam uma es-
trutura simples, podem existir solugoes analiti-
cas, como relatado em van der Veen (1997)). A
equagao de atualizacao dos parametros é em geral
nao-linear, o que dificulta anélises tedricas de con-
vergéncia e desempenho. Por esta razao, a maior
parte dos artigos verifica o desempenho dos algo-
ritmos por meio de simulacgoes (vide P. Chevalier
(2004) e Y. Singh (2001), por exemplo).

Este artigo tem por objetivo analisar um dos algo-
ritmos propostos em S. C. Douglas (2005), o qual

Deconvolugao cega, Processamento Adaptativo Cego de Sinais, Andlise de Componentes Inde-

contempla o problema monocanal. Este algoritmo
serd denominado DCGN (de Deconvolucao Cega
utilizando Gradiente Natural).

2 Exposicao do algoritmo DCGN

Suponhamos que um sinal s (cujas amostras se-
jam independentes e identicamente distribuidas)
seja distorcido por um canal, antes de chegar ao
receptor. Seja h o filtro de ordem M correspon-
dente ao canal e w o filtro de ordem L do equa-
lizador. O sinal recebido ¢ z(k) = (s * h)(k) e a
estimativa do equalizador linear é y(k) e definindo:

wik) = [wo(kywr (K) - wr ()], (1)
x(k) = [e(k)z(k 1) a(k — L), (2)
y(k) = wik)x(k). (3)

£ (y()) = — A plv(R) (4)

dy(k)

onde p(s) é a fungdo densidade de probabilidade
(possivelmente aproximada) do sinal transmitido,
podemos expressar a equagao de atualizacao do al-
goritmo (o qual ignora a fungao de transferéncia do
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canal) em questao por:

= w(k) + p[w(k) — f(y(k))z" (k)] , (5)

onde z(k) = R(k)x(k), com R(k) sendo uma ma-
triz simétrica expressa por:

w(k+1)

re©) () ri(L)
r(=1)  r(0) re(L=1)

R(k) = | . ) . NG
re(=L) k(=L +1) ri(0)

onde (1) = 372" wy ()wp 4 ()-

Em S. C. Douglas (2005), afirma-se ser dificil jus-
tificar teoricamente o desempenho do algoritmo,
porque uma analise estatistica completa do com-
portamento da convergéncia é dificil de obter. Efe-
tuar uma andlise estatistica aproximada deste al-
goritmo é o objetivo deste trabalho.

3 Equivariancia no caso M = L =1 sem
atraso

Um algoritmo de deconvolucao é dito ser equiva-
riante caso seus desempenho e convergéncia inde-
pendam do canal. Para o caso instantaneo e (su-
per)determinado (ou seja, na auséncia de multi-
percursos ou atrasos entre sensores, e quando o
nimero destes nao é superado pelo ntmero de
fontes), alguns algoritmos apresentam esta pro-
priedade (excetuando-se os casos de uma matriz
de mistura singular), vide, por exemplo, J.-F. Car-
doso (1996).

J4 em configuragbes convolutivas, muitos algorit-
mos sao considerados equivariantes, embora muitas
destas afirmativas sejam menos fundamentadas
em soélida base matemadtica do que em extensoes
heuristicas do caso instanténeo (por exemplo, vide
H. Buchner (2005)). O algoritmo DCGN, embora
empregue uma variante do gradiente natural, nao é
equivariante em sentido estrito, j4 que seu desem-
penho final depende do filtro do canal h.

Nesta segao, mostraremos que, num caso simples
e empregando um conceito amplo da propriedade
da equivariancia, podemos dizer que esta é res-
peitada pelo algoritmo DCGN. Seja h = [hg hq]
ew = [wg wi]. O filtro que condensa as operagoes
do canal e do equalizador é dado por ¢ = (h*xw) =
[co e1 c2]. Sejam as seguintes hipGteses:
i)M=1L=1,

i1) hoh1 # 0, apresentando hg e hy mesma ordem
de magnitude';

i11) o algoritmo converge para uma solugido sem
atraso e de baixa ISI (interferéncia intersimbdlica),
ou seja, |co| >> |eql, para d # 0.

Admitida a primeira hipétese, podemos desmem-
brar a equagao iterativa de atualizacao em duas
equacoes escalares:

wo (k + 1) =wo (k)+pwo (k) — . f (y (k) )wd (k)2 (k)
—pf (y(k))wi (k)a(k) (M)
—f (y(k))wo(k)w: (k)x(k — 1)

1Em todo o artigo, supomos que o filtro correspondente
ao canal é invariante no tempo.
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w1 (k + 1) =w1 (k)pws (k)= f (y(k))wo (k)wi (k)z (k)
—pwi (k) f(y(k))a(k — 1)
—pwi (k) f(y(k))ax(k — 1)

(®)

Apé6s manipulacoes matemadticas, podemos ex-

pressar as equacoes de atualizagdo em funcao dos
parametros do sistema global:

Aco=pico — uid f(y(k))z(k) — u"252 f(y(k))e(k)
—p 2 f(y(k))w(k — 1),
(9)
Aca=pcy — pp2 f(y(k))z (k)
fuh,iéof( (k)a(k —1) — p f(y(k)e(k - 1),
(10)

onde elidimos os indices k nos termos c¢;(k) e
Ac; = ¢i(k+ 1) — ¢i(k). Admitindo p suficien-
temente pequeno, podemos associar as equagoes
acima as equagoes deterministicas abaixo:

c0=E f(y(k)){ €y —c2 2(K) + - cocan(l — 1)” 7
11)

2= B [f(y(k)){ e cnexa(k) + { L2y —cz} w(k 1>}] ,
(12)

onde E[-] é o operador de média estatistica. Cumpre
agora recorrer a algumas simplificagoes.

Em nossas simulagoes, caso inicializemos w como
[1 0] e hy seja maior do que hy (o que é uma
situagdo comum, ji que as versoes atrasadas do
sinal tendem a estar mais atenuadas), ¢y costuma
ser muito maior do que ¢; e ¢g (admitindo con-
vergéncia do algoritmo para uma boa solugao).
Supondo que isso ocorra, y(k) deve ser muito pré-
ximo (a menos da constante multiplicativa cy) de
s(k) (isso é o mesmo que dizer que o sistema
canal/equalizador nédo introduz atrasos). Estas
consideragoes tornam as hipdteses admitidas como
relativamente naturais. Supondo que as amostras
s(k) sdo ii.d. (independentes e identicamente dis-
tribuidas), y(k) deve ser aproximadamente inde-
pendente tanto de s(k — 1) quanto de s(k — 2), o
que nos leva a concluir que tanto E[f (y(k))s(k—1)]
quanto E[f(y(k))s(k — 2)] sdo aproximadamente
nulos. Lembrando que x(k) = hos(k) + his(k — 1)
e x(k —1) = hos(k — 1) + h1s(k — 2), podemos

escrever:

o ~ A&E[f(y <k>>s<k>]+h0 BE[f(y(k))s(k)]

= [+ 153 Bl (u(k))s(k)
(13)
Pelas hlpoteses (ii) e (iii), podemos desprezar o

h2
termo h2 02 Assim, chegamos a:

co = GE[f (y(k))s(k)],

de onde obtemos:

COQSZE

E[f(y(k))s(k)]”

onde a ambiguidade de escalamento gerou o sinal
4. Supondo que o equalizador tenha sido bem-
sucedido, podemos utilizar a aproximacao y(k) ~
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cos(k) e entdo obtemos o primeiro resultado deste

artigo:
1

E[f(cos(k))s(k)]
Supondo conhecidas as estatisticas das fontes, o
termo E[f(cos(k))s(k)] pode ser calculado para
qualquer valor de ¢y (quando o cdlculo nao é ana-
liticamente possivel, cabe recorrer a médias com-
putacionais). O resultado acima sugere que o
valor para o qual ¢o(k) converge (quando k — o0)
praticamente independe da resposta do canal (pro-
priedade da equivaridncia), o que é uma carac-
terfstica desejavel (especialmente, como no caso
do algoritmo sob andlise, quando o gradiente em-
pregado na minimizagdo é o gradiente natural).
Porém, o mesmo néo ocorre com c;(k) e ca(k), o
que significa que nao podemos afirmar que o algo-
ritmo é completamente equivariante. Porém, (14)
nos revela que, de alguma forma, podemos inter-
pretar a técnica DCGN como atendendo a equi-
variancia na configuragao sem atraso (cumpre lem-
brar a hipétese |co| >> |cql, para d # 0).

O resultado acima permite-nos, a partir do co-
nhecimento da fungao f e das estatisticas do sinal
transmitido (o que é possivel quando, por exem-
plo, é conhecida a modulagao de um sinal digital
transmitido), estimar ¢y, variando seu valor e veri-
ficando quando a condigdo (14) é satisfeita.

A IST do sistema global (parcialmente controlado
pelo equalizador, ja que este nao altera a resposta
ao impulso do canal) pode ser expressa como:

(14)

Co ~

ISI(k) = YL

max;c; (k) (15)
A andlise acima apresenta dois inconvenientes: a)
a aproximacao (14) ndo nos permite prever o de-
sempenho final do algoritmo, ja que a ISI depende
da relagao entre ¢y e os restantes coeficientes ¢;; b)
o algoritmo na sua forma sem atraso nao é étimo
(comumente aceita-se como étimo um atraso local-
izado no centro de ¢; neste sentido, X. Sun (2005)
alega razoes de simetria). Estes problemas serao
contornados por uma andlise mais acurada, vista a
seguir.

4 Analise de Primeira Ordem do
Algoritmo DCGN

Por simplicidade, efetuaremos a andlise no caso
M = L = 1; cabe ressaltar que esta andlise,
ao contrario da anterior, ndo estd restrita a este
caso, como poderd ser observado nas simulagoes.
A andlise a ser efetuada associa uma configuragao
a um sistema de equagoes nao-lineares, cuja solugao
resulta em estimativas dos pardmetros w;(k) para
os quais o algoritmo converge. Comecemos por ad-
mitir duas hip6teses: (a) o algoritmo converge para
uma solu¢do de bom desempenho e (b) a fonte a-
presenta amostras iid, de média zero e distribuicao
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simétrica. Importa enfatizar o relaxamento das re-
strigoes em relagao a andalise anterior.

Ap06s verificarmos que a abordagem de andlise de
algoritmos proposta em (Ljung (1977)), embora
poderosa, nao é adequada para descrever o algo-
ritmo (devido &s aproximagoes inerentes & andlise
de primeira ordem), recorremos & aproximacao
w;(k+1) = w;(k), para ¢ = 1,2, o que nos permite,
apds a convergéncia, elidir o indice k dos parame-
tros wp e wi, obtendo:

Omwo — (wd + wH)E [ (y(k)a(k)]
“wowiE[fy(R)zk- 1] 0 (19
s — W + B -D] (p

—wowr E [f (y(k))z (k)] '
onde admitimos p suficientemente pequeno. A
hipétese (a) implica que podemos empregar a
aproximagao de primeira ordem:

fyk)=f(ers(k = 1)) +cof (crs(k — 1))s(k)

+sz’(c15(k —1))s(k —2). (18)

Expressando x(k) e z(k—1) em fungao de s(k —1)
e substituindo na equacao (18), temos:

=a(er)

hiE[f(cis(k —1))s(k —1)] .
=pB(c1) =05
+hoco E [f'(c1s(k — 1)) E [82(](1)]
= hialer) + hocoB(c1)o?

E[f(y(k))z(k)]

(19)
de forma semelhante, chegamos a:

E[f(y(k)z(k — 1)] = hoa(er) + hicafi(cr)os,

onde utilizamos as suposigoes das amostras de s(n)
sendo iid, de média nula e varidncia o2. Cabe aten-
tar para o fato de que a(c1) e 3(c1) sdo dependentes
de estatisticas da fonte s(k).

Isso nos permite reescrever as equagoes (16) e (17)
da forma a seguir:

(20)

O~ wo — (hlwg + hlw% + howo’w1)a(01)

—(hdwd + h3wow? + hwow?)B(c1)o? (21)

O~w: — (howd + howi + hiwow:)a(er) o2)
_(hfwgun + h3w? + hgwgwl)ﬁ(cl)gg ,

onde utilizamos o fato de que ¢g = howy e

¢a = hjw; (por simplicidade, optamos por nao
expressar ¢; como how; + hjwp).

Encontrar as solucoes do sistema de equagoes
acima implica estimar os parametros wy e wy, 0
que nos permitiria, sem recursos a simulagoes ou
a médias do tipo Monte Carlo, obter teoricamente
o desempenho do algoritmo numa determinada
configuracao (ou seja, para determinados valores
de hg e h1). O sistema de equagoes é nao-linear, o
que dificulta uma analise tedrica.

4.1

Caso particular: distribuicoes exponenciais

Um caso particular da funcao f simplifica o sis-
tema de equagbes dado por (21) e (22), sendo por

)
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isso analisado a seguir. Esta andlise também per-
mite explicitar a metodologia do cdlculo de a(c;)
e B(c1).

Suponhamos que a distribuicdo de s(n) seja expo-
nencial, de média zero e parametro v > 0. Logo,
temos:

1 s
p(s) = gef%‘ (23)
Escolhendo f de forma que f(s) = —dl%f(s),
temos:
dlog (%) abl g
~ S sign(s)

Neste caso, podemos calcular a(cy) analiticamente:

Els(n —1)f(cis(n —1))]

oo sign(cis) 1 sl
ffoo 8 o 276 7 dls‘
_ 1 o] . _ 18l
= 57 [, ssign(cis)e” 7 ds

afe) =

(25)

Sendo a distribuigao da fonte simétrica, ocorre uma
ambiguidade de escalamento do equalizador, o que
nos leva a supor, sem perda de generalidade que
c1 > 0. Logo:

0 . oo B
alcr) = 2% {—/ sers—i—/ sefqu} =1 (26)
Y —00 0

Para o caso ¢; < 0, temos que a(c;) = —1; dai:

a(ey) = sign(ey) (27)

Sendo f(s) = %, temos que f’(s) = 0. Isso
implica que ((c1) = 0 (exceto na descontinuidade
presente em s = 0; porém esta condicao possui
probabilidade nula de ocorréncia, o que nos per-
mite desconsiderd-la). Dai, temos que o sistema de
equagoes (21) e (22) (para o caso M = L = 1) pode
ser simplificado 2:

0
0

hlwg + (h0w1 — 1)w0 + hlwf
ho’w% + (h1w0 — 1)w1 + ho’w(z)

Q&

(28)

E possivel explicitar de forma analitica a solugao
desse sistema de equacoes:

1 — howy £ /1 + h3w? — 2how; — 4h3w?

o= 20, ’
(29)

e — Lo mwo V1 + h3w? — 2hywo — 4hGw?

1= 2h0 )
(30)

onde, apés encontrar os possiveis valores de wy
na equagao (29), podemos encontrar w; por meio
da equagao (30). E possivel expressar as solugoes
acima numa forma que nao exija essa substituigao,
porém o resultado é por demais extenso.

Em casos mais complexos (e mais praticos), esta

2Supomos aqui o caso ¢; > 0; para analisar a possibil-
idade ¢1 < 0, basta inverter o sinal dos parametros wg e
w1.
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solucao apresenta uma extensao que a torna pouco
util. Obviamente, a solugao trivial (wg = wy = 0)
deve ser excluida (bem como eventuais solugdes
complexas, as quais podem surgir quando M e L
assumem valores maiores).

O sistema de equagoes (29)-(30) apresenta uma
solucao para um caso particular que ilustra uma
propriedade desejavel do algoritmo. Seja o caso em
que hg = 0 e hy # 0. Ou seja, o canal apenas intro-
duz um atraso unitdrio no sinal e multiplica-o por
h1. Nesta configuragdo, manter o atraso unitario
na saida do equalizador sem alterar a fonte sig-
nifica termos wg = 1/h; e w; = 0. Admitindo
wy; = 0, a equagdo (29) (descartando a solugao
trivial wg = 0), fornece-nos justamente o valor
wg = 1/hy, conforme esperado. O mesmo compor-
tamento se observa caso fagamos hg # 0 e hy = 0,
quando o valor ideal do vetor w seria w = [0 1/hg]
(supondo atraso unitério).

4.2 Abordagem das configuragdes genéricas

O célculo algébrico para as configuracoes genéricas
(isto é, para M e L quaisquer) é, em geral, muito
trabalhoso. Além disso, os sistemas de equagoes
nao lineares devem ser resolvidos, dai a necessi-
dade de alguma técnica numérica. Em outro ar-
tigo, exporemos melhor nossa abordagem das con-
figuragoes genéricas.

5 Simulacgoes

5.1 Fxperimento 1

Seja um sinal s(n) gerado a partir de uma pdf expo-

nencial p(s) = 55 X!, Utilizamos 5000 amostras,
fly) =3 h =[10,3], A = 1, iniciali- zacdo de
w =[10] e u = 1072, e 400 iteracdes do tipo off-
line. O valor real de ¢q foi -0,45558, bem préximo
da condigdo (14), a qual fornece uma estimativa
préxima de -0,46. J& o valor de ¢; obtido (apds a
convergéncia) foi de -0,0241 e o de ¢3, 0,0338, 0 que
confirma a hipdtese ).

Esta constatacao ilustra a aplicacao da apro-
ximagdo (14), demonstrando que, satisfeitas as
hipoteses empregadas, a aproximacao revela-se
acurada.

5.2  FExperimento I

Seja o caso M = L = 2. Como ilustragao, apre-
sentamos duas das trés equagoes do sistema de
equagoes a ele associado:

hgwg + (hiw1 + howz — 1)wo + hgwf + hgwg + hiwiws =0
howg + (howo + hiwi — 1)ws + hiwow + howg + howf =0
(31)
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Sejam as quatro possiveis escolhas para o filtro do
canal:

h;=[ 0,19687 —1,5556 0,087869 |
ho=[ 0,11839 —0,78388  —0,18287 ]
hs=[ —0,37657 1,3414 0,073948 |
h,=[-0,072526  0,39283 —0,0047669]

Testamos o algoritmo com 150.000 iteragoes on-
line, p = 5.107°, p(s), uma fungdo exponencial
com A = 0,1, f(s) = % (escolha 6tima) e o
vetor w inicializado como [0 1 0].

Nas quatro configuracoes (especificadas acima), a
ISI final do algoritmo é inferior a -22 dB (com um
atraso D = 2), tornando vélida a hipdtese de con-
vergéncia para uma boa solugao. Associando cada
uma das configuragoes ao sistema de equagoes dado
por (31), podemos, resolvendo-o, obter estimativas
dos valores finais dos parametros. O sistema de
equagoes apresenta em geral multiplas raizes. Em
nossas simulagoes, o procedimento de escolher as
solugoes que apresentam a menor ISI sempre sele-
cionou a configuracao mais préxima daquela para
a qual o algoritmo converge.

A Tabela 1 compara a ISI final e a tedrica nos
quatro casos; o * evidencia o resultado oriundo de
50 médias Monte Carlo. Verifica-se elevada con-
cordancia entre a teoria e a simulagao. O maior
erro ocorre no terceiro caso, exatamente aquele
onde a ISI final é mais elevada. A Figura 1 ilustra a
evolugao da ISI, permitindo avaliar graficamente a
ISI final com a estimada. Os resultados evidenciam
que a andalise tedrica consegue prever com razodavel
precisao tanto os valores para os quais w converge
quanto o desempenho final do algoritmo.

6 Conclusoes

Este artigo dedicou-se a andlise do algoritmo
DCGN, na sua versao monocanal. Elucidamos em
que sentido a configuracao M = L = 1 pode ser
chamada de equivariante. Apresentamos uma téc-
nica que permite estimar o desempenho do algo-
ritmo, particularmente para M e L reduzidos. Este
tipo de andlise pode auxiliar outros estudos teéri-
cos de propriedades do algoritmo. Com este obje-
tivo, estamos nos dedicando a efetuar uma anélise
mais exata.

Tabela 1: ISIs simulada e tedrica (em dB) para as
quatro configuragoes do experimento II.

caso | ISI simulada | ISI simulada* | ISI tedrica
1 -35,2675 -34,8327 -35,4033
2 -24,8406 -24.,8316 -24,5383
3 -22,1663 -22,0753 -21,1847
4 -28,7213 -28,9459 -28,8378
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Figura 1: Evolucao da ISI (em dB) (em linha pon-
tilhada), evolugdo média da ISI (em linha cheia) e
ISI tedrica (linha tracejada) para o experimento II:
(a) caso 1; (b) caso 2; (c) caso 3 e (d) caso 4.
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