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Sumario. Atuaimente. muitos trabalhos tém investigado a utilizagao de redes neurais mul-
ticamadas feedforward como aproximadores universais de fungdes. Neste artigo abordaremos
as técnicas mais usuais em aproximadores de fungdes. incluindo interpolagao. transformadas

ortogonais e redes neurais multicamadas.

1 Introducgao

Devido as dificuldades na manipulagdo de cer-
tas funcdes importantes que aparecem em proble-
mas associados a matemdtica aplicada. torna-se
necessiria sua representacao aproximada atraves
de funcoes mais simples. de maneira que. estas
dltimas substituam as primeiras. O mesmo pro-
cedimento é utilizado quando é necessdrio traba-
lhar com fungdes cuja expressao analitica ¢ desco-
nhecida. i.c.. fungdes as quais se conhece somente
alguns de seus valores através de determinagoes
experimentais. Em geral. esta fungdes aparecem
no cotidiano cientifico sob a forma de sequéncia de
valores (tabelas). Nestes casos. estdo inclusos pro-
blemas associados a processamento de sinais: pro-
cessamento € reconhecimento padrées entre ou-
tros, uma das ireas de grandes aplicagoes destas
técnicas. A utilizacio dos computadores digitais
para o tratamento numeérico destes problemas ¢
inevitavel. dada a grande massa de dados envoi-
vida e a quantidade enorme de processamento a-
ritmético exigido pelos algoritmos, para esta fina-
lidade. Por exemplo. em sintese de instrumentos:
de orquestra. uma amostra de 1 segundo de um
tom musical. requer acima de 40.000 valores reai:
(MAR 92,

Quando uma tabela é obtida por meio de umse

expressao analitica ou determinada experimental-
mente; esta funcdo pode ser representada aproxi-
madamente pela equacdo 1. por simplicidade esta-
mos nos referindo a fungdes de uma inica varidvel.
contudo o raciocinio se extende para fungdes de
véarias variaveis.

f(r):tv(.rn:Zaku;,(rl (1
)

onde aj sao constantes e u podem ser funcoes tais
como polinémiais. exponenciais. trigonométricas
ou conjuntos de fungdes bdsicas ortogonais.

Caminhando de encontro ac exposto. este tra-
balho aborda algumas técnicas matemadticas utili-
zadas como aproximadores de fungoes. tais como
a interpolacdo. transiormadas ortogonais e por
fim a apresentagdo de redes neurais que tambem
sao utilizada para este proposite. Este iltimo
topico tem sido muito explorado por uma grande
quantidade de pesquisadores. cujo objetivo priu-
cipal é encontrar meios de formalizar problemas
em redes neurais. de maneira os resuitados obti-
dos venham a facilitar as futuras implementacoe:
[FUN 89;. {HEC 89,. [HOR 89].[HAR 90 LES
93).IMAR 91
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2 Interpolagao

A interpolacio é uma técnica muito utilizada quan-
do somente possuimos uma tabela com valores de
uma certa fun¢do para um conjunto de argumen-
tos e. é necessario o calculo. suficientemente pre-
ciso, de algum valor nio tabelado, mas que é in-
termediario a valores consecutivos da mesma.

Como ocorre frequentemente em varios pro-
blemas experimentais, deseja-se o valor da fungao
correspondente a um argumento que nio figura na
tabela nem é intermedidrio a valores consecutivos
da mesma. Neste caso, é necessario fazer uma ex-
trapolagdo a fim de aproximar o valor desejado.
A extrapolacdo é menos precisa que a interpo-
lacdo. Mas, ambas constituem, essencialmente,
um inico algoritmo de aproximagao.

De maneira compacta. vamos definir intuiti-
vamente o problema da interpolagdo. Suponha
que seja fornecido uma sequéncia de valores, cor-
respondentes a uma dada fung¢do. Nosso desejo €
obter 05 valores de f(Z). onde ¥ é um valor nao
tabelado. Para isso construimos, a partir desta
sequéncia de valores. uma nova fungdo ¥(e) que
interpola f(e). tal que:

Ve 2o < 1; < T = ¥(23) = f20)

Yz € [zo.2q] = viz) = flz)

A funcdo w(e) que interpola f(e) geralmen-
te pertence a uma familia de funcoes, dentre as
mais importantes destacamos: as polinémiais. as
exponenciais e as trigonomeétricas.

Um resultado de grande importéncia para a
teoria da aproximacio é o teorema de Stone- Weier-
strass, que diz:

Se f(z) € continua em [a.b], entdo para qual-
quer £ > 0 eziste um polinémio pn{2) de grau n,
tal que | f(z) ~palz)i< s paraa < < b

A prova deste teorema pode ser vista em Hand-
scomb [HAN 65]. Este teorema constitue uma
boa razdo para ¢ grande uso dos polinémios. pois
estamos interessados em que a aproximacao pa-
ra f(Z). onde T ndo estd tabelado. seja suficien-
temente exata. Embora a prova deste teorema
seja construtiva. o polindmio resultante costuma
ser de grau elevado. de modo que tal polinémio
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passa a nao ser pratico. Além disso. o teore-
ma ndo diz nada sobre a existéncia de um po-
linémio interpolante para um conjunto de dados
{(z0,¥0)s (T1, Y1)+ +oes &1, Yn—1)}s qualquer.

Mesmo que decidamos interpolar n pontos
pela abordagem polinomial. nem sempre é me-
lhor usar o polindmio global. i.e., de grau n —
1. Um bom exemplo dos problemas associados
a divergéncia que ocorrem com interpolagdo po-
lindmial pode ser visto através da funcdo de Run-
ge [ISA 66], [STE 50]. [CLA 89].

3 Transformadas Ortogonais

As transformadas ortogonais constituem uma po-
derosa ferramenta matemadtica para representar
funcdes extremamente complexas através de ou-
tras mais simples. Uma importante aplicacao des-
ta técnica é a redugdo de dimensionalidade ou
compressao de dados {AHM 75}, [WOM 77]. Estas
transformadas podem ser divididas em duas clas-
ses. segundo as fungdes bésicas utilizadas. Desta
forma. temos a classe baseada em fungdes nao se-
noidais e a de fung¢des senoidais, tendo esta dltima
como inica representante a transformada de Fou-
rier.

Em geral, aplica-se esta técnica a um con-
junto de dados obtidos experimentalmente. cujo
objetivo é encontrar uma lei de formagdo para a
fungao. Os motivos que nos levam a nao usarmos
a interpolagao sio dois. em especial: (1) Devi-
do a erros experimentais no conjunto de dados
amostrados. ndo faz sentido calcular exatamente
a fungdo que origina os pontos e por isso. em vez
de procurar uma fungéo que interpola os n pontos
dados, procuramos uma representagio que melhor
se ajuste aos pontos dados. Na realidade. o ajus-
tamento traduz um comportamento médio e (2)
para um conjunto com muitos elementos. a so-
lucio da aproximagio dos dados por interpolagao
pode consumir muita memoria e ou tempo de pro-
cessamento.

Detalhes sobre a representag¢do de fungoes a-
través desta técnica serado expostas a seguir. bem:
como apresentaremos a transformada karhunen-
Loéve. como uma das iniimeras representante da
classe das transformadas ortogonais que sao defi-
nidas através funcdes bdsicas nao senoidais.

-166-




Conselho Nacional de Redes Neurais

3.1 Aproximacdo de Fungdes via Trans-

formadas Ortogonais

Seja U = {wo(t). wi(t). ..., wn(t)....} um conjunto
de fungoes reais e contmuas,(utlhzamos fungoes
reais por conveniéncia), serd dito ortogonal no in-
tervalo (fg.t0 + 7') se:

to+T ¢
] (1) (£)dE = { o
L

0

sem=mn
sem#mn

(2)

Para o caso onde ¢, = 1, o conjunto ¥ é cha-
mado ortonormal. Seja z(t) uma fungao de valo-
res reais. definida em um intervalo (to,to+ 1), e
suponha que z(t) possa ser escrita na forma :

=) anta(t) (3)

n=0

entdo os coeficientes a, podem ser obtidos da se-
guinte forma : multiplicamos ambos os lados da
equacio 3.2 por ¥, e integramos o resultado no
intervalo (tg.tg + T'), onde obteremos :

/io+
o

Como ¥, e ¥, sdo ortogonais, temos :

to+T

> antn(t)m(t)d

n=0

2(t)%m( t)dt-f

1 to+T
Q, = — z(t)Pn(t)dt, m=0,1,2,..

Cn Jig
Um conjunto de fungdes ortogonais é chama-
do fechado ou completo se for verificada a seguinte
condigao :
Para qualquer parte continua de z(¢) com :

to+T
j z2(t)dt < o0
to

Qualquer que seja € > 0, existe N tal que seja
possivel representar uma aproximacao de z(t) por
uma expansao finita :

to+7
f | o(t) - 5(t) P dt < ¢
to

onde :
N=1

= 3 anyn(t)
n=0
Pelo desenvolvimento acima. é visivel que por
uma expansao em fungdes ortogonais. sempre sera
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possivel representar z({t) por um conjunto infi-
nito.mas enumeravel {ag.a;.¢sz....}. Entretanto.
quando ¥ for completo torna-se possivel uma a-
proximacio de z(t) através de um conjunto finito
{ao, [/ S RPN aN—l}-

3.2 Aproximacido de Fungdes via Trans-
formadas Karhunen-Loéve

Seja {X'} um conjunto de vetores. obtidos por a-
mostragem. Um representante de {.X'} é dado por
z; =(Zj1.....2;x). A amostra z; pode ser apro-
ximada por 4:

N
i = yiar+yizvet.tyiNeny = 3yt N <K

=1
(4)

Yji = :rjwi i=12,...N (3)

onde A é o nimero total de componentes da a-
mostrae N éo nimero de componentes utilizadas
na aproximagao.

Por defini¢do, o minimo erro quadrado. . é
dado pela expressio 6:

K
£ = (Z Yiiyh = Z yj,:wz Z thX (6)
=1

=1 i=N+1
onde Ry é a matriz de covaridncia do conjunto
{X}.Dada por R; = £+ ¥0_ (z; — X)(z; - X)!
onde V' representa o ndimero total de elementos
do conjunto {X} e X é o vetor médio do referido
conjunto.

Quando {%;} constituem a base ortogonal de
Karhunen-Loéve, os elementos ; sao determina-
dos a partir dos autovetores de Ry, de acordo
com a equagao T:

Rxvi = My (7)

O erro de truncamento da equagao 6 é mini-
mizado pela equagio 8

Min(e

Z A (8)

i=N+1

Isto significa que, se utilizarmos apenas N
auto-vetores para a representagao de fungoes. o
erro de truncamento serd minimo. sendo dado pe-
la equagio 8. A equacgdo 4. escrita em termos
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dos auto-vetores da matriz de covaridncia, é de-
nominada expansio Karhunen- Loéve. A corres-
pondente transformagao ortogonal inversa, na e-
quacio 5. é chamada transformada Karhunen-Loe-
ve (K-L) [CHE 91].

4 Aproximagao de Fungdes via Redes Neu-
rais

Em 1969. Minsky e Papert demonstraram que as
redes percepton com uma camada de neuronios
com fungdes de ativagdo lineares (“Single Layred
Perceptron™). sdo incapazes de aproximar quais-
quer fungdes, no méximo elas poderiam mapear
uma classe muito pequena de fungoes especiais.
as linearmente separaveis [MIN 69]. Na época.
Minsky e Papert sabiam que as redes multicama-
das, com arquitetura feedforward eram capazes de
proporcionar uma discriminagao de fungdes néo li-
neares, contudo. ainda era desconhecido um algo-
ritmo de aprendizagem eficiente para estas redes.
Efetivamente. as pesquisas com redes multicama-
das foram reiniciadas nos meados da década de 80.
mostrando que estas redes com a arquitetura feed-
forward podem ser utilizadas como aproximadores
universais de funcdes [HOR 89], [HEC 89], defi-
nindo um mapeamento num espago de dimensao
finita para outro, através do algoritmo Backpropa-
gation desenvolvido por Rumelhart et.al. [RUM
86].

As redes multicamadas perceptron, conheci-
das por MLP, sao sem divida nehuma o tipo mais
popular de redes neurais e que podem ser apli-
cadas em aproximadores de fungdes. Os algorit-
mos de aprendizagem para este tipo de rede foram
desenvolvidos independentemente por Parker em
1985 e Rumelhart et.al. [RUM 86]. Uma formu-
lagdo geral, para as redes MLP com apenas uma
camada escondida e uma saida, é dada pela e-
quagao 9

k d
FE = Y R eig 25 + Cigr) + i)

i=1 i=1
(9)
onde & é um vetor d-dimensional. correspondente
a entrada,h{e) deve ser uma fungéo suave (dife-
rencidvel). monotdénicamente crescente. ¢; € ¢ a0
coeficientes. k é o nimero de neurénios escondidos
e d é a quantidade de elementos da entrada.

0
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O algoritmo backpropagation é baseado no
método do gradiente descendente [RUM 86].[HER
91], [HEC 89]. o qual nio garante chegar sem-
pre ao erro global mimimo. Contudo. na grande
maioria das vezes os resultados apresentados pelo
algoritmo sdo bem préximos aos desejados.

Na prética. as fungdes de ativagao utilizadas
para as redes multicamadas sdo as fungbes sig-
moides [FUN 89],[HEC 89],(SNA 90]. tangentes
hiperbélicas, gaussianas [HAR 90] e as fungdes
bisicas radiais [PAR 91],[SAH 90].[KAD 90]. onde
a quantidade de neurdnios nas camadas escondi-
das sio incrementados até que a precisao desejada
seja alcancada na aproximagdo. Na realidade, a
fun¢do complexa que uma rede ML P aproxima po-
de ser vista como composigdes e combinag¢des das
funcdes de ativagio. Inclusive, a prapria fungao a-
nalitica pode ser escrita, verificando a arquitetura
da rede.

Os trabalhos [CUN 87] e [LAP 88|, mostram
que para adequar a aproximagio de uma fungao
desconhecida, utilizando fungdes do tipo squashing
¢ necessario apenas duas camadas. Gallante e
White [GAL 88), mostraram que uma particu-
lar rede feedforward, com apenas uma camada de
funcdes cossenoides squashing é capaz de realizar
a transformada de Fourier, a qual constréi a a-
proximacio em série de Fourier para uma dada
fungao. Esta rede possue todas as propriedades
da representacio em séries de Fourier. em parti-
cular, s&o apenas capazes de representar qualquer
funcio quadrado integrivel, sobre um conjunto
compacto de fun¢bes, usando um nimero finito
de unidades escondidas.

Hornik [HOR. 89], faz uso do teorema de Stone-
Weirestrass e as fungdes cossenos squashing de
Gallant e White para estabelecer um padrao nas
arquiteturas de redes feedforward. Hornik. usan-
do fungdes squashing arbitrrias garante que estas
podem aproximar qualquer fungdo com qualquer
gran de precisio, desde que exista a quantida-
de necessiria de unidades escondidas disponiveis.
Mas nio faz mensio nenhuma sobre a quantida-
de de unidades necessarias para uma dada aproxi-
magdo. Leshno [LES 93], garante., na mesma linha
de raciocinio de Hornik que as fungoes basicas u-
tilizadas como funcdo de ativagio nas redes multi-
camadas nio podem ser polindmios. para que tais
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redes sejam aproximadores unjversais de fungoes.

5 Conclusoes

Neste trabalho. apresentamos algumas técnicas
mais usualmente utilizadas em aproximagio de
funcdes. entre as quais destacamos a interpolagéo,
transformadas ortogonais e redes neurais.

As redes neurais tem mostrado ser uma técnica
bastante atraente para a solugdo de diversos pro-
blemas, dentre os quais destacam-se o reconheci-
mento de padroes, aproximacao de fungdes, entre
outros. Embora ainda existam limitacoes para
o seu uso, devido a falta de um formalismo na
especificacdo e na analise dos modelos de redes
neurais, i.e , a determinacao de um modelo ade-
quado para cada tipo de problema, uma vez que
para se compreender os mecanismos fundamen-
tais das redes é necessario realizar simulagoes que
na maioria dos casos sio tarefas drduas e distan-
tes da realidade do modelo. Essa dificuldade se
déd em virtude da complexidade da andlise ma-
tematica envolvida: o que corresponde em redes
neurais a complexidade dos mecanismos de apren-
dizagem, a estabilidade e a topologia adequada da
rede, Esta complexidade matemdtica inviabiliza
decidir qual o modelo mais adequado.
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