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RESUMO

Neste trabalho é apresentada uma
configuragdo alternativa para a entrada do
neurdnio do tipo perceptron. Com esta entrada ¢
utilizando-se um treinamento com erro-retro-
propagado modificado. o neurénio € habilitado a
reconhecer rapidamente classes cujas distribuigdes
geométricas no espago de entrada sejam linear ou
esfericamente separavels.

1. INTRODUCAO

Sabe-se que a rede neural de uma camada
composta de neurdnios do tipo perceptron s6 ¢
capaz de separar classes cujas distribuigdes no
espago de  entrada  sejam  lincarmente
separaveis[l]. Com a arquitetura multicamada.
treinada pelo algoritimo do erro-retro-propagado.
esta limitagdo ndo existe[l], mas a rede se torna
mais complexa e o treinamento mais lento.

E apresentada neste trabalho uma
configuragdo alternativa para a entrada do
perceptron que habilita a rede neural de uma
camada a reconhecer classes cujas distrubuigdes
no espago de entrada sejam linear ou
esfericamente separaveis. Esta nova configuragdo
€ composta de duas altera¢gdes na entrada do
modelo de perceptron: a primeira € a inclusdo de
uma nova entrada. denominada de entrada
quadratica: a segunda € a inclusdo da informag¢do

do centro de ativagdo, que & o baricentro das
entradas englobadas pela superficie hiperesférica.

Para se obter o centro de ativagdo ¢
necessario utilizar um outro algoritimo de
treinamento em paralelo com o do erro-retro-
propagado, sendo o algoritimo do erro-retro-
propagado usado para alterar os valores das
sinapes, enquanto que © outro algoritimo €
utilizado para obter o baricentro das entradas a
serem englobadas.

2. MODELO

Neste topico & apresentado o modelo do
neurdnio com entrada quadratica e centro de
ativagdo. Na figura | € mostrado o modeio ¢ em
seguida ¢ definida a nomenclatura empregada.

Tn+l

Figura 1 : Neur6nio com entrada quadratica ¢
centro de ativagéo.

Nomenclatura:
v ; saida;
« : variavel auxiliar;
k : ganho;
n : dimensdo da entrada;
Xy entrada de polarizagdo fixa em +1.
wy . sinapse de polarizagdo;
Xj. Xa, ..., X, - valores dos sinais de entrada.
W, W, ... . W, valores das sinapses:
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xn.; : entrada quadradica:

wya; : sinapse da entrada quadradica.
x : vetor de entrada;

W : Vetor sinapse.

f(.) : fungdo de ativagdo,

A equagdo (1) define as coordenadas do
centro de ativagio como o valor esperado das
entradas da classe a ser separada. As equagdes
(2) e (3) definem respectivamente as novas
entradas e a entrada quadradica. As equagdes (4)
e (5) definem respectivamente a variavel auxiliar
u ¢ a saida v. onde a fun¢do de ativagfo adotada ¢
a fungdo tangente hiperbolica.

(1 m =E(x,) vx, | v=0
(2) x=x—-m,pl i=0-n
(3) fn—l = Z(x: "'ﬂ?i)-
=0

-]
4) w= 2 xw,

1=0
(3) v = 1ghu)

Aplicandc (2} ¢ (3) em (4} obtem-se a
equacdo (6). que igualada a zero fomece a
equagdo da “'superficie separadora” da classe.

n L

n= 2 (x, —m,)w, +\|'H,IZ(x, —m,):

=0 1=l

(6)

Denomina-se de superficie separadora a
superficie formada pelos pontos do espago das
entradas que anulam a variavel auxiliar » dos
neurdnios da camada de saida.

3. NEURONIO COM ENTRADA
LINEAR

O modelo do neurdnic com entrada linear €
um caso particular do modelo apresentado. onde a
sinapse da entrada quadratica ¢ as coordenadas do
centro de ativagio possuem valores nulos. Da
equagdo (6) obtem-se a equagao (7) que determina
o valor da variavel auxiliar neste modelo de
neurdnio.
)] U= XoWo + X\ W + X W+ mX, W,
Igualando a equagdo (7) a zero obtem-se a
forma da superficie separadora. No espago
aumentado. espago de dimensdo n+l obtido
quando se considera a entrada de polanzagao xg
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livre. a superficie separadora é um hiperplano de
ordem n+l que passa necessariamente pela
origem. No espago de entrada considerado como
um subespago do espago aumentado obtido
quando se fixa a entrada de polarizagdo xp em l,a
superficie separadora ¢ um hiperplano do ordem #
que ndo passa necessariamente pela origem.

E dado a seguir um exemplo hipotético em
duas dimensoes que pode ser projetado em uma
dimensio sem perda de generalidade. Desta
forma. é possivel visualisar num plano o espago
de entrada ou o aumentado conforme for o caso.

-0.8= f

-1.0 oy H.s 0.8 -0.< T L LR L' 217 o~ T

Figura 2 : Classes linearmente separaveis no
espago de entrada.

Na figura 2 ¢ mostrado num plano o espago
de entrada com a disposicio geométrica das
classes a serem identificadas do sistema em duas
dimensdes. Na mesma figura ¢ desenhada a reta
que separa a classe A da classe B.

[ T
N
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Figura 3 : Classes linearmente separaveis no
espago aumentado.

Na figura 3 é mostrado num piano o espago
aumentado do sistema em uma dimensdo com a
disposicio geométrica das classes a serem
identificadas. Na mesma figura ¢ desenhada a
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reta que passa necessariamente pela origem e cuja
intersecdo com o subespaco das entradas
determina um ponto que separa a classe A da B
no espago de entrada.

4. NEUR()NIO COM ENTRADA
QUADRATICA

Neste topico € apresentado um outro caso
particular do modelo proposto, onde apenas as
coordenadas do centro de ativa¢do sdo nulas. Da
equagdo (6) obtem-se a equagdo (8) que define a
variavel auxiliar u para este caso.

n+i n

n
(8)  w=2xw, =2 xw, +w, 20X

=0 1=0) =0
Ao introduzir a entrada quadratica no
modelo do neurdnio linear modifica-se a forma da
superficie separadora. que pode ser. conforme o
valor da sinapase correspondente. um hiperplano
(wn-;=0) ou uma superficie hiperesférica (w, =
0). Também. conforme o sinai da sinapse
correspondente, ¢ possivel que o neurdnio defina
se sera a parte interior ou exterior da superficie
hiperesférica que fomecera saida positiva. Deste
modo. € possivel que o neurénio identifique ou

exclua uma determinada regido esférica.

Igualando a equagdo (8) a zero obtem-se a
forma da superficie separadora no espago
aumentado. Manipulando algebricamente a
equagdo resultante obtem-se a equacdo (9), que é
a forma de uma superficic hiperesférica. Da onde
se obtem. apos algumas manipulagdes algebricas,
as equagdes (10) e (11) que definem
respectivamente o raio » o as coordenadas ¢; do
centro da superficie hiperesférica separadora no
espaco aumentado.

9 u=-

1 Ii— 7 ( W, }: i( w, ]'}
- X, +
W | 170\ 2W,0y N 2w,

g

2w

() ¢ =-

=1

Observa-se na equagdo (9) que o sinal da
sinapse correspondente a entrada de polarizagdo
determina se sera o interior ou o exterior da
superficie hiperesférica que fornecera saida
positiva. Quando esta sinapse tem um valor
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positivo. o exterior fornece saida positiva. Caso
contrario, € o interior que fornece saida positiva.

Fazendo xj igual a 1 e igualando a equagio
(8) a zero obtem-se a forma da superficie
separadora no espago de entrada. Manipulando
algebricamente a equacgdo resultante obtem-se a
equagdo (12). que ¢ a forma de uma superficie
hiperesférica. Apos algumas manipulagdes
algebricas. obtem-se da equagdo (12) a definigdo
matematica do raic ' e das coorcenadas ¢,” do
centro da superficie hiperesférica separadora no
espago de entrada. dadas respectivamente pelas
equacdes (13) e {14).

(12)

Verifica-se da equagdo (13) a possibiirdade
da hiperesfera de ordem » possuir raio complexo
no espago de entrada. Isto apenas significa que a
hiperesfera de ordem n+] no espago aumentado
nio intercepta o subespago que define o espago de
entrada.

E dado a seguir o mesmo exemplo do
topico anterior com outra defini¢do de classes.
Na atual configuragdo o sistema ndo ¢ mais

linearmente separavel, porém. o sistema ¢
esfericamente separavel.

1.
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Figura 3 : Sistema esfericamente separavel em
duas dimensdes.
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Na figura 3 € mostrado num plano o espago
de entrada com a distribuicio geométrica das
classes a serem identificadas. Nota-se a
impossibilidade de se realizar o classificador com
uma rede neural de apenas uma camada, devido a
distribuicdo geométrica das classes no espago de
entrada nio ser separavel por um hiperplano f1].
Entretanto. utilizando a entrada quadratica torna-
se possivel implementar este classificador com
uma rede neural de apenas uma camada com
apenas um neurdnio. Na mesma figura ¢
mostrada a superficie separadora tragada pelo
neurdnio, que € um circulo.

-t
R 3 C) o =1

Figura 4 : Sistema esfericamente separavel em
uma dimensdo.

Na figura 4 ¢ possivel visualizar o espago
aumentado ¢ a distribuicdo geométrica das classes
do sistema unidimensional. Nota-se que o circulo
gerado pelo neurdnio passa necessariamente pela
origem no espago aumentado. Este. intercepta o
subespag¢o das entradas em dois pontos, que
determinam a faixa na qual a classe A esta
contida.

5, NEURGNIO COM ENTRADA
QUADRATICA E CENTRO DE
ATIVACAO

Com a introdugdo do centro de ativacio.
que no caso da rede ser de uma camada ¢ o
baricentro da classe a ser identificada. a superficie
hiperesférica ndo tem que passar necessariamente
pela origem no espago aumentado. Fato este que
acelera o treinamento por ter a hiperesfera um
ponto fixo diretamente relacionado com a
disposigio geométrica das entradas a serem
englobadas. Neste caso. a hiperesfera passa pelo
ponto definido pelas coordenadas do baricentro da
classe a ser identificada no espago de entrada
fazendo a coordenada referente a entrada de
polarizagdo nula.
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Manipulando algebricamente a equagio (6)
obtem-se a equagdo (15) da qual pode-s¢ extrair o
raio » e as coordenadas ¢; do centro da hiperesfera
de ordem »n+l, no espago aumentado.
representados pelas equagdes (16) e (17}
respectivamente.

(15) _ .

1 & : _LP v, ﬂ:
R i .'.:'{Zu,,,}] B :o KT o jJ }
(16) ] ul ( Vll.' ]:

r=
\f:l’}kzw.n-—l
W
17 c¢=-7T——+m,

Por definigdo mg ¢ uma constante nula e xq
¢ uma constante unitaria.  Substituindo estes
valores na equagdo (15) obtem-s¢ a forma da
superficie separadora no espago de entrada. que ¢
uma hiperesfera de ordem ».  Esta ¢ definida
matematicamente pela equagio (18). com raio #" ¢
coordenadas ¢;" definidos pelas equagdes (19) e
(20), respectivamente.

(18)

Para exemplificar ¢ utilizado o mesmo
exemplo do topico anterior com a mesma
definigdo de classes que torna a classe A ndo
lincarmente  separavel. porém esfericamente
separavel.

Na figura 5 é mostrado num plano a
disposicdo geométrica das classes no espago de
entrada. Na mesma figura € mostrada a superficie
separadora gerada pelo neurénio, que ¢ um
circulo.
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Figura 5 : Sistema esfericamente separavel em
duas dimensdes com centro de ativagio.

Na figura 6 ¢ mostrado o espago
aumentado e a distribuigdo das classes no
subespago normal do sistema unidimensional.
Pode-se visualisar a superficie separadora, que ¢
um circulo, ndo passando pela origem ¢
interceptando o subespago das entradas em dois
pontos. Este pontos definem a faixa onde esta
contida a classe A no espago de entrada.

AT T o) s

Figura 6 : Sistema esfericamente separavel em
uma dimensdo com centro de ativagio.

6. REDE NEURAL MULTICAMADA

Com a rede neural multicamada ¢ possivel
realizar sistemas classificadores cujas
distribui¢des das classes formadoras nio sejam
separaveis por hiperplanos{1]. Com a introdu¢io
da configuragdo alternativa para a entrada do
neurénio do tipo perceptron nos neurdnios da
primeira camada intermediaria. € possivel obter
grandes simplificagdes na estrutura da rede.

E dado a seguir um exemplo nio possivel
de ser resolvido com uma rede neural de apenas
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uma camada, mesmo que se utilize a configura¢do
alternativa para as entradas dos neurénios.

Observando a disposico geométrica das
classes a serem identificadas pode-se claramente
notar ndo se tratar de um sistema linearmente
separavel. Logo, a principio seria necessario
utilizar pelo menos uma camada intermediaria
para ser possivel realizar este classificador com
uma rede neural composta por neurdnios do tipo
Perceptron com entrada normal. Também, por
haver necessidade de formar duas regides
fechadas, para poder separar a classe A da B, a
principio seria necessario utilizar pelo menos seis
neurdnios na camada intermedidria. Portanto,
observando a geometria das classes a serem
identificadas, possivel de ser feito por se tratar de
um exemplo hipotético, conciui-se que a estrutura
minima necessdria, porém, possa S€r nao
suficiente, ¢ uma rede com duas camadas com:
seis neurdnios na camada intermedidria € um na
de saida.

Um sistema classificador para o caso acima
foi implementado por uma rede neural com uma
camada intermedidria com dois neurdnios,
utilizando-se a configura¢do alternativa para a
entrada dos neurdnios desta camada, € com
apenas um neurdnio, com entrada linear, na
camada de saida. Neste exemplo, os neurdnios
nio utilizam a informagdo do centro de ativagdo.

ot N T E RT oo T L-IL ) Te -3 T
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Figura 7 : Exemplo de Rede Multicamada com
entrada quadratica.

Na figura 7 € mostrado o plano que define
o espaco de entrada com a disposigdo geometrica
das classes que definem o sistema classificador.
Também ¢ mostrada na figura a superficie
separadora gerada pela rede neural, que ¢
composta por dois circulos.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Pode-se verificar que o uso da entrada
quadratica, que aumenta de uma unidade a
dimensdo da entrada, torna o neurdnio do tipo
perceptron mais versatil, com capacidade de
formar, através de treinamento, superficies
separadoras no formato de calotas esféricas com
qualquer nivel de curvatura, Podendo, inclusive,
formar uma superficie esférica fechada que
identifica ou exclua uma regido do espago de
entrada.

O uso da entrada quadratica s6 faz sentido
quando os sinais de entrada ndo sio normalizados,
pois caso contrario a entrada quadratica seria uma
constante. Devido:-a isto, numa estrutura
multimacadas o uso da entrada quadratica s6 faz
sentido nos neurdnios da primeira camada
intermediaria, pois conforme a rede ¢ treinada na
maioria dos casos as saidas dos neurdnios da
camada intermediaria tendem a saturagdo e
normalizagao.

A introducgfo do centro de ativagio, que
acarreta no acréscimo de » pardmetros em cada
neurdnio, onde n é a dimensdo da entrada, torna o
neurdnio ainda mais versatil, pois quebra a
condi¢do obrigatoria de no espago aumentado a
superficie separadora ter que passar pela origem.
Fato este indiferente quando se trata apenas de
hiperplanos, porém essencial quando se utiliza
superficies hiperesféricas.

A determinagdo do centro de ativagdo, que
¢ o baricentro das entradas englobadas pela
superficie hiperesférica, s ¢ direta em redes de
uma camada. Neste caso, o centro de ativagdo € o
baricentro da classe a ser identificada. Para redes
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multicamadas, como ndo se sabe a prion quais
sdo as entradas que cada neurénio da primeira
camada  intermediaria  ira  englobar, a
determinagdo do centro de ativagio toma-se
bastante complexa. Uma solugdo possivel ¢
direcionar no inicio do treinamento todos os
centros de ativagdo para o baricentro de todo o
sistema. No decorrer do treinamento. conforme as
saidas dos neurdnios da primeira camada
intermediaria forem se saturando, encaminha-se o
centro de ativagdo de cada neurdnio para o
baricento das entradas por eles englobadas. O
algoritimo de treinamento das coordenadas do
baricentro ¢ dado pela equacgdo (21), onde m € o
vetor de coordenadas, B é a taxa de treinamento ¢
k é o contador de iteragdo, idéntico ao treinamento
de uma -ede counterpropagation.

2D m+1) = (1-B)m(k) + Px(k)

8. CONCLUSOES

" A introdugdo de uma entrada quadratica no
neurdnio tipo perceptron aumenta
consideravelmente a sua capacidade de
classificagio com um pequeno aumento da sua
complexidade, ¢ uma redugdo na complexidade
giobal da rede. O treinamento, entretanto, pode
ficar mais lento, mas esta desvantagem pode ser
superada usando-se o treinamento com centro de
ativagio.
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