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Abstract

In this paper, a wavelet-based neural network is
introduced for nonlinear identification of dynamic systems
with chaotic behavior (chaotic time series). The structure of
the wavelet-based neural network is similar to that of radial
basis function neural network, except that there the activation
function of the hidden nodes is replaced by wavelet functions.
The proposed wavelet-based neural network is evaluated on
two case studies: (i) Hénon map, and (ii) Rossler system.
Simulation results demonstrate the effectiveness of the
proposed identification methodology with wavelet-based
neural network.

1. Introduciao

Os sistemas dindmicos cadticos s@o um topico de
diversas pesquisas nos ultimos anos, pois abrange as
teorias de bifurcagdes, atratores, acoplamentos entre
variaveis, previsdo de séries temporais, sistemas nao-
lineares, controle de sistemas, entre outras [1]-[3]. Em
muitos casos, a aparente aleatoriedade em séries
temporais pode ser devido ao comportamento caotico de
um sistema ndo-linear (mas deterministico) e a
sensibilidade do sistema cadtico as condi¢des iniciais
impede a realizagdo de previsdes de séries temporais
para um horizonte estendido.

Entre as diversas metodologias possiveis para a
identificagdo de sistemas ndo-lineares e/ou previsdo de
séries temporais estdo as redes neurais. Um tipo de rede
neural com propriedades interessantes para estas
aplicagdes ¢ a rede neural de wavelets (RNWs) ou
wavenets. As RNWs sdo uma classe de redes neurais
com uma camada intermediaria, em que as funcdes de
base sdo constituidas de uma familia de fungdes de
wavelets. As RNWs possuem propriedades similares as
redes neurais de base radial e providenciam uma
estrutura matematica eficiente para mapeamentos nao-
lineares.

Neste artigo aborda-se a fundamentagdo matematica
e a utilizacdo de RNWs em dois estudos de caso de
identificagcdo de sistemas com comportamento caotico.
Uma motivagdo ao uso de RNWs ¢ devido aos
resultados promissores de artigos apresentados na
literatura em identificagdo de sistemas dinamicos nao-
lineares usando esta rede neural [4]-[14].
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O artigo ¢ organizado da seguinte forma. Na secdo 2
sdo apresentados nogdes, caracteristicas e algoritmos
para a concepgdo de RNWs. A aplicacdo de RNWs em
identificagdo ndo-linear é apresentada na secdo 3.
Algumas simulagdes numéricas e o resultado da
aplicacdo de RNWs sdo apresentados na secdo 4.
Finalizando, a conclusio e as perspectivas sdo
apresentadas na segao 5.

2. Rede neural de wavelets (RNWs)

Os wavelets oferecem uma estrutura matematica
bem fundamentada para a representacdo de sinais [10]-
[11]. As RNWs, por outro lado, constituem-se em uma
classe de aproximadores universais de fungdes [7] para
identificagdo estrutural (modelos matematicos caixa-
cinza) de sistemas.

As RNWs, de forma similar a outras abordagens de
neurais neurais, sao utilizadas para representar de forma
precisa mapeamentos de entrada e saida de sistemas
dinamicos, através do aprendizado de um conjunto de
dados de treinamento. A representagdo de um
mapeamento ndo-linear pela RNWs depende da: (i)
selecdo apropriada da estrutura da RNWs; (ii) escolha da
fun¢do de ativagdo na camada intermediaria, ou seja, a
funcdo de base wavenet; (iii) escolha dos pardmetros de
translagdo e dilatagdo (escala); e (iv) capacidade do
algoritmo de aprendizado em determinar os parametros
apropriados para a estrutura da RNWs selecionada.

Uma RNW pode ajustar os parametros da
representagdo wavelet de um sistema dinamico.
Entretanto, um procedimento de pré-processamento dos
dados e o conhecimento a priori de parametros para o
projeto da RNW sdo necessarios. Na abordagem
apresentada neste artigo a estrutura da RNW ¢ ajustada
através de um procedimento de ortogonalizacdo de
Gram-Schmidt [12].

A investigacdo da estrutura de uma RNWs,
conforme mencionado na introdugdo deste artigo,
revela semelhancas com a arquitetura de uma rede
neural de base radial, esta uma rede neural com trés
camadas (entrada, intermediaria e saida).

No caso de um problema com N; entradas pode-se
considerar a utilizacdo de wavelets multidimensionais.
Uma escolha simples ¢ a realizagdo do produto de N,
wavelets monodimensionais para cada entrada,
empregando-se as seguintes equagoes:
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onde m ;e d ; s@o vetores de transla¢do e dilatacdo,

respectivamente. Neste estudo, considera-se as RNWs
com representagdo dada pela equagdo:
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A equacdo (3) pode ser vista como uma rede com V;
entradas, uma camada oculta de N, wavelets de
dimensdo N; com um termo de polarizacdo (bias), ao, €
um neurénio linear de saida. A RNW pode ser
representada pelo diagrama da figura 1. Neste artigo foi
escolhida a primeira derivada de uma fungdo gaussiana,

d(x)==%x exp(iO,sz ) , como uma wavelet-mae.
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Figura 1. Estrutura de uma RNWs.

Na proxima se¢do sdo apresentados dois estudos de
caso de sistemas caoticos visando a utilizagdo de RNWs
para a identificagdo ndo-linear destes sistemas
dindmicos.

3. Estudos de caso para identificacdo nio-
linear usando RNWs

3.1. Estudo de Caso 1: Mapa de Hénon

O astrénomo francés M. Hénon, em 1975, mostrou
um interessante fendmeno (os mapas de Hénon),
presente em mapas de Poincaré gerados por equagdes
diferenciais. O mapa de Hénon [13] é dado pela
seguinte equacdo a diferencas:
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x(t+1) =1-a[x(@)* +03x(t-1). (4)
Pode-se observar que dependendo do valor
escolhido para o parametro a, o sistema dindmico exibe
diferentes comportamentos, desde regimes perioddicos
até comportamento de caos deterministico. Neste caso,
o sistema dindmico ¢ sensivel a pequenas perturbagdes
tornando uma tarefa complexa a analise do modelo
matematico que representa o mapa de Hénon.

Neste artigo considerou-se uma série temporal
cadtica composta de 400 valores gerados a partir das
condigdes iniciais x(0)=0,1 e x(1)=0,3 para o parametro
a=1,4. As simulagdes foram configuradas para utilizar-
se 200 amostras para a fase de estimagdo e 200
amostras, para a fase de validagdo do modelo obtido
pela RNWs para o mapa de Hénon.
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Figura 2. Dados usados na previsdo do
mapa de Hénon via RNWs.

3.2. Estudo de Caso 2: Sistema de Rossler

O cientista alemado O. Rdssler [14] prop6s um atrator
cadtico constituido de equagdes diferenciais ndo-
lineares. As equacdes de Rossler sdo [15]:

dx

Z=—y-z, 5
i et (5)
dy
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dt
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que exibem comportamento caodtico para (a, b, c¢) =
(0,36; 0,40; 4,50). O atrator cadtico para este caso €
apresentado na figura 3. Os correspondentes
comportamentos dindmicos nos planos x-y, y-z, e z-x,
sdo também apresentados, estes na figura 4.



Atrator de Rassler

Figura 3. Atrator do sistema de Rossler para
(a, b, ¢) = (0,36; 0,40; 4,50).
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Figura 4. Comportamento dinamico do sistema de
Réssler para (a, b, ¢) = (0,36; 0,40; 4,50).
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Um conjunto de 20000 amostras ¢ utilizado para
identificagdo deste sistema, estes apresentados na figura
5, onde o objetivo ¢ identificar o comportamento
dindmico da coordenada x do sistema de Rossler.

Desde que as equagdes (4)-(6) representam um
sistema dindmico continuo em vez de um sistema
dindmico discreto, necessita-se utilizar um método de
integragdo numérica. Neste caso, escolheu-se o método
de Runge-Kutta de 4* ordem com passo de 0,005 ¢
condigdes iniciais nulas. O experimento foi configurado
para utilizar-se 10000 amostras para a fase de estimagao
e 10000 amostras, para a fase de validacdo do modelo
matematico obtido através de uma RNWs.

Grafico =x(t) x t
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Figura 5. Série temporal da coordenada x usada para
identificag@o do sistema de Rdssler para o caso de
(a, b, ¢) =(0,36; 0,40; 4,50).

4. Resultados de simulacdo para os estudos
de caso

O procedimento de andlise dos resultados obtidos
nos problemas de identificagao ndo-linear é dividido nas
seguintes etapas: (i) obten¢do dos dados de entrada e
saida do sistema dindmico, (ii) escolha da estrutura da
RNWs (nimero de wavelets, escalas e espago de busca),
(iii) determinagdo de um procedimento de otimizagdo da
RNWs (adotou-se o algoritmo do gradiente estocastico
[4] dos parametros das wavelets com 100 épocas de
treinamento para o estudo de caso 1, e 15 épocas para o
estudo de caso 2), (iv) estimagdo dos parametros do
modelo matematico (fase de estimagdo), e (v) validacao
do modelo matematico (fase de validagdo).

O critério de desempenho do erro médio quadratico
(MSE) ¢ calculado pela soma do erro quadratico entre a
saida real, x(#+1), e a saida estimada, % +1), dividido
pelo numero de amostras consideradas do sistema
dindmico a ser identificado. Os resultados obtidos para
a RNWs sao apresentados nas tabelas 1 e 2,
respectivamente.

O numero inicial de wavelets estipulado para a
camada oculta foi obtido através de um procedimento
baseado no critério de Akaike [16]. O critério de Akaike
mede a varidncia dos residuos em relagdo ao niumero de
pardmetros ajustaveis. Neste contexto, adotou-se uma
abordagem de ortogonalizag@o proposta em [17] usando



Gram-Schmidt [12] combinada com a decisdo baseada sritérin o omo de proviodn inal ds Akaike (P EG)

no critério de Akaike [16].
Tabela 1: Resultados obtidos através da RNWs para
o estudo de caso 1 (mapa de Hénon). o0zt
entradas da | wavelets MSE MSE W oo |
RNWs na (estimagdo) | (validagao) "
camada vt |
oculta
x(t-1) 4 3,717x107 | 4,132x10?
x(t-1) .. x(2-2) 16 6,591x10° | 5,759x10°° .
x(t-1) .. x(¢-3) 19 1,636x10° | 5276x10° ! ' B s s vmsts ™ ”’
x(t-1) .. x(1-4) 8 1,609x10™ | 1,669x10 Figura 6. Resultados do critério de previsio final de
x(t-1) .. x(-5) 2 1.401x10™ | 3,705x10” Akaike para a configuragdo inicial da RNWs para
identificagdo do mapa de Hénon
Tabela 2: Resultados obtidos através da RNWs para (19 wavelets na camada oculta).
o estudo de caso 2 (sistema de Rossler).
entradas da | wavelets MSE MSE o1
RNWs na (estimagdo) | (validag@o)
camada o
oculta o
x(t-1) 2 5,437x10* | 6,057x10™
x(t-1) .. x(1-2) 29 2,339x10° | 1,726x10°
x(t-1) .. x(-3) 35 8,727x10™"% | 1,672x10™"

Os resultados de identificacdo através de RNWs
foram promissores para a identificagdo dos dois estudos
de caso apresentados.

Nas figuras 6 a 9 sdo apresentados os graficos
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relacionados ao melhor resultado (ver tabela 1) obtido épocs
com a RNWs para a identificagdo do mapa de Hénon. O Figura 7. Convergéncia da previsdo do mapa de
melhor resultado obtido foi para uma entrada na RNWs Hénon usando RNWs (19 wavelets na camada oculta).

com o vetor [x(z-1) x(z-2) x(z-3)] (ordem 3 para um
modelo auto-regressivo ndo-linear (NAR)) e usando-se ‘ . . . . ‘ .
19 wavelets (também denominados de wavelons ‘ —— e sistema
segundo a convengdo adotada por [4] e [9]). i
Em relagdo ao melhor resultado obtido, na fase de
estimag@o, obteve-se um erro maximo de 5,337x10"3, 0.5
desvio padrio do erro de —4,620x107 e erro médio de
1,2103x10°. Entretanto, na fase de validacdo, quando ¢
verificada a capacidade de generalizagdo da RNWs
obteve erro maximo de 1,763x10™"; desvio padrio do
erro de 4,023x10™ e erro médio 1,613x107. Py
O erro maximo obtido pela RNWs foi aceitavel e

saidas
)

-0.5

nota-se que pelo erro médio (tanto na fase de estimagao s

. - . . . - o 50 100 150 200 250 300 350 400
quanto validag@o) que o procedimento de identificagdo am ostras
usando RNWs obteve um sinal de erro Figura 8. Resultados da previsdo do mapa de Hénon
descorrelacionado (ruido branco ou numero com (19 wavelets na camada oculta).

distribui¢do Gaussiana).
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Figura 9. Erro de previsdo do mapa de Hénon
(19 wavelets na camada oculta).

Nas figuras 10 a 13 sdo apresentados os melhores
resultados obtidos com a RNWs para a identificagdo do
sistema de Rossler, estes resumidos na tabela 2.

critério do erro de previsGo fnal de Akalke (FPEC)

2.5 1
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- w
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Figura 10. Resultados do critério de previsdo final
de Akaike para a configuragdo inicial da RNWs para
identificagdo do sistema de Rossler

(35 wavelets na camada oculta).
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Figura 11. Convergéncia da previsao do sistema de
Rossler usando RNWs (35 wavelets na camada oculta).
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Figura 12. Resultados da previsdo do sistema de
Rossler (35 wavelets na camada oculta).
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Figura 13. Erro de previso do sistema de Rossler
(35 wavelets na camada oculta).

O melhor resultado obtido foi para uma entrada na
RNWs [x(t-1) x(t-2) x(z-3)] com 35 wavelets na camada
oculta da RNWs. Em relagdo ao melhor resultado
preliminar obtido, na fase de estimacdo, obteve-se um
erro maximo de 3,100x10, desvio padrio do erro de
1,238x107 e erro médio de 1,372x107.

Entretanto, na fase de validag@o, quando ¢ verificada
a capacidade de generalizagdo da RNWs foi obtido um
erro maximo de 9,608x10°; desvio padrio do erro de
1,280x10™® ¢ erro médio de 2,901x10°.

O erro maximo obtido pela RNWs foi aceitavel e
nota-se que pelo erro médio (tanto na fase de estimacao
quanto validag@o) que o procedimento de identificagdo
usando RNWs obteve um sinal de erro
descorrelacionado (ruido branco ou nimero com
distribuicdo Gaussiana) de forma similar ao estudo de
caso 1.

Em sintese, os resultados obtidos mostram a
robustez da RNWs na previsdo das séries temporais.
Entretanto, alguns questionamentos podem ser
realizados. A solugdo do problema de selegdo estrutural
que esta presente em uma RNWs depende dos valores
atribuidos a dilatagdes e translagdes das wavelets.

Neste caso, existe um compromisso, a ser estudado
de forma mais aprofundada, entre o nimero de wavelets



selecionados  (complexidade computacional) e a
qualidade de aproximagdo da RNWs para a previsdo de
séries temporais com comportamento dindmico cadtico.

5. Conclusao

As RNWs possuem as vantagens da alta resolugdo do
wavelets e as potencialidades de aprendizado das redes
neurais feedforward. Além disso, as RNWs apresentam
vantagens devido a capacidade de aproximagdo de
fungdes ndo-lineares, rapidez e eficiéncia do
aprendizado, possibilitando a obtencao de resultados
precisos, oferecendo solugdes eficientes para problemas
de aproxima¢dao multidimensional. Estas caracteristicas
motivaram a neste artigo serem apresentados os
fundamentos e a aplicagdo de RNWs para o aprendizado
de sistemas com dindmica caotica.

Foram analisados dois estudos de caso: o mapa de
Hénon e o sistema de Rossler. Os resultados de
simulagdo mostraram que as RNWs apresentaram
aprendizado rapido, convergéncia rapida e boa
aproximacdo da dindmica caotica para os dois estudos
de caso abordados. Estes resultados preliminares
confirmam as propriedades das RNWs de identificarem
sistemas dindmicos que possuem ndo-linearidades e
dindmica com comportamento cadtico.

Os trabalhos futuros envolverdo experimentos
relacionados a analise de aspectos de adaptacdo,
robustez, atraso de transporte, correlacdo cruzada e
algoritmos de poda para as RNWs quando da
identificagdo de séries temporais com a presenca de
ruidos e com pardmetros variantes no tempo.
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