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Abstract

We present a neural network approach for the to-
mographic imaging problem using interpolation methods
and fan-beam projections. This approach uses a parti-
ally connected neural network especially assembled for
solving the tomographic reconstruction problem (without
the need for training). We extended the calculations to
perform the reconstruction with interpolation and to al-
low reconstruction of fan-beam geometry problems. The
main goal is to aggregate speed and quality for the tomo-
graphic reconstruction process.

1. Introdução

Redes neurais j´a foram estudadas como alter-
nativas de reconstruc¸ão de imagens de tomografia
computadorizada[1, 2, 3], numa abordagem convencional
de perceptron multicamada com treinamentobackpropa-
gation. Neste artigo apresentamos uma alternativa para
obtenç̃ao de imagens tomogr´aficas usando redes neurais
parcialmente conectadas, sendo estas conex˜oes determi-
nadas pela geometria do problema e n˜ao necessitando de
treinamento, conforme trabalho j´a desenvolvido anterior-
mente para projec¸ões obtidas com raios paralelos [4, 5].

Expandimos aqui a abordagem para reconstruc¸ão com
interpolaç̃ao e projec¸ões com feixes radiais (fan-beam),
que considera o uso de uma linha de detetores eq¨uidis-
tantes. Esta geometria ´e considerada mais pr´oxima das
configurac¸ões reais dos equipamentos[6]. Para o feixe ser
considerado paralelo, cada detetor deveria ter uma fonte
de radiac¸ão alinhada correspondente. No caso do equi-
pamento possuir uma ´unica fonte pontual, os detetores
farãoângulos diferentes com a fonte conforme a distˆancia
da fonte de radiac¸ão aos detetores. Se a distˆancia da
fonte de radiac¸ão aos detetores ´e grande, o feixe pode
ser considerado paralelo, utilizando-se ent˜ao o algoritmo
da retroprojec¸ão filtrada convencional. Caso contr´ario,
os ângulos entre fonte e detetores ser˜ao representativos,
resultando em projec¸ões e imagem final distorcidas.

Na figura 1, temos o modelo (phantom) de Shepp-
Logan, bastante utilizado na literatura [6, 7], empregado
para demonstrac¸ão do efeito. A meta neste artigo con-
siste, além da busca de velocidade, em melhorar a qua-

lidade das imagens obtidas considerando-se o m´etodo da
interpolaç̃ao e as projec¸ões fan-beam. O algoritmo de
reconstruc¸ão dever´a ser ent˜ao modificado para prevenir
distorç̃oes que possam ser introduzidas na imagem final.

Figura 1: Imagens reconstru´ıdas de um mesmo modelo
(phantom) de Shepp-Logan. Em (a) temos a reconstruc¸ão de
projeç̃oes com algoritmo considerando a geometria de raios pa-
ralelos. Caso as projec¸ões sejam obtidas conforme a geometria
fan-beam, o mesmo algoritmo de reconstruc¸ão produzirá a ima-
gem distorcida mostrada em (b).

A rede neural parcialmente conectada utilizada para
a retroprojec¸ão filtrada, tal como apresentada em [4, 5] e
com os pesos previamente calculados, ter´a assim de so-
frer certas modificac¸ões, passando a ter caractersticas de
uma retroprojec¸ão filtradaponderada. Esta ponderac¸ão
estará diretamente relacionada aos ˆangulos existentes en-
tre fonte e detetores.

2. Métodos

Uma projec¸ão tomográfica de um objeto ´e obtida
quando se atravessa este mesmo objeto por um feixe de
radiaç̃ao e este feixe projete uma ”sombra”em um an-
teparo devidamente colocado (figura 2). As proprieda-
des deste objeto tais como massa ou densidade espec´ıfica
irão apresentar resistˆencia exponencial `a penetrac¸ão da
radiaç̃ao[7, 8],

I = I0exp

{∫
L

f(x, y)du
}

(1)

O sinal observado consistir´a na relac¸ão logar´ıtmica,
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p = ln

(
I0
I

)
(2)

O par(s, θ) representa as coordenadas do raio relativas
ao objeto,s representando o deslocamento da projec¸ão e
θ o ângulo ao qual a projec¸ão está sendo obtida. O valor
p(s, θ) representa o valor da projec¸ão nestas coordenadas.
As projeç̃oes são obtidas assim para v´ariosângulos, e o
problema da reconstruc¸ão irá residir no mapeamento de
p(s, θ) para o espac¸o da imagem de maneira a obter os
pontosf(x, y) referentes `a sec¸ão projetada do objeto.

Figura 2:Feixe de radiac¸ão atravessando um objeto.

A transformada de Radon, definida como a integral
de linha ao longo da linha inclinada a um certo ˆanguloθ
do eixoy e à distâncias da origem, descreve o processo
de formac¸ão da projec¸ão. A transformada inversa de Ra-
doné o que se deseja calcular para obtenc¸ão da imagem
tomográfica:

f(r, φ) =
(

1
2π2

) ∫ π

0

∫ +∞

−∞

∂dp
∂ds (s, θ)

rcos (θ − φ) − s
ds dθ

(3)
sendo(r, φ) as coordenadas polares da imagem a ser re-
constru´ıda. A quantidadep(s, θ) queé a projec¸ão medida
pelos detectores ´e chamada desenogramaou também de
raio-soma, simbolizando o somat´orio dos pontos repre-
sentados porf(r, φ) ao longo do raio a uma distˆancia
s e ânguloθ. Com este mapeamento, cada ponto em
(s, θ) terá sua linha correspondente em(r, φ). A maio-
ria dos equipamentos, no entanto, utiliza como m´etodo
para a reconstruc¸ão da imagem n˜ao a transformada in-
versa mas a retroprojec¸ão filtrada, por uma maior facili-
dade num´erica.

Na figura 3 vemos o feixe incidindo sobre um objeto
produzindo um perfil sobre uma linha de detetores. O
pontoA se refere ao ponto sobre esta linha de detetores
onde incide um raio particulars. Pode-se trac¸ar uma reta
paralela a esta linha cruzando a origemO. Assim a li-
nha reta perpendicular que passa porA ′ refere-se ao raio-
soma produzindo um valor de projec¸ãop(s, θ). O ângulo
θ refere-se ent˜ao aoângulo formado pelo segmentoOA ′
com o eixox. O deslocamentos, equivalente ao seg-
mentoOA′, pode assim ser representado pela seguinte
relaç̃ao geom´etrica

s = r cos(θ − φ) (4)

Esta equac¸ão é fundamental para a compreens˜ao
do processo de reconstruc¸ão tomográfica, mostrando

Figura 3: Representac¸ão geom´etrica das projec¸ões com raios
paralelos.

a relaç̃ao puramente geom´etrica entre o dom´ınio das
projeç̃oes e o dom´ınio espacial, n˜ao sendo relacionada
ao conte´udo espec´ıfico das projec¸ões ou da imagem final.

Até aqui a explicac¸ão sobre reconstruc¸ão tomográfica
se baseou em feixe de raios paralelos atravessando o ob-
jeto. Quando tratamos de projec¸õesfan-beama fonte de
radiaç̃aoé considerada pontual e existe uma linha de dete-
tores no lado oposto do objeto. O objeto ent˜aoé rotacio-
nado gerando o conjunto de projec¸ões da sec¸ão do objeto
[6, p.397]. Existem dois tipos de projec¸ões fan-beam:
intervaloseqüidistantesou eqüiangularesentre deteto-
res. Neste artigo trataremos das projec¸ões com intervalos
eqüidistantes.

Na figura 4, temos a fonte localizada no pontoS, a
uma certa distˆanciaD da origem dos eixos e rotacionada
por umânguloβ. O raio-soma incidindo emβ produz um
valor de projec¸ão na linha de detetores sobre o segmento
D1D2. Transpondo-se esta linha para um segmento ima-
ginárioD′

1D
′
2 , temos que o deslocamentos′ referente ao

segmentoOA′ vem a ser a seguinte express˜ao [6, p.410]

s′ =
r cos(β − φ)

U
(5)

onde temosβ ao invés deθ, que representa agora o ˆangulo
que a linha representada pela fonte-detetor1 faz com o
eixo y, assumindo valores no intervalo[0, π]. Pode-se
notar a divisão do termo `a direita da equac¸ão 4 pelo termo
de ponderac¸ãoU , queé fornecido pela express˜ao

U = 1 +
r sin(β − φ)

D
(6)

onde temosD como sendo a distˆancia da fonte `a origem
do plano do objeto. QuandoD → ∞, U → 1, e a ex-
pressão 5 equivaler´a à 4. Portanto, com a fonte a grande

1O ânguloθ se refere `a linha de detetores (que ´e perpendicular `a
linha fonte-detetor) em relac¸ão ao eixox, sendo tamb´em sua faixa de
trabalho no intervalo[0, π].
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distância do objeto, a geometriafan-beamequivaleà ge-
ometria de feixe de raios paralelos.

Figura 4: Representac¸ão geom´etrica das projec¸ões dadas por
feixe fan-beam.

A imagem tomogr´afica pode ser obtida com a
reconstruc¸ão a partir das projec¸ões, utilizando o algo-
ritmo da retroprojeç̃ao filtrada [7, 8], desenvolvido por
Ramachandran e Lakshminarayanan. Em nossa aborda-
gem, a retroprojec¸ão filtradaé implementada por duas
redes parcialmente conectadas para tirar proveito do pa-
ralelismo desta estrutura e fornecer maior rapidez no
cálculo[4, 5]:

1. Rede parcialmente conectada para filtragem

2. Rede parcialmente conectada para retroprojec¸ão

A seguir descrevemos as redes de retroprojec¸ão filtrada
bem como as alterac¸ões necess´arias à reconstruc¸ão de
CT com projec¸õesfan-beam.

2.1. Rede de Retroprojec¸ão

O operador de retroprojec¸ão é definido no intervalo
0 ≤ θ < π. A quantidadef(x, y) é chamada de
retroprojec¸ão deq(s, θ), assumindo que s˜ao as projec¸ões
previamente filtradas. Este operador deve ser entendido
como sendo uma acumulac¸ão dos raios-soma cruzando
o ponto(x, y). Portanto, ´e feita a integrac¸ão dos raios-
soma que recaem sobre a sen´oide dada pela equac¸ão 4.
Na figura 5 vemos como exemplo v´arias sen´oides sobre
o plano(s, θ), e na figura 6 a contribuic¸ão dos pontos
sobre esta sen´oide para o ponto(x, y) na imagem final.
Expressa em coordenadas polares, a equac¸ão na forma
contı́nuaé dada por

f(r, φ) =
∫ π

0

q(rcos(θ − φ), θ) dθ (7)

A forma discreta da equac¸ão anterior ´e

f(r, φ) =
1
M

M∑
i=1

q(rcos(θi − φ), θi) (8)

onde osθi são osângulos obtidos a intervalos fixos∆θ.
Considerando-se a geometria de projec¸õesfan-beam,

a equac¸ão discreta da retroprojec¸ão é assim definida[6,
p.412]

f(r, φ) =
1
M

M∑
i=1

1
U2

q(
rcos(βi − φ)

U
, βi) (9)

Figura 5:Senóides sobre o plano de projec¸ões.

Figura 6: Contribuic¸ão dos pontos em(s, θ) sob a sen´oide
para um ponto(x, y) da imagem final.

Para o deslocamento calculado pela equac¸ão 4 de-
verı́amos obter valores de ponto flutuante. Caso trunque-
mos o valor para uma posic¸ão discreta, poucos pontos
relevantes(s, θ) irão contribuir para um ponto na ima-
gem final. A figura 7 mostra uma ”ampliac¸ão”mostrando
como os pontos est˜ao espac¸ados, gerando desta forma
uma imagem de baixa resoluc¸ão.

Figura 7:Ampliação de trecho da sen´oide mostrando os pontos
calculados conforme a equac¸ão 4.

Para resolver este problema, lanc¸amos mão do
método da interpolac¸ão [8, 9] para fazer um bom uso do
valor des. Se temos um resultado paras como ponto flu-
tuante,é lógico então utilizar dois pontos adjacentes no
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plano(s, θ) para alimentar o pontof(x, y) do plano da
imagem final. Veja a figura 8.

Figura 8:Ampliação de trecho da sen´oide mostrando os pontos
utilizados no m´etodo da interpolac¸ão.

Entretanto, a express˜ao da rede neural parcialmente
conectada pode ser interpretada como casos especiais de
uma soluc¸ão genérica, envolvendo a total conex˜ao entre
os pontos dos planos(s, θ) e (r, θ) ou (x, y). Uma rede
neural do tipofeedforwardtotalmente conectada ´e cons-
truı́da a partir de uma combinac¸ão linear tal como [10],

yj =
N−1∑
i=0

wjixi (10)

onde cada sa´ıda yj está conectada `a entradaxi através
de um pesowji. Portanto, fazendo um paralelo desta
equac¸ão com a f´ormula de retroprojec¸ão 8, a express˜ao
genérica da total conex˜ao entre os planos de projec¸ões e
imagem reconstru´ıda vem a ser

f(r, φ) =
1

NM

N∑
j=1

M∑
i=1

wjiq(sj , θi) (11)

onde cada ponto na imagem final est´a totalmente co-
nectado por pesoswji a todos os pontos do plano de
projeç̃ao. Oı́ndicej se refere a valores de deslocamento
no intervalo[1, N ] (ondeN é o número de pontos da
projeç̃ao) enquanto que o ´ındice i está na faixa[1,M ]
(ondeM é o número de de projec¸ões ouângulos).

O primeiro caso especial sob esta soluc¸ão genérica re-
flete a situac¸ão exposta pela equac¸ão 4, sem interpolac¸ão,
com a seguinte f´ormula,

f(r, φ) =
1
M

M∑
i=1

wiq(s, θi) (12)

deduzida da equac¸ão anterior e tendo os pesos

wi = 1 (13)

e os valores des dados pela equac¸ão 4.2

Considerando-se a geometriafan-beame fazendo um
paralelo com a equac¸ão 9, os pesos passam a ser dados
por

wi = U−2 (14)

2Coms sendo dependente deθ, r eφ, diminui-se o grau de liberdade
paras proposto na equac¸ão 11, eliminando-se assim o ´ındicej.

O segundo caso avanc¸a um pouco mais considerando
a interpolac¸ão. Apenas os dois pontos adjacentes no
eixo s contribuem para a conex˜ao no ponto da imagem
à frente, e a f´ormulaé dada por

f(r, φ) =
1
M

M∑
i=1

[w1iq(�s�, θi) + w2iq(�s�, θi)] (15)

O valor des na fórmula 15é calculado pela equac¸ão
4, �s� refere-se ao valor truncado des; e �s� significa
o teto des. Para os pesosw1i e w2i, as fórmulas s˜ao
definidas por

w1i = �s� − s = �s� − r cos(θi − φ) (16)

e

w2i = s− �s� = r cos(θi − φ) − �s� (17)

Torna-se ´obvio a partir das equac¸ões 16 e 17 de que
os pesos conservam a propriedade de serem complemen-
tares,

w1i = 1 − w2i (18)

ambos pertencendo ao intervalo[0, 1].
Sob aótica da geometria de projec¸õesfan-beam, para

que a equac¸ão 15 continue sendo v´alida, o cálculo dos
pesos deve ser modificado para as seguintes express˜oes

w1i = U−2 (�s′� − s′) (19)

e

w2i = U−2 (s′ − �s′�) (20)

É relevante salientar que o algoritmo de reconstruc¸ão uti-
lizando redes neurais parcialmente conectadas demanda
duas fases: aconstruç̃ao da rede e aalimentaç̃ao da
mesma. A construc¸ão envolveria as f´ormulas 16 e 17 no
caso de feixe de raios paralelos, e 19 e 20 para o caso
da geometriafan-beam. Com os pesos previamente cal-
culados e a rede montada, a alimentac¸ão da rede para a
obtenç̃ao da imagem final utiliza a f´ormula 15 para os
dois casos (assumindo queθi ≡ βi).

2.2. Rede de Filtragem

A rede de filtragem ´e constru´ıda com a mesma
orientaç̃ao dos trabalhos anteriores [4, 5] com algumas
diferenças para o caso da geometriafan-beam. No caso
do passo de filtragem com raios paralelos, os valores da
projeç̃ao são convolu´ıdos [7, 8, 11] de acordo com a se-
guinte fórmula,

q(n, θ) =
N∑

k=1

h(n− k)p(k, θ), n = 1..N (21)

A função de transferˆenciah é dada pelo filtro deno-
minadoRam-Lak, expresso por
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h(n) =




1
4 , n = 0
0, n par
−1

n2π2 , n ı́mpar.
(22)

A f órmula 21 expressa uma convoluc¸ão comN coefi-
cientes. A rede de filtragem nada mais ´e do que um filtro
FIR (finite impulse response), e assim utiliza-se como pe-
sos um n´umero finito de coeficientes que s˜ao os valores
da resposta impulsional.

Para o caso da geometriafan-beam, as projec¸ões
(agora denominadasp′) precisam, antes da fase de filtra-
gem, ser multiplicadas por um fator de ajuste dado por
[6],

p(n, θ) = p′(n, θ)
D√

D2 + n2
(23)

Após o ajuste, ´e feita a convoluc¸ão conforme a
equac¸ão 21 com os coeficientes do filtroRam-Laksendo
modificados para

h(n) =




1
8 , n = 0
0, n par
−1

2n2π2 , n ı́mpar.
(24)

O processo completo de reconstruc¸ão consiste ent˜ao
na propagac¸ão da projec¸ão por estas duas redes (filtragem
e retroprojec¸ão) ligadas em cascata.

3. Resultados

Abaixo temos a comparac¸ão dos per´ıodos dispendi-
dos pelos algoritmos respectivos, para uma rede neu-
ral parcialmente conectada com interpolac¸ão. Foi utili-
zado um microcomputador com processador Pentium IV
1.6 GHz. Os tempos foram obtidos de m´edias de 1000
execuc¸ões dos algoritmos.

Tabela 1:Tempos Dispendidos com Algoritmo Convencional
de Retroprojec¸ão (em ms) com imagens 100x100 pixels

Algoritmo Raios paralelos Fan-Beam

Sem Interpolac¸ão 293 512
Com Interpolac¸ão 369 707

Tabela 2:Tempos Dispendidos na Construc¸ão da RNPC (em
ms) com imagens 100x100 pixels

Algoritmo Raios paralelos Fan-Beam

Sem Interpolac¸ão 250 524
Com Interpolac¸ão 347 656

A utilização das redes neurais parcialmente conecta-
das comec¸a a ter vantagens quando v´arias imagens refe-
rentes a sec¸ões de um objeto precisam ser reconstru´ıdas

Tabela 3:Tempos Dispendidos na Execuc¸ão da RNPC (em ms)
com imagens 100x100 pixels

Algoritmo Tempo

Sem Interpolac¸ão 57
Com Interpolac¸ão 108

em sequˆencia, tal como uma representac¸ão 3-D. Compa-
rando com a retroprojec¸ão convencional dada na tabela
1 o tempo colocado conforme o algoritmo e a geometria
fan-beamseria multiplicado pelo n´umero de sec¸ões. Ao
passo que na rede a sua construc¸ão dada pelos tempos da
tabela 2 seria executada uma ´unica vez, e apenas o tempo
de execuc¸ão dado pela tabela 3 multiplicado pelo n´umero
de sec¸ões do objeto a serem reconstru´ıdas. Na figura 9 te-

Figura 9:Comparac¸ão entre a imagem reconstru´ıda dophan-
tomSheep-Logan de dimens˜oes 100x100, sem interpolac¸ão (a)
e com interpolac¸ão (b).

mos a comparac¸ão entre imagens reconstru´ıdas sem (9a)
e com interpolac¸ão (9b) , mostrando uma imagem melhor
definida no segundo caso. Na figura 10 temos um gr´afico
comparativo entre a reconstruc¸ão de imagens sem e com
interpolaç̃ao, mostrando para uma faixa vari´avel de coe-
ficientes de filtro a medida de PSNR3 do erro (diferenc¸a)
em relac¸ão a imagem original dophantomShepp-Logan,
demonstrando a maior fidelidade de uma imagem recons-
truı́da usando interpolac¸ão a partir de determinada quan-
tidade de coeficientes de filtro.

Na figura 11 fazemos uma comparac¸ão tomando
como base uma imagem reconstru´ıda pela geometria de
raios paralelos de tamanho 256x256 (semelhante `a apre-
sentada na figura 1a). Se as projec¸ões de origem fo-
rem calculadas pela geometriafan-beam, fazendoD =
20, devemos utilizar este mesmo valor no algoritmo
de reconstruc¸ão, para obtermos uma imagem fiel (vi-
sualmente pr´oxima da figura 1a). Comparamos agora
várias imagens reconstru´ıdas pela geometriafan-beam
onde consideramos a distˆanciaD variando em uma certa
faixa (supondo que n˜ao conhecemos o valor deD no ins-
tante da reconstruc¸ão). O gráfico mostra tal comparac¸ão

3Medida relativa de pico de sinal-ru´ıdo em determinada escala de
cores[7, p.59].
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Figura 10:Gráfico demonstrando imagens reconstru´ıdas com
interpolaç̃ao superiores conforme a medida de qualidade por
PSNR.

expressa pelo PSNR destas imagens em relac¸ão à ima-
gem base. Cada ponto se refere a uma medida de PSNR
e traçamos uma curva polinomial obtida com ofitting
destes pontos. Observamos ent˜ao um ponto de m´aximo
próximo aD = 20, indicando que na vizinhanc¸a deste
ponto a reconstruc¸ão pela geometriafan-beamtende a ge-
rar uma imagem bem aproximada daquela quando consi-
deramos a reconstruc¸ão baseada no feixe de raios parale-
los.
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Figura 11: Gráfico da medida de PSNR de imagens recons-
truı́das pela geometriafan-beamem relac¸ão a uma imagem re-
constru´ıda com raios paralelos, comD variável.

4. Conclus̃ao

Foram apresentadas neste artigo a formalizac¸ão das
redes neurais parcialmente conectadas abrangendo o caso
de interpolac¸ão e a geometria de projec¸õesfan-beam. Es-
tas redes n˜ao necessitam de treinamento sendo seus pesos
previamente calculados. Esta implementc¸ão quando em
hardware paralelo dever´a permitir obtenc¸ão de imagens
tomográficas com maior velocidade.

É interessante ressaltar que a relac¸ão entre os espac¸os

de projec¸ões e de imagem ´e puramente geom´etrico,
mesmo em projec¸ões fan-beam. Considerando que o
tamanho de imagem a ser reconstru´ıda e o n´umero de
projeç̃oes venham a ser invariantes, qualquer imagem
pode ser reconstru´ıda pela rede de retroprojec¸ão a par-
tir de projeç̃oes que venham a ser apresentadas `a entrada
da rede.

Em certas situac¸ões onde tenhamos um efeito de
distorç̃ao devido ao aspecto geom´etrico das projec¸ões
fan-beam, a rede neural parcialmente conectada pode ser
ajustada e reproduzir a imagem fielmente, conforme a
distância a que esteja o objeto da fonte de radiac¸ão. Em
alguns casos reais, os algoritmos de reconstruc¸ão chegam
a ser ajustados empiricamente, com um fator de correc¸ão
encontrado por tentativa e erro para reconstruir a imagem
final. Em estudos futuros a abordagem se estender´a ao
uso da geometriafan-beamlevando-se em conta uma li-
nha de detetores eq¨uiangulares.
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