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Abstract 
 

A Biased Wavelet Network (BWN) based controller 
is employed in this paper for application in mobile 
robot, with kinematic described in cartesian 
coordinates. The problem here concerns trajectory 
tracking and Yamamoto’s dynamic model is employed. 
Lyapunov second method is used for establishing stable 
weight adaptation laws and the control system stability. 
Structural adaptation is used to improve the control 
performance. Simulations results  are also presented.    
 
 
1. Introdução 
 

O problema de controle e navegação autônoma de 
robôs móveis tem sido bastante estudado recentemente, 
em virtude da possibilidade de automação de vários  
processos industriais, inclusive na realização de tarefas, 
que dificilmente podem ser executadas com êxito pelo 
ser humano. Este artigo trata do problema específico de 
controle de robôs móveis em um plano. 

Um trabalho relevante utiliza uma rede neural 
artificial (RNA) [1], onde o modelo cinemático é 
descrito em coordenadas retangulares. 

Em [2] foi usado um controle dinâmico baseado em 
uma rede wavelet com bias (RWB) e adaptação 
estrutural combinado a um controlador cinemático em 
coordenadas polares. Deduziu-se ainda a prova de 
estabilidade do sistema de controle.  

Neste trabalho será proposta uma lei de controle 
cinemática em coordenadas retangulares baseado em [3] 
e um controlador adaptativo,  utilizando uma RWB, com 
adaptação estrutural e atualização de pesos on-line, 
usando o modelo dinâmico  proposto por Yamamoto[4]. 

As principais contribuições deste trabalho são:  
1) prova de estabilidade do sistema de controle, baseado 
em uma rede wavelet com bias, usando-se o método 
direto de Lyapunov, empregando o modelo dinâmico de 
Yamamoto em combinação com o modelo cinemático 
em coordenadas retangulares. 
2) avaliação de desempenho em situações realistas, 
mediante o emprego de parâmetros do robô móvel 
MagellanTM, e comparação com o controlador 
cinemático/robusto, objetivando explicitar a melhoria de 
desempenho proporcionada pela RWB. 
3) avaliação via simulação do efeito causado pela 
variação da distância entre o ponto de guiamento e o 

ponto médio, situado entre as rodas motrizes do robô 
móvel (d≠0), com objetivo de verificar a robustez do 
sistema de controle. 
 
2. Controle cinemático 
 

Considere a Figura 1, em que o robô desloca-se no 
plano, cuja posição é dada pelo vetor de postura do 
centro de massa  p = (xc yc θ)T. 

 
 

Figura 1: Robô móvel e sistemas de coordenadas 
 
Seja v a velocidade linear e ω a velocidade angular 

do centro de massa do robô. O modelo cinemático 
correspondente é descrito por 
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onde xc , yc  e θ  representam as  coordenadas do centro 
de massa do robô e o parâmetro d é definido como a 
distância entre o ponto de simetria P e o ponto de 
guiamento C (centro de massa). 

Considere a Figura 2, na qual o robô C descrito na 
Figura 1, pelas coordenadas p=[ xc  yc θ ]T de seu centro 
de massa e por v e ω, deve rastrear o robô fictício R 
(referência), também descrito pela equação cinemática 
(1), que desloca-se com velocidade linear vr e angular 
ωr, cuja posição é obtida através de suas coordenadas pr 
=[ xr  yr θr]T.  

Seja  ep o erro de postura calculado no sistema de 
coordenadas do robô de referência {R,Xr,Yr}, dado por 
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     Figura 2 : Robô móvel e robô de referência 

 

pe = R(θr)(p – pr)                                            (2) 

ou seja, 
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onde  R(θr) = 















−

100
0)()(
0)()(

rr

rr

θcosθsin
θsinθcos

 é a matriz de 

rotação. 
Derivando-se (3), obtém-se a dinâmica do erro de 

postura  
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A lei de controle cinemática proposta neste trabalho, 

que garante convergência assintótica do erro de postura 
ep para o caso em que o parâmetro d=0, é dada por, 
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onde  Aθ, ℑxy e ℑθ  são constantes positivas, definidos 
como  ganhos do controlador.  
Prova de estabilidade da lei de controle: Seja a 
candidata a função de Lyapunov  

V(ex,ey,eθ)= 2222

2
1)(

2
1

θθ eAee yx ++                     (6) 

Derivando-se a equação (6), obtém-se 

θθθθ eeAeeeeeeeV yyxxyx &&&& 2),,( ++=               (7) 

Substituindo-se a equação (4) em (7), resulta   
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E finalmente usando-se a lei de controle, definida na 

equação (5), em (8), obtém-se  
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que é negativa semi-definida. 

Derivando-se a Equação (9), verifica-se que 
),,( θeeeV yx

&& é limitada. Do Teorema de Barbalat, pode-

se inferir que  ex , eθ , ey , 0→ convergem assintotica-
mente para zero, concluindo a prova. 

 
3. Modelo dinâmico 
 

Para representar o modelo dinâmico do robô, pode-
se recorrer ao formalismo de Lagrange, usado em [4].  A 
equação dinâmica assume a forma  

 
M(q) q&& + Vm(q, )q&  + N( )q&  + τd = E(q)τ − AT(q)λ   (10)    

onde M(q) ∈ nxnℜ  é a matriz de inércia, simétrica, 
positiva definida, )( qq,Vm & ∈ 1nxℜ é a matriz de Coriolis, 

)(qN & o vetor de força atrito, τd denota distúrbios  
limitados incluindo dinâmica não modelada, E(q) ∈ 

nx2ℜ  a matriz de transformação do controle, τ ∈ 12xℜ  
o vetor de controle, A(q) ∈ mxnℜ é a matriz contendo as 
restrições de movimento e λ ∈ 1mxℜ o vetor contendo os 
multiplicadores de Lagrange (n=5 e m=3). 

Define-se também os seguintes parâmetros, 
 

P: interseção do eixo de simetria com o eixo das rodas; 
C: centro de massa; 
d: distância entre P e C; 
r1: raio da roda dianteira; 
r2: raio da roda direita; 
r3: raio da roda esquerda; 
2R: distância entre as rodas; 
ϕd , ϕe : ângulo da roda direita e esquerda respectivamente; 
q: coordenadas generalizadas, [ xc  yc   θ  ϕd  ϕe ]T; 
mc: massa do robô sem rodas e motores;        
mw: massa de cada conjunto de roda e motor; 
Ic: momento de inércia do robô sem rodas e motores em relação ao 
eixo vertical através de P; 
Iw: momento de inércia de cada roda e motor em relação ao eixo de 
cada roda; 
Im: momento de inércia de cada roda e motor em relação ao eixo 
vertical através do diâmetro; 
m = mc + 2.mw; 

Iw = mw ;Rd 22 )( +   

Im = mw );r( 2
1  

It = Ic + 2.Iw + 2.Im ; 
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Neste trabalho será considerado que r = r1 = r2 = r3. 
As matrizes A(q), M(q), )( qq,V & , E(q) e S(q) podem 

ser encontradas em [4]. 
O modelo cinemático neste sistema de coordenadas é 

descrito por       
q& = S(q)η                     (11) 

onde η = [ ed ϕϕ && ]T, representa o vetor de velocidades 
angulares da roda direita e esquerda, respectivamente.  
De acordo com [1] e usando-se a equação (11), pode-se 
reescrever a equação (10), da seguinte  forma 

M η&  + mV η  + dτηN +)(  = τ             (12) 

onde M , mV , dτ,ηN )( e τ  encontram-se definidos em 
[1]. O vetor formado pela velocidade angular de cada 
roda do robô relaciona-se com o vetor formado pela 
velocidade linear e angular do centro de massa do robô, 
através da expressão     
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4. Rede wavelet com bias 
 

Considere uma rede wavelet feedforward com três 
camadas, n entradas, m saídas, com funções de ativação 
wavelet e radial  na camada escondida, descrita por                     
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                             (14) 
onde Nh representa o número de wavelons da camada 
escondida, xk um componente do vetor de entrada da 
rede, ψ(.) a função de ativação wavelet, ς(.) a função de 
ativação do termo de bias,  dj o parâmetro de translação, 
vjk, o parâmetro de dilatação, ωij, o parâmetro de saída 
da função wavelet, uij,  o parâmetro de saída da função 
de bias. Os termos θvj ,θwi e θui, correspondem aos 
offsets dos wavelons da camada escondida e das 
camadas de saídas (wavelet e bias).  

Em notação matricial, a equação (14) será dada por 
Y = )()( DVxUςDVxWψ −+−      (15) 

que difere da parametrização convencional pelo segundo 
termo da equação. 

As wavelets possuem a propriedade de representação 
de funções ∈ L2(Rn), além de serem bem localizadas no 
tempo e em frequência. Assim, uma função não-linear 
f(x) ∈ L2(Rn) pode ser aproximada por, 

f(x) = εDVxUςDVxWψ +−+− )()(      (16) 
onde ε é o erro de aproximação da função. Uma 
estimação da função f(x) pode ser obtida por, 

)ˆˆ(ˆ)ˆˆ(ˆ)(ˆ DxVςUDxVψWxf −+−=               (17) 

Definição  1   }ˆˆˆˆ{ˆ D,V,U,WdiagZ TT=  como a matriz de 
pesos da RWB. 

VVV ˆ~
−= , WWW ˆ~

−= , UUU ˆ~
−= e DDD ˆ~

−=  como o 
erro de estimação dos pesos das matrizes V, W, U e D, 
respectivamente. 

Neste trabalho será utilizada a wavelet mãe 

ψ(z)= )
2

().(
2zexpzcos −  e uma função de bias gaussiana  

ς(z)= )
2

(
2zexp − , onde , ˆˆ D xVz  −=  corresponde ao 

vetor de entrada dos wavelons da camada escondida. 
Definição 2 Dado o vetor de velocidade de controle vc, 
o erro de velocidade no modelo dinâmico é definido 
como ec = ∑vc – η. 

Convém definir o erro de rastreamento de velocidade 
no modelo cinemático como eck = vc – ∑−1η. A relação 
entre os dois erros é dada por 

ec = ∑eck                 (18) 
onde eck = [ev   eω]T. 

A equação dinâmica (12) pode ser reescrita em 
termos de ec [1], 

cMe& = − mV ec   − τ  + f(x) + dτ
a            (19) 

onde o vetor dτ  representa distúrbios limitados 
incluindo incertezas dinâmicas não modeladas e f(x) = 
M ∑ cv&  + mV ∑vc + )(ηN é a característica não- linear 
do robô, contendo todos os parâmetros dinâmicos, como 
massa, inércia, coeficientes de atrito e outros que 
dificilmente podem ser estimados com precisão. O vetor 
x requerido para estimação de f(x) é dado por 

TT
c

T
c

T ]Σ1[ vv &Ση , obtido diretamente do controle 
de velocidade e via realimentação do sinal  de 
velocidade do robô.  
 
4.1. Adaptação estrutural 
 

Em [5] é proposto um algoritmo de adaptação 
estrutural de uma rede wavelet, utilizada no controle de 
um manipulador robótico. O objetivo desta técnica é 
ajustar em tempo real o número de wavelons da camada 
escondida, eliminando aqueles que não contribuem no 
processo de estimação, reduzindo desta forma o custo 
computacional. 

Os wavelons da camada escondida podem ser 
subdivididos em três conjuntos de acordo com os 
coeficientes da camada de saída,  

                                                           
a dτ é gerado aleatoriamente, usando-se uma distribuição normal 

de média nula e desvio padrão σ, isto é, N(0;σ). 
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L+: ∀j  se  ||Wj||t − ||Wj||t−∆t > µ1  
L0: ∀j  se   −µ2 ≤ ||Wj||t − ||Wj||t−∆t ≤ µ1   
L−: ∀j  se   ||Wj||t − ||Wj||t−∆t < −µ2    
O processo de adaptação estrutural é definido 

conforme as seguintes regras: 
• Seleciona-se um nó de L− para ser removido a cada 

instante de tempo t. 
• Se N(L+) ≠ 0, introduza um nó na estrutura, onde 

N(.) é o número de elementos de um conjunto. 
• O número de nós Nh possui um limite inferior 

igual a um e superior igual a Nhmax. 
Os nós que pertencem ao conjunto L0 não interferem 

no processo de adaptação. Quando um nó é inserido, 
seus respectivos pesos são inicializados 
randomicamente, com média nula e desvio padrão igual 
a 0.01. 
 
4.2. Controle dinâmico via RWB 
 

Considerando-se a característica não-linear do robô, 
a dificuldade de modelagem de alguns parâmetros 
dinâmicos e incertezas não estruturadas (distúrbios), 
utiliza-se uma lei de controle dinâmico similar a [1],  

τ = (x)f̂  + k4Iec − γ                 (20) 
sendo  γ   dado por, 
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onde k4, kz1 e kz2 são constantes positivas, FZ ||ˆ||  é a 

norma frobenius de Ẑ , ZM o limite superior da norma 
frobenius da matriz Z, )(ˆ xf  é uma estimativa de 
f(x),obtida através da RWB e γ é o termo robusto.  
Usando-se a expansão de Taylor, de forma similar a [1], 
tem-se 
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onde  

δ = (ε + dτ ) + )(ˆ~ DVx.ΨW − + )~~(1 DxVWO −  

+ )(ˆ~ DVx.ΦU − + )~~(2 DxVUO −                (23) 

sendo )~~( DxVO1 − , )~~(2 DxVO − termos de ordem superi-

or , Ψ̂ e Φ̂ , as notações matriciais das derivadas das 
funções de ativação wavelet e bias, respectivamente. A 
norma de δ  é limitada por  
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(24) 
sendo Ci , i=0,1,2,3,4,5,6 constantes positivas. 
Teorema  Dado o sistema não-holonômico (figura 3) 
descrito por (11) e (12)  com q coordenadas 
generalizadas e m restrições dinâmicas, considere as 
seguintes suposições:  

- K4 = k4I, com k4 sendo  constante e positivo 
- O controle cinemático dado por (5) e o  

controle dinâmico, dado por (20). 
        - a lei de adaptação dos pesos da RWB dada por, 
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onde F,G, J e H são matrizes positivas definidas e  k 
uma constante positiva, definida no projeto. Então,  o 
erro de postura ep, o erro de rastreamento de velocidade 
ec, o erro de estimação dos pesos da RWB )~(Z  são 
uniformemente localmente limitados (UUB). 
Prova: Considere a candidata a função Lyapunov, 

V(ep,ec, Z~ )= 1
2222
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Figura 3: Controle do robô móvel via RWB  
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Diferenciando-se V(ep,ec, Z~ ), obtém-se 
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Usando-se as equações (18),(22),(25),(26), a 
propriedade de anti-simetria de mVM 2−& [1] e [6] resulta  
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Para que os dois primeiros termos sejam negativos é 
preciso que, 

2
8
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De [5], tem-se que )ˆ(~ TWsignW = )~(~ T
jWWsignW − = 

)~(~ T
jWsignW − = )~( jWabs− , visto que W=0 para j∈ L−. 

Substituindo-se as  equações (21) e (24) em (30), e 
considerando  

kz1>C3 ; kz1> C5 ; kz2> C4 ; kz2> C6;       (32) 
e  
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Definindo-se k’=k−C2 , kkCC ′+= 2/)Z( M17   e 

considerando  k>C2 , tem-se 
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Para que o termo entre colchetes em (35) seja positivo, é 
preciso que 
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A figura 4 indica a região de convergência. 
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Figura 4: Região de convergência. 
 

5. Resultados de simulações 
 

Com objetivo de avaliar o desempenho do 
controlador proposto, foram realizadas simulações em 
MATLAB,  utilizando-se os parâmetros do robô móvel 
MagellanTM : mc = 22.9644 Kg; mw = 0.5678 Kg; Ic = 
0.4732Kg.m2; Iw=0.0198Kg.m2; Im= 0.0018 Kg.m2; 
d=0.02m; r=0.057m; R=0.18m; )5.0;0(Nτd = ; 

||)(|| ηN  ≤ 4.0  N;                   
O robô parte com condição inicial (1.15,0,π/3). 

Foram definidos os seguintes ganhos do controle: 
Aθ=0.5, ℑxy=0.5, ℑθ=0.5, k4 = 0.01, kz1 = 10-4,kz2 = 10-4, 

ZM=10,F=G=H=J=0.2INhxNh,k=0.45,µ1=0.007, µ2=0.005 
e Nhmax=15. Foi considerado ainda nesta simulação um 
período de amostragem T= 0.01 s e saturação da 
velocidade linear e angular do robô,  |v| ≤ 2.5 m/s e |ω| ≤ 
3π/2  rad/s.  

São apresentados os gráficos das trajetórias de 
referência  e do robô, bem como dos sinais de erro de 
postura e do número de wavelons da camada escondida,  
de acordo com a convenção: 

• Controle I – controle cinemático/robusto. 
• Controle II – controle RWB. 

Foi considerada a seguinte trajetória de referência: 
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Figura 5: Trajetória de referência/robô(controle I) 
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Figura 6: Trajetória de referência/robô(controle II) 
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Figura 7: Sinais de erro de postura 
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Figura 8: Evolução do número de wavelons 

 
 
As figuras 6 e 7 indicam a convergência do erro de 

postura com a utilização da rede wavelet com bias 
(controle II), compensando o efeito do ruído e da força 
de atrito. Pode-se observar que nos trechos menos 
suaves da  trajetória a RWB introduziu novos wavelons 
para melhorar o desempenho do controlador (Figura 8).  

 
6. Conclusões 
 

Neste trabalho foi proposta uma lei de controle 
baseado em uma RWB, semelhante ao proposto em [2] 
com adaptação estrutural e ajuste de pesos on-line, 

inicializados randomicamente, com média nula e desvio 
padrão de 0.01, mas utilizando um controlador 
cinemático em coordenadas retangulares e o modelo 
dinâmico proposto em [4], mais completo do que o 
utilizado em [1]. A utilização da RWB permite tratar 
casos nos quais os parâmetros dinâmicos do robô não 
são conhecidos exatamente ou variam no tempo, da 
mesma forma que a RNA, mas com a possibilidade de 
adaptar a estrutura da rede em tempo real. A prova de 
estabilidade do sistema de controle foi efetuada usando-
se o método direto de Lyapunov. 

O termo de bias na função de ativação facilita a 
representação de funções vetoriais de média não nula, 
adicionando  mais um grau de liberdade, além de 
representar de forma mais precisa os componentes de 
baixa frequência do sinal a ser estimado. O algoritmo de 
adaptação estrutural descarta os wavelons que não 
contribuem no processo de estimação, como também 
insere novos wavelons na medida em que o erro de 
estimação tende a crescer. 

O termo robusto γ é esssencial na prova de 
estabilidade, e impede que os estados do sistema 
dinâmico venham a divergir durante o período 
transitório, enquanto os pesos da RWB estão em 
processo de convergência. 
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