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Abstract

This work presents performance and convergence
comparisons among different kinds of neural equalizers
and standard decision feedback equalizers. The chan-
nels investigated here are considered linear, nonlinear,
fixed and time-varying added with white Gaussian noise.
The digital communication system employed in all simu-
lations is BPSK and the learning algorithms applied for
training are Kalman and RTRL.

1. Introdução

Hoje em dia, a grande maioria dos sistemas de
comunicac¸ão, empregados em diversas aplicac¸ões,é do
tipo digital. Assim como, na comunicac¸ão anaĺogica,
os sinais contendo informac¸ões codificadas digitalmente
são degradados pelo canal de comunicac¸ão, chegando
ao receptor de forma distorcida e com certo nı́vel de
ruı́do. Esta deteriorac¸ão do sinal causa um aumento na
taxa de bits errados (BER) que chega ao receptor. Val-
ores elevados da BER podem, a depender do sistema de
decodificac¸ão utilizado, levar a uma reduc¸ão da quali-
dade da informac¸ão (som, voz e imagem) ou forc¸ar a
reduç̃ao da taxa de transmissão. Para minimizar os efeitos
danosos, introduzidos pelos canais de comunicac¸ão, s̃ao
utilizados equalizadores e sistemas de codificac¸ão robus-
tos [1]. Os equalizadores, em particular, são utiliza-
dos para compensar as distorc¸ões, atrav́es de um pro-
cesso de identificac¸ão do canal e filtragem inversa. Há
várias d́ecadas equalizadores vêm sendo utilizados em
sistemas de comunicac¸ão. As arquiteturas mais conheci-
das s̃ao aquelas que utilizam filtros de resposta ao im-
pulso finita (FIR) [2]. T́ecnicas mais eficientes foram
introduzidas em seguida, como por exemplo, os chama-
dos equalizadores com realimentac¸ão do sinal detectado
(DFE) [1][2] e os equalizadores neurais (NE) [3][4][5].
As primeiras arquiteturas de NE utilizadas foram as do
tipo perceptron de multicamadas (MLP), treinadas com
algoritmo de retro-propagac¸ão (BP) [3]. Em seguida
vieram os NE baseados em redes completamente recor-
rentes (FRN), com treinamento através de aprendizado
recorrente de tempo real (RTRL) [4][5]. Outros arti-
gos t̂em sido reportados na literatura, incluindo aqueles
que discutem sobre equalizac¸ão de canais variantes no
tempo [6]. Entretanto, até a presente data, não foram
encontrados artigos que apresentem aplicac¸ões de MLP
recorrentes (RMLP) em problemas de equalizac¸ão, par-

ticularmente aquelas treinadas com algoritmos do tipo
Kalman, como: filtro de Kalman estendido (EKF) e fil-
tro de Kalman com transformac¸ão unscented (UKF) [7].
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Figura 1: Sistema de comunicac¸ão com um equalizador
do tipo DFE.

A Fig. 1 mostra o diagrama em blocos de um sis-
tema de comunicac¸ão que utiliza um equalizador com
realimentac¸ão do sinal detectado. A variável s(t) rep-
resenta um sinal bińario do tipo BPSK ou PAM (-1 ou
+1) queé transmitido por um canal de comunicac¸ão cuja
transformada Z da func¸ão resposta ao impulsoh(t) é
igual a

H(z) = h0 + h1z
−1 + h2z

−2 + . . . + hnz−n (1)

O sinal que chega ao receptoré fornecido por

r(t) = h(t) ∗ s(t) + n(t) (2)

No caso de canais não-lineares, o sinal que chega ao re-
ceptoré dado por

r(t) = f{h(t) ∗ s(t)} + n(t) (3)

sendof{} uma funç̃ao que introduz a ñao-linearidade no
sistema en(t) um rúıdo branco com distribuic¸ão gaus-
siana de ḿedia zero e variância igualσ2. O simbolo∗
representa a operac¸ão de convoluc¸ão.

Como foi dito anteriormente, os equalizadores tradi-
cionais, com realimentac¸ão do sinal detectado, utilizam
filtros do tipo FIR ou transversos e são caracterizados
pela a equac¸ão de diferenc¸as

y(t) =
M−1∑
k=0

a(k)r(t − k) +
N−1∑
k=0

b(k)ŝ(t − k) (4)
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ou na forma vetorial

y(t) = war(t) + wbŝ(t) (5)

sendor(t) = [r(t) r(t − 1) r(t − 2) · · · r(t − M)]T

e ŝ(t) = [ŝ(t) ŝ(t − 1) ŝ(t − 2) · · · ŝ(t − M)]T ,
enquanto quewa = [a0 a1 a2 · · · aM−1] e wb =
[b0 b1 b2 · · · bN−1]. A estimativa do sinal transmitidóe
ent̃ao obtida classificando-se os valoresy(t) na sáıda do
equalizador atrav́es da func¸ão

ŝ(t) =
{

+1, para y(t) > 0
−1, para y(t) < 0 (6)

Os coeficientes dos filtros que compõe o equal-
izador s̃ao obtidos tradicionalmente transmitindo-se uma
seq̈uência de treinamento e empregando-se um dos al-
goritmos do tipo gradiente, como por exemplo, LMS e
RLS [2]. A funç̃ao custo utilizada neste casoé o erro
quadŕatico, dado por

J = e2(t) = [d(t) − ŝ(t)]2 (7)

onded(t) representa os sı́mbolos conhecidos, utilizados
durante o processo de estimac¸ão dos coeficentes do filtro.

2. Neuroequalizadores

Os neuroequalizadores analisados aqui podem ser as-
sociados a tr̂es tipos de redes neurais artificiais: redes
completamente recorrentes (FRN), redes do tipo Elman e
redes recorrente do tipo multicamada (RMLP) com duas
camadas escondidas. A Fig. 2 mostra cada uma das ar-
quiteturas destes equalizadores. A descric¸ão mateḿatica
para cada modelóe apresentada a seguir.
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Figura 2: Neuroequalizadores do tipo:(a) RMLP, (b) FRN
e (c) Elman.

- Equalizadores baseado em rede do tipo FRN:

x(t) = ϕ{W1[r(t)T x(t − 1)T ŝ(t − 1)T 1]T } (8)

sendo a sáıda dada por

y(t) = x0(t) (9)

- Equalizadores baseado rede do tipo Elman:

x(t) = ϕ{W1[r(t)T x(t − 1)T ŝ(t − 1)T 1]T } (10)

sendo a sáıda fornecida por

y(t) = W2[x(t)T 1]T (11)

- Equalizadores baseado em rede do tipo RMLP:

x1(t) = ϕ{W1[r(t)T x1(t − 1)T ŝ(t − 1)T 1]T } (12)

e

x2(t) = ϕ{W2[x1(t)T x2(t − 1)T 1]T } (13)

sendo a sáıda

y(t) = W3[x2(t)T 1]T (14)

Em todas as arquiteturas, as entradas de valor
unitário est̃ao associadas a polarizac¸ão (bias) dos
neur̂onios, enquantoW1, W2 e W3 são as ma-
trizes dos pesos sinápticos. Os vetoresxi(t) =
[xi0(t) xi1(t) xi2(t) · · ·]T representam as saı́das dos i-
ésimas camadas da redes neurais,y(t) a sáıda de cada
rede eϕ{} as funç̃oes de ativac¸ão que, no caso deste ar-
tigo, s̃ao todas tangentes hiperbólicas.

Em geral, os equalizadores baseados em redes do
tipo FRN s̃ao treinados através do algoritmo RTRL, sua
descriç̃aoé mostrada em [8].

3. Filtros de Kalman

O treinamento dos neuroequalizadores, baseados em
redes do tipo Elman e RMLP, podem ser realizados
atrav́es de algoritmos para estimac¸ão de par̂ametros que
utilizam o conceito de filtragem de Kalman.É de con-
hecimento geral que estes algoritmos são baseados nas
equac¸ões de processo e medic¸ão. No caso de algoritmos
aplicados̀a estimac¸ão de par̂ametros, como por exemplo
na determinac¸ão dos pesos sinápticos de uma rede neural,
essas equac¸ões s̃ao, respectivamente, escritas como [8]

w(t + 1) = w(t) + ω(t) (15)

y(t) = h{w(t), r(t),x(t − 1)} + ν(t) (16)

ondeω(t) é denominado de erro de processo eν(t) de
erro de medic¸ão. O vetorw(t) cont́em os elementos das
matrizes apresentadas nas equac¸ões (10) e (11) para o
caso de redes Elman ou (12), (13) e (14) para caso de
redes RMLP. Enquanto o vetorh representa as saı́das do
modelo neural antes da adic¸ão do rúıdoν(t).
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3.1. Filtro de Kalman Estendido (EKF)

Como os neuroequalizadores são modelos ñao-
lineares, ent̃ao, para se aplicar o filtro de Kalman
torna-se necessário a linearizac¸ão deh utilizando-se um
aproximac¸ão de Taylor de primeira ordem, o que dá
origemà jacobiana

H(t) =
∂h
∂w

∣∣∣∣
w=ŵ(t)

(17)

Aplicando-se esta jacobiana no algoritmo filtro de
Kalman tradicional obt́em-se a vers̃ao estendida (EKF)
para modelos ñao-lineares, ou seja,

A(t) = [R(t) + HT (t)P(t)H(t)]−1 (18)

K(t) = P(t)H(t)A(t) (19)

ŵ(t + 1) = ŵ(t) + K(t)e(t) (20)

P(t + 1) = P(t) − K(t)HT (t)P(t) + Q(t)(21)

sendo e(t) = d(t) − y(t) o vetor erro, R(t) =
E[ω(t)ω(t)T ] a matriz covarîancia do rúıdo de medic¸ão,
Q(t) = E[ν(t)ν(t)T ] a matriz covarîancia do rúıdo de
processo eP(t) = E[w(t)w(t)T ] a matriz covarîancia
dos par̂ametros. Essas matrizes são inicializadas como
segue:

R(0) = η−1I (22)

Q(0) = qI (23)

P(0) = ε−1I (24)

onde, neste artigo,I é a matriz identidade,ε = q = 0, 01
eη = 0, 1.

3.2. Filtro de Kalman Unscented (UKF)

O cálculo da jacobianaH pode ser suprimido do al-
goritmo de Kalman e ainda se obter uma aproximac¸ão
de pelo menos primeira ordem, através do uso da
transformac¸ão unscented(UT). Com esta abordageḿe
possivel se obter as estatı́sticas das variáveis aleat́orias de
sáıda de um processo não-linear.

Considerando-se que vetor pesos sinápticosw (L×1)
constitui as varíaveis aleat́orias que se quer aplicar a
transformac¸ão unscentede que a sáıda do neuroequal-
izadoré representada pory = f{w}, ent̃ao, utilizando-se
a médiaw̄ e a matriz covarîanciaPw, pode-se obter as
estat́ısticas dey atrav́es de2L+1 valores representativos
dew. Este valores, conhecidos como pontos sigma, po-
dem ser agrupados numa matrizχ, tal que

χ = [χ0 χ+
i χ−

i ] (25)

sendo

χ0 = w̄ (26)

χ+
i = w̄ + (

√
(L + λ)Pw)i, i = 1, . . . , L (27)

χ−
i = w̄ − (

√
(L + λ)Pw)i−L, i = L + 1, . . . , 2L(28)

ondeλ = α2(L+κ)−L é um fator de ajuste eα uma con-
stante que determina o espalhamento dos pontos sigma
em torno da mediāw. Em geral o valor atribuido aα é
pequeno e positivo, na faixa0, 001 < α < 1. A constante
κ é um segundo fator de ajuste cujo valoré igual a3−L.

Quando os pontos sigma são introduzidos como en-
trada num sistema não-linear, que no nosso caso são os
neuroequalizadores, os valores de saı́da que se obtém s̃ao
representados por

Yi = f(χi) (29)

A média e a covariância da varíavel de sáıda podem ser
obtidas, respectivamente, através das medias ponderadas
[14]

ȳ ≈
2L∑
i=0

W m
i Yi (30)

Py ≈
2L∑
i=0

W c
i (Yi − ȳ)(Yi − ȳ)T (31)

onde os pesos são fornecidos por

W m
0 =

λ

L + λ

W c
0 =

λ

L + λ
+ (1 − α2 + β) (32)

W m
i = W c

i =
1

2(L + λ)
, i = 1, 2, . . . , 2M

Os ı́ndicesm and c est̃ao relacionados com a média
e covarîancia, respectivamente. A constanteβ é uti-
lizada levando-se em considerac¸ão conhecimentos a pri-
ori da distribuiç̃ao dew. No caso de distribuic¸ões gaus-
sianas o valoŕotimo deβ é 2. Maiores detalhes sobre
a transformac¸ãounscentedpode ser obtida na referência
[7].

O algoritmo UKF para a estimac¸ão de par̂ametrosé
descrito a seguir:
- Inicializa-se os pesos sinápticos e a matriz covariância

ŵ(0) = E [w] (33)

P(0) = E[(w − ŵ(0))(w − ŵ(0)T ]. (34)

- Calcula-se, parat = 1, 2, . . ., os pontos sigma

Γ(t) = (L + λ)(P(t) + Q(t)) (35)

W(t) =
[
ŵ(t) ŵ(t) +

√
Γ(t) ŵ(t) −

√
Γ(t)

]
(36)

D(t) = h {W(t), r(t), ŝ(t), x(t − 1)} (37)

y(t) = h {ŵ(t), r(t), ŝ(t), x(t − 1)} ou (38)
2L∑
i=0

W m
i Di(t)

- Atualiza-se as matrizes covariância e os pesos sinápticos

Pyy(t) =
2L∑
i=0

W c
i [Di(t) − ŷ(t)] [Di(t) − ŷ(t)]T
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+R(t) (39)

Pwy(t) =
2L∑
i=0

W c
i [Wi(t) − ŵ(t)] [Wi(t) − ŵ(t)]T

(40)

Υ(t) = Pwy(t)P−1
yy (t) (41)

ŵ(t + 1) = ŵ(t) + Υ(t)e(t) (42)

P(t + 1) = P(t) − Υ(t)Pyy(t)ΥT (t) (43)

Lembrando-se queR(t) e Q(t) são incializadas de
acordo com (22) e (23), respectivamente.

4. Simulações e Resultados

Os resultados apresentados nesta sec¸ão est̃ao divi-
didos em grupos de acordo com o tipo de canal de
comunicac¸ão. Todos os equalizadores analisados aqui
utilizam, de uma forma ou de outra, realimentac¸ão do
sinal detectado e seus coeficentes foram obtidos a partir
de treinamento on-line. As discussões sobre resultados
são baseadas nas curvas de convergência e de taxa de bits
errados (BER). Primeiro serão mostradas comparac¸ões
entres os neuraequalizadores e os DFEs tradicionais, apli-
cados a canais lineares. O segundo grupo de resulta-
dos envolve a aplicac¸ão de equalizadores em canais não-
lineares e, por fim, no ultimo grupo são comparados os
desempenhos dos equalizadores em canais variantes no
tempo.

4.1. Canais lineares

Dois tipos de canais lineares foram considerados nas
simulaç̃oes. Suas func¸ões de transferencias sãoH1(z) =
0, 407 + 0, 815z−1 + 0, 407z−2 e H2(z) = 0, 227 +
0, 46z−1 + 0, 688z−2 + 0, 46z−3 + 0, 227z−4. Ambas
representam canais telefônicos t́ıpicos, sendo que uma
ańalise do espectro associado a segunda revela um nulo
no meio da banda de passagem, isto faz com que o canal
2 seja de dif́ıcil equalizac¸ão.

A Fig. 3a mostra uma comparac¸ão de converĝencia
para tr̂es equalizadores, quando aplicados num sistema
de comunicac¸ão que utiliza o canal 1. Um delesé o DFE
tradicional com treinamento baseado no algoritmo LMS e
os outros dois s̃ao os neuroequalizadores FRN utilizando
RTRL e Elman com treinamento baseado no EKF. En-
quanto que a Fig. 3b mostra a mesma comparac¸ão
para o canal 2. Pode-se observar em ambas as fig-
uras que a arquitetura Elman tem o melhor desempenho
em termos de convergência. Na Fig. 3b, fica claro
tamb́em que o canal 2́e de dif́ıcil equalizac¸ão. Nes-
tas simulac¸ões foram consideradas uma relac¸ão sinal-
ruı́do de 16dB. Todas as curvas representam a média de
100 experimentos independentes. O equalizador DFE
considerado aqui tem três entradas (M = 3) e quatro
realimentac¸ões (N = 4), o neuroequalizador FRN tem
três entradas e 4 neurônios, enquanto que o Elman tem
três entradas, quatro realimentac¸ões e uma camada es-
condida com 3 neurônios recorrentes. O instante de de-
cisão dos equalizadores tem atraso de duas amostras. Em

todas as simulac¸ões foram utilizados, durante o processo
de aprendizagem on-line, os seguintes parâmetros: taxa
de aprendizagem de 0,1 para os algoritmos LMS e RTRL;
η = 0, 1 e δ = 0, 01 para o algoritmo EKF.
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Figura 3: Comparac¸ão de converĝencia para diferentes
arquiteturas: (a) canal 1 e (b) canal 2.

As Fig. 4a e Fig. 4b mostram os desempenhos dos
equalizadores com relac¸ão a BER. Observa-se mais uma
vez a performance superior do neuroequalizador baseado
na estrutura Elman. Para uma relac¸ão sinal-rúıdo de 16dB
a diferenc¸a na a taxa de erro entre a arquitetura Elman e
FRN é expressiva no caso do canal 2. Nota-se também
que o desempenho do neuroequalizador FRN em frente
aos DFE tradicionaiśe praticamente o mesmo. Todas as
curvas s̃ao resultado da ḿedia de 20 experimentos inde-
pendentes. O treinamento on-line foi efetuado com uma
seq̈uência de 100 sı́mbolos para o canal 1 e 200 śımbolos
para o canal 2. O ńumero de śımbolos utilizados na
mediç̃ao das BERs foi de 10000.

4.2. Canais não-lineares

Para analisar a performance dos neuroequalizadores
na presenc¸a de canais de comunicac¸ões ñao-lineares foi
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Figura 4: Comparac¸ão em func¸ão da BER para diferentes
arquiteturas: (a) canal 1 e (b) canal 2.

escolhido o mesmo canal adotado em [5], onde o sinal
recebidoé fornecido porr(t) = u(t) + 0, 2u2(t), sendo
u(t) = h3(t) � s(t) e H3(z) = 0, 3482 + 0, 8704z−1 +
0, 3482z−2.

A Fig. 5 mostra uma comparac¸ão de desempenho en-
tre os neuroequalizadores FRN e Elman treinados com os
algoritmos RTRL (no caso do FRN), EKF e UKF. Nota-se
que os equalizadores baseados na arquitetura Elman tem
desempenho superior ao FRN, sendo que aquele onde os
coeficientes foram obtidos com UKF tem a melhor per-
formance.

O neuroequalizador FRN utilizado neste experimento
tem as mesmas caracterı́sticas daquele utilizado no ex-
perimento anterior. A estrutura Elman neste caso tem
três entradas, duas realimentac¸ões e dois neurônios recor-
rentes na camada escondida. Todas as curvas apresen-
tadas na Fig. 5 s̃ao resultado da ḿedia de 20 experimen-
tos independentes. O treinamento on-line foi efetuado
com uma seq̈uência de 100 sı́mbolos e 10000 foram em-
pregados na determinac¸ão das taxas de bits errados.
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Figura 5: Desempenho em func¸ão da BER para diferentes
arquiteturas.

4.3. Canais variantes no tempo

As simulaç̃oes para canais variantes no tempo foram
executadas utilizando um modelo de canal baseado num
processo markoviano de2a ordem. Este modelo foi
obtido excitando-se um filtro Butterworth de segunda
ordem com rúıdo branco gaussiano de média zero e
variância 1. O resultadóe uma func¸ão resposta ao im-
pulso com coeficientes que variam aleatóriamente no
tempo, conforme a func¸ão de transferência mostrada a
seguir:

H(z) = h0(t) + h1(t)z−1 + h2(t)z−2 (44)

A Fig.6 mostra a variac¸ão dos coeficentes da func¸ão
de transfer̂encia, eq. (44), para a condic¸ão de fading
rápido (fc = 0, 5Hz) e muito ŕapido (fc = 1Hz), onde
fc é a freq̈uência de corte do filtro Butterworth. Já
a Fig. 7 apresenta o comportamento dos neuroequal-
izadores para diferentes taxas defading. Observa-se que
o equalizador baseado em redes completamente recor-
rentes (FRN) tem um ṕessimo desempenho em ambas
as situac¸ões, enquanto que o equalizador do tipo Elman,
treinados com EKF e UKF, atinge valores razoáveis de
BER, particulamente quando treinado com UKF. O neu-
roequalizadores utilizados neste experimento tem as mes-
mas caracterı́sticas daqueles utilizados no experimento
anterior. Todos as curvas apresentadas na Fig. 7 são
resultado de 100 experimentos independentes, onde 100
śımbolos foram utilizados como seqüência de treina-
mento e 1000 śımbolos para medic¸ão das taxas de erros.

5. Conclusões

Pelos resultados apresentados neste trabalho, pode-
se afirmar que os equalizadores baseados em redes neu-
rais do tipo Elman, com coeficientes obtidos a partir
de treinamento on-line utilizando-se algoritmos do tipo
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Figura 6: Variac¸ão dos coeficientes do canal de
comunicac¸ão em func¸ão do tempo parafading(a) ŕapido
(0,5Hz). e (b) muito ŕapido (1Hz)

EKF e UKF, apresentam um melhor desempenho em con-
verĝencia e na taxa de bits errados em todos os tipos
de canais estudados aqui. A convergência ŕapida, intro-
duzida pelos filtros de Kalman, possibilita a realizac¸ão
de treinamento ou estimac¸ão dos coeficientes dos neu-
roequalizadores através de seq̈uências de comprimentos
curtos. Esta caracterı́sticaé extremamente importante em
sistemas de comunicac¸ão sem fio, onde o as condic¸ões
do canal podem varia rapidamente ao longo do tempo. O
desempenho dos neuroequalizadores treinados com o al-
goritmo UKFé superior a todos os outros, por estimar de
maneira mais eficiente as estatı́sticas dos sinais de saı́da
destes equalizadores. A desvantagem deste algoritmos
est́a na sua complexidade e no longo tempo de processa-
mento quando comparados com as outras duas técnicas
apresentadas.
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