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Transformadas Quanticas de Fourier e de Hartley

Bernardo Lula Jr., Bruno B. Albert e Francisco M. de Assis

Resumo— Uma descoberta notavel ocorrida na area da teoria
da informacgdo e computagdo quéantica foi a prova de existéncia
de um algoritmo quéntico para fatoracdo de inteiros de n — bits
com complexidade O(n?lognloglogn) operagdes. Este algo-
ritmo é exponencialmente mais eficiente que o melhor algoritmo
classico correspondente que exige O (exp(n'/®log??)) operagdes.
A razao para a eficiéncia do algoritmo quantico mencionado é a
existéncia de um algoritmo para o calculo da transformada de
Fourier quantica (QFT) de complexidade O((log N)?) enquanto
o melhor algoritmo classico (FFT) tem complexidade O(N log N)
para uma instancia de tamanho N (em geral N = 2"). Este artigo
focaliza de modo tutorial a QFT e introduz as transformadas de
Hartley quanticas definindo-as e verificando algumas de suas
propriedades mais importantes.

Palavras-Chave— Tranformada discreta de Fourier quantica,
transformada discreta de Hartley quantica.

Abstract— A remarkable discovery inside quantum informa-
tion and quantum computation areas was the proof of existence
of an effective quantum algorithm to find prime factorization
of n — bit integers with complexity O(n?lognloglogn) op-
erations. Such that algorithm is exponentially more efficient
that the best corresponding classical algorithm that requires
O(exp(n'/?log??)) operations. The reason for such quantum
algorithm impressive efficacy is the existence of an algorithm to
calculate the quantum Fourier transform (QFT) with complex-
ity O((log N)?), while the best classical (FFT) corresponding
algorithm has complexity O(N log N) for instances of size N(in
general N = 2"). This article focus like a tutorial on QFTs
and focus on quantum Hartley transforms introducing them and
verifying some of their more important properties.

Keywords— Quantum Fourier transform, Quantum Hartley
transform

I. INTRODUCAO

No computador, tal como conhecido hoje, a informacgio €
representada por grandezas que obedecem as leis da fisica
classica tais como niveis de tensdo e ciruitos logicos. Paul Be-
nioff, no inicio da decada de 80, e mais tarde Richard Feynman
vislumbraram a possibilidade de usar grandezas representadas
pela mecanica quantica para o desenvolvimento de algoritmos
computacionais. O estado quintico representando um bit de
informagéo é chamado de bit quintico ou simplesmente qubit.
Duas polarizagdes distintas de um féton pode ser um exemplo
de um qubit no estado 0 ou no estado 1.

Como em circuitos 16gicos tem-se as portas ldgicas, no
lado quantico tem-se as portas légicas quanticas que reali-
zam operagdes sobre o estado de um ou mais qubits. Estas
operagdes sdo a base para a construgdo de um computador
quéntico. No entanto, devido ao principio da superposicdo na
mecanica quantica, os qubits podem assumir outros estados
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diferentes dos estados classicos 0 e 1. Com isso o computador
quantico pode realizar operagdes de modo mais eficiente
que o computador cldssico que utilize operacdes booleanas
convencionais.

Peter Shor mostrou, em 1994 [1], que um computador
quéntico pode encontrar os fatores primos de um nimero com-
posto de modo mais eficiente do que um computador conven-
cional. Como a fatora¢@o de inteiros estd na base dos sistemas
criptograficos de chave piblica modernos, o resultado de Shor
torna esses sistemas obsoletos uma vez que o computador
quéntico seja uma realidade. Dessa forma pesquisadores tém
investido um esforco considerdvel na determinacdo da classe
de problemas que sdo passiveis de um aumento na velocidade
quando sdo colocados sob o ponto de vista quantico.

Como elemento bédsico do algoritmo de Shor, e de vdrios
outros algoritmos quénticos interessantes, estd a transformada
de Fourier discreta quantica (QFT), definida de maneira similar
a transformada de Fourier discreta classica (DFT). A QFT
¢ introduzida de modo tutorial na Secdo III. A principal
contribuicdo deste artigo € a verificacio de algumas pro-
priedades da transformada discreta de Hartley quantica (QHT),
cuja correspondente cldssica apresenta propriedades interes-
santes para certas aplicacdes. Até onde vai o conhecimento dos
autores, a QHT ainda ndo estd sendo explorada nos algoritmos
quanticos.

O artigo estd organizado da seguinte forma: na Secdo II
apresenta-se de maneira suscinta os fundamentos da mecanica
quéntica, a notacdo utilizada e uma descricdo das portas
quénticas; na Secdo III sdo mostradas as transformadas
quanticas discreta de Fourier e de Hartley provando algumas
de suas propriedades. Finalmente na Secdo IV apresenta-se
uma conclusio do trabalho.

II. NOTAQAO E FUNDAMENTOS

Grande parte da teoria da mecanica quantica estd baseada na
dlgebra linear e equagdes diferenciais. Entretanto, sob o ponto
de vista da teoria da informagdo e computagdo quanticas, essa
teoria pode ser encarada como um conjunto de postulados
sobre espagos vetoriais de Hilbert [2]. Na mecanica quantica
utiliza-se freqiientemente a notag@o de Dirac, bastante eficiente
na descricdo dos sistemas quanticos.

Matematicamente, um estado quintico em um espago com-
plexo de Hilbert de dimensao N = 2" € representado por
um vetor de dimensdo N designado por |¢). Nesta notagdo
o elemento |.) é chamado de ket. Se o vetor |j), para j =
0,1,..., N — 1, representar um elemento da base ortonormal
de um espacgo de Hilbert, entdo pode-se escrever

N-1

) = a;ld) )

=0
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em que a; sdo nimeros complexos e devem satisfazer a
condi¢ao de normalizagdo laj|* = 1. Na notagdo padrdo
da mecénica quéntica, o produto interno entre dois vetores |v)
e |w), pertencentes a um espago vetorial, é representado por
(v|w), em que (v| é a notacdo usada para o vetor dual do
vetor |v). Também define-se um produto externo, que € util
na representagdo de operadores lineares. Seja |v) e |u) vetores
do espaco de Hilbert V' e |w) um vetor do espaco de Hilbert
W, entdo o produto externo |w){v| é um operador linear de
V em W definido por

(fw) (w))]u) £ Jw){v|u) = (v]u) |w). (2)

A evolucdo de um sistema quantico isolado se dd por
meio de tranformagdes unitdrias que devem ser reversiveis.
Assim, dado um estado |¢), ele pode evoluir para o estado
Uly) por meio do operador (matriz) unitdrio U. O operador
ser unitdrio significa que UUT = U'U = I, em que [
representa o operador identidade e 1 é o conjugado transposto.
O operador U é chamado de adjunto ou conjugado hermitiano
do operador U.

Finalmente, a concatenacdo de dois estados quanticos de
dimensdes N = 2™ e M = 2™ representados por |¢)) e |)
respectivamente € o produto tensorial entre esses dois estados
definido por

[¥) @ |e)

(Z az‘|i>> ® ;bjm

i

= aibjli)l) A3)
2%
= aibjlij)
,J
em que |ij) é um vetor no espago de dimensdo 27+™,

A. Portas Quanticas

Tal como os computadores cldssicos sdao constituidos por
portas 16gicas, também os computadores quanticos podem ser
representados por portas quanticas que podem ser conectadas
para realizar um determinado algoritmo. Uma maneira con-
veniente de se representar uma porta quantica é na forma
matricial. A seguir sdo apresentadas algumas dessas portas
quanticas.

As portas que atuam sobre um unico qubit podem ser
repesentadas por matrizes 2 x 2. As trés portas definidas abaixo
estdo entre as mais importantes e sdo chamadas de matrizes
de Pauli.

01 0 —¢ 1 0
x=[Vo] =0 220 &

Estas portas transformam o estado |1)) = a¢|0) + ay|1), nos
estados

]- “)

X[Y) = ao|l) + a1/0)
Y|¢) = i(ao|l) — a1]0)) Q)
Z|¢> = aol0) — a1[1)

A porta X € a chamada de porta NOI' pela sua equivaléncia
com a porta NOI' cldssica. Trés outras portas quanticas também
sd0 importantes, e sdo mostradas a seguir

1 1 0 1 0
A S |
(0)

Estas portas transformam o estado |¢)) = ap|0) + ay|1), nos
estados

1 1

H = 1 -1

H|4) = ao |O>\j§|l> tay |0>\;§|1>
Slp) = (aol0) +ia|1)) @)

T|ih) = aol0) + €™ ay 1)

A porta H é chamada de porta de Hadamard, a porta S de
porta de fase e a porta T de porta /8. E bom lembrar que
todas essas matrizes sdo unitdrias, ou seja, preservam a norma
do qubit.A Figura II-A mostra a representacdo de uma porta
de um udnico qubit, em que o U representa uma das portas (X,
Y, Z, H, S ouT).

U

Fig. 1. Representagdo de uma porta quantica para um unico qubit

Das portas quanticas que atuam em dois (ou mais) qubits,
a mais conhecida é a porta NOI' -controlada ou ONOI . Nesta
porta, mostrada na Figura II-A, a linha de cima representa o
qubit de controle e a outra linha representa o qubit alvo. A

4657

Fig. 2. Representagdo da porta NOI -controlada

acdo da porta pode ser descrita da seguinte forma, se o qubit
de controle for 0, entdo o qubit alvo ndo € alterado, agora se
o qubit de controle for 1 o qubit alvo é negado, (equivalente
a passar por uma porta NOI' ). Esta porta pode servista como
uma generalizacdo da porta cldssica XOR, assim uma outara
maneira de se descrever a porta QNOI' € através da expressdo

|, 5) — li,i & j), ®)

em que @ significa adigdo médulo-2.

IT1I. TRANSFORMADAS QUANTICAS

A técnica das transformadas € amplamente conhecida com
indmeras aplicagdes. Como serd visto a seguir algumas trans-
formadas cldssicas tém uma versdo quantica e um dos pontos
que chamam a atencdo é que elas podem ser calculadas mais
rapidamente em um computador quéntico que suas versdes
classicas em um computador convencional. Nesta se¢do sdo
apresentadas duas dessas transformadas, a transformada disc-
reta de Fourier quantica e a transformada discreta de Hartley
quantica fazendo um paralelo com suas versdes cldssicas.
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A. Transformada Discreta de Fourier Quantica

Dado um vetor x = (zo, 1, ..., Zn—1) de dimensdo N, em
que x; € C o conjunto dos complexos, a transformada discreta

de Fourier de x é um vetor com componentes complexas

v = (yo,y1,--.,y~n—1) também de dimensdo N, em que cada
componente yj, € calculada da seguinte forma
;N
L - 27r1jlc/N
Y = T &)
VN

e sua inversa

1 N-o -
z; 2 7% > yre RN, (10)
k=0
De forma similar define-se o par de transformadas discretas
de Fourier qunticas sobre uma base ortonormal |j) como um
operador linear JF, usando a notagdo quantica

;N
Flj) & — 2™ Ik/N |1 11
)& 75 2 (1n
€ sua inversa
1 N-n
Flk) 2 o—2miik/N |5y 12
e 75 ) (12

Para provar que a equagdo (12) é realmente a QFT inversa
deve-se mostrar que F~1F|j) = |j), mas antes necessita-se
de um resultado preliminar, apresentado a seguir.

Lema 1: Sejam j,k,L € Z, em que Z representa o con-
junto dos inteiros, entdo

L-1
E eQTm]k/L _ {
j=0 0

em que L|k significa que L divide k.

se L|k,

. (13)
caso contrario,

Demonstragdo: Se L|k entdo k/L = n com n € Z,
assim
L-1 L-1 p
Z o2miih/L _ (e2m’k/L)
§=0 §=0
L—1 }
=) (e*mn)’ (14)
§=0
L-1
= 1=1L.
§=0
Se L nao divide k, entdo
L-1 L-1 i
Z o2migh/L _ Z (eQﬂik/L)
§=0 §=0
(eQﬂik/L)L 1 (15)
T T ezmik/L _ |
= O7
nesta ultima passagem utilizou-se a seguinte igualdade
N-1
ZJOxJ—(N—l)/(x—l). |

Continuando, entao,

N-1
f*lf|]> _ f*l (\/LN e?ﬂijk/N|k>>
k=0
1 N-1
_ 2mijk/N 1
= — e F k)
VN
k=0
1 N-1 1 N— ,
_ \/N Z eQTm]k/N Z —27mkm/N|m>
k=0 m:
1 N—-1N-1
- 27ri(jfm)lc/N| >
(& m
N k=0 m=0
1 N-1 N—-1N-—
S LS ey
k=0 ;9 k=0
= 14)-

(16)

Observe que o somatdrio interno do somatério duplo, na itima
passagem, € zero pelo Lema 1 pois N ndo divide k.
e, N—-1 .
Para um estado arbitrdrio [¢) = > .7 x;|j) qualquer, tem-
se

N—-1

= F1> 2l5)]

Jj=0

Fli)

[
8
<.
Bl
S/.

eQﬂijk/N|k> (17)

xje%rijk/N |]€>

yk|k>7

em que os valores yj representam a transformada discreta de
Fourier dos valores ;.

O operador transformada discreta de Fourier quéntica é
um operador unitdrio. Este fato pode ser provado por duas
maneiras, uma prova direta ou através de um circuito quantico
unitdrio que realize a transformada. A prova direta é apresen-
tada a seguir. O primeiro passo é escrever o operador F na
forma matricial, lembrando que o operador identidade I tem
a seguinte forma matricial [ = ij:_ol [7){j| em que |j) é um
vetor da base ortonormal do espago vetorial de dimensdo NN,

F=1FI

= ZIS><S|fZIt><t

_ Z' S|IFI) (18)
= Z<8|f|t>|8><t
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Nesta ultima passagem utilizou-se o fato de (s|F|t) representar
um produto interno. Substituindo o valor de F|t) obtém-se

F= Z<s|71N SN )
Ze2mtk/N |/€ | >< ‘

stlc

_ \/_N ZGQWits/N<S S>
s,t
1 mits
_ \/_NZGQ t /N|S><t|.
s,t

O segundo passo € achar o conjugado hermitiano de F.
Observando o resultado anterior (eq. (19)), obtém-se

1 —2mits/N
=—=> ¢ [t)(s|.
\/N s,t

Finalmente, deve-se mostrar que FF T = I. Assim,

- Z eQﬂ’LtS/N| t| Z e—271'1ts/N|t |
=N ; |s){[E) (s

1
L
=S Is)sl =

19)
|s) ¢l

(20)

FFi=

3y

Uma das caracteristicas marcantes da QFT em relacdo a
DFT é que a primeira é exponencialmente mais rdpida que
a segunda. Enquanto que a transformada rdpida de Fourier
(FFT) tem uma complexidade de O(n2™), para N = 2"
valores complexos, a complexidade da QFT é de O(n ) [2].
E é precisamente este fato que permite que o algoritmo de
fatoracio de inteiros de Shor suplante o melhor algoritmo de
fatoracdo cldssico conhecido.

Embora a QFT seja mais eficiente que a DFT, duas pro-
priedades importantes na transformada cldssica ndo podem
ser realizadas fisicamente no lado quantico: sdo as operagdes
de convolugdo e de correlacdo dos coeficientes de dois esta-
dos quéanticos [3]. Trabalhos futuros devem contemplar essas
limitacdes da transformadas quénticas apontando alternativas,
caso existam.

B. Tranformada Discreta de Hartley Quéntica

A transformada discreta de Hartley classica (DHT) é uma
transformada espectral que estd estreitamente relacionada com
a DFT. A DHT, no entanto, oferece uma série de vantagens em
relacdo a esta dltima [4], como (i) é uma transformada com
valores no conjunto dos reais, (ii) possui a mesma férmula
para a transformada direta e para transformada inversa, (iii)
é computacionalmente equivalente a DFT, (iv) exibe uma alta
simetria, que € desejavel do ponto de vista de implementacdo
e (v) é matematicamente elegante. Isto tem levado a uma série

de pesquisas em processamento de sinais no sentido de se usar
a DHT em vez da DFT.

Dado um vetor x de dimensdo N com componentes reais,
a DHT ¢ definida como um vetor y de dimensdo N cujas
componentes sdo da seguinte forma,

(22)

3\
MZ

<27r]k)
=0

em que cas(x) £ cos(z) + sen(x). Como ji foi dito, a sua
inversa tem o mesmo formato.

A transformada discreta de Hartley quantica (QHT) ¢é
definida de modo similar. Dado um vetor |j), tem-se que

(23)

com sua inversa definida da mesma forma, como mostrado
a seguir. Antes de demonstrar este fato, necessita-se de um
resultado que é uma conseqii€ncia direta do Lema 1.

Corolério 2: Sejam j, k, L € Z, entdo

L—1
k L L|k
ZCOS <27rj—) = se LIk, .. (24)
= L 0 caso contrério,
€
L—1 1
Z sen (2”3) =0. (25)
7=0
Demonstracdo: Do Lema 1
2_:[ <2 k)+isen(2 k)} L se Lk,
™ )= =
J T 0 caso contrdrio.
(26)
|

Para completar a verificacdo, € necessdria ainda a seguinte
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propriedade, casx casy = cos(z — y) + sen(z + y). Assim,

=0 m=
—iN?lN?lcas 2 L 2 k |m)
=~ miqy ) cas | Zmm | [m
k=0 m=0
N-1N-1
1 k
=N [cos (27r(m —j)N)
k=0 m=0
+sen | 2m(m + )ﬁ |rm)
™ b
N-1
1 .
- N 17)
k=0
N-1N-1 K
+ Z Z cos (2 ( —j)N> |m)
m=0 k=0
m#j
N-1N-1
+ sen (2 (m+j)N> |m)
m=0 k=0
=14)

27)

A 1ltima passagem ¢ justificada pelo Colordrio 2. A prova
de que a QHT assim definida € unitdria segue passos semel-
hantes a prova da QFT (eqgs. (18), (19), (20) e (21)). A seguir,
sdo apresentados os passos mais importantes. O operador QHT
‘H na forma matricial é dado por

H=1 HI
2mst 28
Ol G [T
5.t
O seu conjugado hermitiano é dado por
27mst
Z ( ) j£){sl. (29)

s,t

Note que, como a QHT é real, H' = H”. Com esses

resultados junto com o Coroldrio 2 obtém-se
1 st
Nan ( ) t|z (

s,t

1 2
=N ans T |s){tlt)(s|

s,t

1 2mst
=N Z |s) |ans ( )
25 syl S |1+ sen (s
N2 s)(s t TSN
=3 Is)sl =

HH =

) b

(30)

Um outro resultado interessante da parte cldssica que se

verifica no lado quantico é que a QHT pode ser escrita em

funcdo da QFT, como mostrado a seguir. O nuicleo da QHT
pode ser escrito como:

cas(z) = cos(z) + sen(x)

1—9 ,, 143

- ¢ T3

Com esse resultado pode-se reescrever a equacgio (23) como

segue:

€19

—ix

N-1 )
1 1—1 2myk 141 —2mijk
Hlj) = —NZ( Ve R >|k>
k:O
1-— 2m]k l —I— 7 —2771]k
- f e o
1-— , 1+i 1y
= N+ —=F i)
1—3__ . 1 —|— 1
= 3) + ——=F313).
(32)
Observe que foi empregada a propriedade de que a QFT tem
ordem quatro, ou seja, F* = I. A partir desta defini¢io
pode-se observar que a complexidade da QHT € a mesma

da QFT, ou seja O(n?) [5]. Embora no lado cldssico a DHT
tenha aplicagdes em processamento de sinais e de imagem, tais
como filtragem e interpolagio[6], no lado quéntico, apesar de
estar formalmente definida, até onde vai o conhecimento dos
autores, nenhuma aplicacio fez uso da QHT.

IV. CONCLUSAO

Neste artigo apresentou-se uma introdugio as transformadas
quanticas definindo formalmente a transformada discreta de
Fourier quantica (QFT) e a transformada discreta de Hartley
quantica (QHT), demonstrando sua principais propriedades.
Enquanto a primeira tem um papel fundamental em varios
algoritmos quanticos, como o algoritmo de fatoragdo de
Shor [1], o problema do logaritmo discreto, o problema
do subgrupo escondido [8], etc, a segunda, até onde vai o
conhecimento dos autores, ainda ndo tem aplicacdes definidas
na computagdo quintica.

Embora se tenha discutido apenas essas duas transformadas
quanticas, outras ji encontram-se definidas na literatura, en-
tre elas as transformadas discretas do seno e do coseno
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quénticas [5], as transformadas wavelets quantica [9] e a
transformada discreta de Fourier quantica aproximada [10].
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