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Resume— Neste artigo, &€ apresentado uma revido dos prin- P 1p 1
cipais resultados referentes ao problema de discrimindp de p1 E 1
estados qénticos. E abordado o problema da indistinguibilidade
de estados ganticos rao ortogonais, aém das estraégias de =]
medicdo usadas para obter o raximo de informacao sobre os 2|p 1
estados transmitidos. Particularmente, 8o analisadas estratgias
de mediges generalizadas conhecidas como POVMpdsitive
operator-valued measuje Na obten@o dos POVMsé necessrio
resolver problemas de otimizago que envolvem criérios como a
probabilidade de erro, o erro médio quadratico ou a informacdo E
mitua. Alem disso, aborda-se neste artigo, o problema da p 202
realizacdo fisica desses operadores. P 2lp X

Pilp,

|. INTRODUEAO Fig. 1. Equivakéncia do problema de detéax quantico com um modelo de

Nas (ltimas decadas, houve um interesse congidet pela canal cassico. A matriz do cand fun@o do POVM escolhido.
utilizacdo de sistemas @uticos nasareas de computag,

de tran;mlsmo da |nform{;u;o e.de criptografia [1]. A ram .Cada operadodI; corresponde a uma isa posssel do
desse interesse cresceréemotivada pelas vantagens obti-

das atra@s da utilizago de recursos @unticos tais como o s;c;ti?sso de medip, assim como mostrado na Figura 1, na
emaranhamento e a indistinguibilidade de estad@ntigos ' e
M50 ortodonai : n P(jli) = tr(IL;p;). 2
gonais. Essas e outras propriedades foram utilizadas
com sucesso no desenvolvimento de protocolos de cripede-se observar, nessa figura, a corresgueid entre o
tografia, na transmi&® de informa&io chssica atrads de problema de dete&p quantico e o modelo de um canal
estados ganticos [1] e em redes neurais amticas [13], de comunica@io chssico no qual a matriz de trariig do
[14]. Em inimeros problemas na@reas de computiag e canal depende da escolha do POVM. Nesse aréigmpresen-
informag@o guaintica, pressiie-se que poseel distinguir tada uma revio acerca dos principais trabalhos realizados
estados ganticos @o ortogonais, o que em geraBhmé tendo como tema a obtelg de POVMs visando satisfazer
posé$vel. Esse problema, conhecido cordiscriminagio de critérios 6timos peé-estabelecidos. Na <&t I, & apresentada
estados ganticos foi tema de ilimeros artigos de pesquisauma revigio sobre alguns conceitos de sistemaantjoos e
ao longo dodiltimos anos. propriedades de POVMs. Na $exlll sao apresentados os
O problema de discrimindg de estados Gmticos consiste principais resultados dispveis na literatura referentes aos
em dado uma fonte @umtica, um conjunto de\/ estados meétodos de obtedp de POVMs. Na s@p IV & destacada a
guanticos caracterizados pelos operadores densidade= estraégia de medigo da raiz quadrad&(uare-Root Measure-
1---M cada um com uma probabilidadge associada, de- men) para estados geometricamente uniformes. Ainda nessa
terminar atra@s de um processo de medlicqual estadp,; Se@o, fio apresentados exemplos ddcalo de POVMs. Na
foi transmitido com o menor (mero de erros pos&l. No se@o V é feito um breve comeatio sobre os procedimentos
processo de medip, €0 utilizadas estragias de dete@p necesarios para realizar um POVM experimentalmente. Na
descritas por POVMsppsitive operator-valued measjré&Jm se@o VI sio apresentadas algumas perspectivas de trabalhos
POVM & qualquer conjunto de operadores hermitianos po8ituros.

tivos II; que formam uma resol&g da identidade, ou seja: Il. MEDICOES ESISTEMAS QUANTICOS

H} =10, ;>0 Vj, an = 1. (1) Os sistemas dqinticos &0 descritos pelas leis da namica

; guantica e esta, por sua vez, se baseia num conjunto de



postulados que servem de base para toda a teoéatiga. A. Informago Matua

A qualquer sistema @untico isolado & um espaco de Hilbert  p informagio mitua de Shannon [9] definida como
associado, conhecido como o espaco de estados do sistema, de o

modo que o sistema complemente descrito por um vetor de (X Y) = S &Pjli) log P(J\Z)' ’ @
estados unitrio 1)) ou pelo operador densidade equivalente = >k &P (1)

p. O sistema gantico mais simple€ o qubit (bit quantico). . ) . ) .
O qubit & um sistema associado a um espaco de Hilb&pede a quantidade de infornzegobtida sobre uma vawel

bidimensional, de modo que um vetor de estados arttr &/€@0bria X ao se realizar uma medig sobre uma veaielY'.
pode ser escrito como: Objetiva-se er@o maximizar a inform&p mitua de modo a

extrair o maximo de informa&@o posssel sobre a vaével X.

1Y) = al0) + b|1). A3) Le\{ando a defin@o de informago rTﬂt}Ja para o contexto

guantico tem-se um problema de otimidacque tem como
Sendo quel0) = [1 0]7 e 1) = [0 17 formam uma base Pa@metros um conjunto de estadpsi = 1,---,M com
ortonormal para o espaco de estados do sistemaé sio @S Suas respectivas probabilidades a priori assoctgdas-
n(meros complexos arbirios que satisfazem a refagja|2+ 1=, M. A otimizago & realizada com relap a escolha
b2 = 1. do POVM {II;},j = 1,---,N. Os valores deV/ e N nao

Uma outra caractéestica de sistemas éﬂtiCOS isoladosé s30 necessariamente 0s mesmos, assim como mostrado em

que a sua evol@p é descrita por meio de transfornies [5]. Nesse problema, o valoramimo da informago nituaé
unitarias, de forma que o vetor de estadgs no instante chamado de inform@p acedsel queé formalmente definida

de tempot; esh relacionado com o vetor de estadg$) no €OMO:

instante de temp®, pela relago Tac = ?llﬁ?}([(X 1Y) (8)
|y = Ulp). (4) O problema de otimizd&p definido pela equag 8 & um

problema que aindaao foi resolvido para o caso geral [5],

Sendo qud/ & um operador urfirio que depende apenas do§a0 conhecidas apenas as codé necessias para a sol@p
instantest; e ts. otima. Essas condigs &0 dadas pelo teorema citado a seguir
A fim de observar um sistema jotico & necesario inte- [4]-
ragir com ele atras de um aparato de medl@ Com essa reorema 1 (Holevo)Seja P = {P(j|i)} o conjunto de
interago, o sistema @0 & mais isolado e conséentemente todas as probabilidades de tra@sic Q(P) = I(P) uma
n@0é mais descrito por transfornies uniérias. As mediges Medida de qualidade que nesse césdgual a informago
guanticas &o descritas genericamente por uma catege MUtua (equago 7),II' = {II’} um conjunto de operadores
operadores de medio {1, }. O indicem se refereas sadas de medi&o que otimizaQ) e sejaQ diferencavel no ponto
poséveis do processo de medit. Estes operadores atuam n&= Prr. Alem disso, define-se

espaco de estados do sistema qué eshdo medido. Para 0Q
um estado purdy;) com operador densidadg = |v;) (1], Fy = Zpiw‘ljzpn,~ ©)
a probabilidade de obter um resultadodado o estaddy;) ¢
dada por: Entdo, as duas condies equivalentesi® asseguradas:
! ! N, s
p(mli) = (sl Mf, Mo |) = tr(M}, Mynpy). (5) I =BG =0 i jedl Ny (10)
e o operador
O POVM é enho definido como A= ZFjHj, (11)
I,, = M} M,,. (6) !

€ hermitiano, satisfazendo a regac
Pela defini~éo, verifica-se facilmente as propriedades ind_if:adas (F; — AL =0, je{l,---N}. (12)
pela equago 1. O fato da soma dos operadores ser igual
identidadeé consefjéncia do somario das probabilidades Além disso, par&)(P) = I(P), F; & dada por
ser igual a um. P(ji)

F; = zl:ft log ml)i- (13)

Um outro resultado terico bastante importanéeo limitante
de Holevo [1], o qual estabelece um limite superior para
a informa@o acedsel. O limitante de Holevce dado pela
seguinte expreé®:

[1l. ESTRATEGIAS DE MEDICAO OTImMAS

A partir da analogia feita entre o problema de deiec
guantico e os canais de comunidagchssicos, torna-se natural
usar medidas como a probabilidade de erro, o erémim
quadatico e a informago mitua de Shannon como @itos Tae < S(p) =S &S(p;), (14)
para a escolha de POVMs. = 5(e) z; (es)



sendo quep = . &p; € S(.) representa a entropia de VonC. Erro Médio Quadatico

Neumann definida como Um terceiro criério usado para a obtelig de POVMsé

0 erro quadatico. Em [6], esse c#ério foi utilizado para o
calculo do POVM para uma fonte gatica com um amero
de estados menor ou igualdimengo do espaco de HilbeH

de maximizafio da informago mitua. & posével obter uma. do sistema. No problema abordado, os POVEls gperadores
@ ag € P de postol da formall; = |u;){y;l, j = 1,---,m, no qual

solu@o andltica para esse problema em casos em que S vetores|y.;) Sio vetores de medip pertencentes a um

T e e {espaca . para um conjnto d estacosanicos
R P ~ o s - Buros|¢j> e vetores de medip |1;), 0 erro quadatico a ser
em [5], foi obtida uma soluip andtica para a informaio minimizadoé dado por:

acestvel para uma failia de M estados ganticos puros

S(p) = —tr(plogp). (15)

Apesar de B0 existir uma solo geral para o problema

pertencentes a um espaco de Hilbert bidimensional quando m

estes possuem simetria no grupo do inteir@sluto M. E= Z<€j|€j>7 (19)
j=1

B. Probabilidade de Erro com le;) = |¢pj) — |ij)-

Um outro criério bastante utilizado na obtéi@;de POVMs O l')servand.o-se a equ (19), verifica-se que q’uanto mais
OXimos estiverem os vetorgs;) € |u;), menoré o erro.

€ a probabilidade de erro ou de modo equivalente, a prolﬁé

bilidade de acerto. Observando a Figura 1, verifica-se q,[u%ndO como base essa obseAmcconsbi-se uma matriz>

a detecgo dos estados @aticos é realizada com Sucessori?xﬁ?a??ﬁn??32‘22rr?so;?t%rssvgliressiﬁ%uolérE(rg\/SS?ng:éa
qguando ao se transmitir o esta@e obttm-se a dda 1 (a pos 9

detec@o se deu atré@s dell;) e ao se transmitir o estadomam? a fim de obter o .POVM que minimiza o erroednp
0, Obem-se a sda 2 (a detec@o se deu atrds dell,). quadatico. Ess~e procedimento de obtadacde POVMsé
Nos demais casos houve um erro de détec@essa forma, detalhado na sép IV.

para uma estragia de medigo com N sddas posiweis, a

probabilidade de erré calculada como [11]; IV. MEDICAO DA RAIZ QUADRADA (SRM) PARA ESTADOS

GEOMETRICAMENTE UNIFORMES

N .~ .
A medigdo da raiz quadrada corresponde a um POVM
Pe=1- Zfﬁtr(pjnj) (16) consistindo de operadores de posto um com bom poder de
=t separago entre estados puros, sendo @nero de estados

Assim como foi verificado para o problema de inforsag MeNOr que a dimeas do espaco de Hilbert gerado por eles.
acesdvel, réo existe uma soldp anatica geral para o Para um conjunto de estados geometricamente uniforme (GU),

prOblema da mlnlle@) da prObabiIidade de erro [11]0 SRM minimiza a prObabiIidade de erro de demtndicada

Entretanto, as condigs necessias para a exidhcia de uma P€l2 €quago (16).

solugo otima ainda &o dadas pelo Teorema 1, ca(P) Um conjunto de estadoS = {|¢;) = Uilg)Ui € G},

= —P.(P). sendo|¢) um estado arbiério, &€ chamado geometricamente
Em [7] & proposto um algoritmo para se obter numeaniforme se for gerado por um grupo abeliano firitade m

camente um POVM que minimiza a probabilidade de ergaa_ltnzes unarias. SenddJ! = U, 1Llo praduto interno de
definida pela equép (16), sem impor nenhuma resiigao  90IS vetores end & (¢il¢;) = (d|U;Ujlo) = s(U;"Uj),
nimero de estados gaticos nem consideraes de simetria. €M 9Ues & uma fun@o emG definida pors(Ui) = (¢|U;[¢).
O algoritmoé iniciado com um POVM inicial @o polarizado 1°da linha e coluna da matriz de Gra, . = {{¢:l¢;)} &

{I1%). Esse POVMé usado para calcular o operador dé™M? permutago dos Gimeros{s(U;),1 <i<m}.
LagrangeX dado por: Para facilitar os &lculos & importante substituir o grupo

multiplicativo G por um grupo aditivoG’ para o qualG

N é isomorfo. Todo grupo abeliano finit6 & isomorfo a um

A= (Z g?pjﬂjpj) . (17) produto diretoG’ de um rumero finito de gruposiclicos:
j=1 G =2 G =Dy X ... X Ly, €M QUEZ,,, € 0 grupo aditivo
ciclico de inteiros mdulo my, e m = [], m;. Logo, todo

O operador de Lagrange calculado pela e§oad7)é enfo  glementot/, € (¢ pode ser associado com um elemento
usado para atualizar o POVM de acordo como a exfacessg € G da formag = (g1,92,....,g,), sendog, € Z
- 9 yeey Ip ) mp

seguinte: Essa correspoiéthcia @ denotada pot/; «— g. Cada vetor
I+ = A I p A1 (18) |¢:) = Ui|¢) seé denotado comdy(g)), em queg € G’ e
corresponde d/; € G. O elemento0 = (0,0,...,0) € G’
O processce enBio repetido & que o POVM convirja para correspondea matriz identidadd € G, e o inverso aditivo
um valor estacioario. —g € G' corresponde ao inverso multiplicati\lqji‘1 = UiT.

Nl



Logo, a matriz de Gran% & dada por: A. Exemplo 1

S = {{e(g)]e(9).g' g€ G (20) Considera-se o grup@ das seguintes matrizes Wamias:
= {sl¢g—9).9.9€G"} |10 _[ 10
Ui=lg 1] =g
sendo ques(g) = (¢(0)[¢(g))- 10 1 0
Para obter o SRM para um conjunto de estados GU Us = [ 0 —1 }7 U4—{ 0 1 }

primeiramente determina-se a SVD desendo® uma matriz

n X m cujas colunas&o os vetoresy;). A transformada de T

Fourier (FT) de uma furép de valor complexg : G’ — C  Sejal¢) = 5[ V3 —1] um estado arbifirio e S =
definida emG’ = Z,,, x ... x Z,,, & uma fungo de valor {[¢:) = Ui[¢),1 <i < 4} o conjunto de estados gerado pelo

[ V)

complexoy : G’ — C definida por: grupoG. Logo, a matrizd é:
’ 1 1[V3 V3 =3 -3
plh) = — z(; (h,9)¢(9) (21) =3 { 11 { 1 (29)
geG’

sendo(h, g} 0 nucleo de Fourier definido da seguinte forma’ & matriz de Grans & dada por:

» / 015 Oi5 —015 _Oi5
h, _ —2mih, gk /mk 22 _ . —U. —
(h,g) kl;[le (22) s S s 1 0s (30)

-05 -1 0.5 1
sendohy, e g5, 0s k-€simos componentes dee g, respectiva-

mente e o produtd,,g; um inteiro modulomy. Nesse caso, 0 grupo G’ isomorfo ao grupeeG
. , . . )
A matriz FTm x m sobreG’ é definida da seguinte forma: & = {(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1)}
1
F= {ﬁw’g), h,g € G'} (23) A tabela de multiplicago do do grupo Ge:
Os autovetores da matriz de Grérsao os vetores coluna Ur | Us | Us | U
. U | Uy | Uy | Uz | Uy
de F:
h—l , Us | Uy | Uy | Uy | Us
IF(h)) = {\Tnﬁug),g €G'} (24) Us | Us | U | U | U

U4 U4 U3 U2 Ul

Deste modoS tem uma autodecompogig da formaS = o .
FY2Ft, sendoX uma matriz diagonal com elementos diago- Definindo as correspoidcias:

nais {o(h) = m'/*\/3(h),h € G'}, em quec?(h) A0 oS
autovalores reais €& negativos d& Ur < (0,0) U2 (0,1) Us < (1,0) Use(1,1)

A SVD de @ é da forma tem-se a seguinte tabela de @tigdo grupoG’:
© =TOF = 3" o (h)|u(h))(FT ()], (25) 00 ON] @O (LI
nec ©,0) (0,0)] 0,1 | (1,0) | (L,1)

0,1 (0,1)| (0,0)| (1,1)| (1,0
10| 1,00 | (3,1) | (0,0)| (0,2)
1,1 | (1,1)| (1,0) | (0,1) | (0,0)

sendoY uma matriznxm cujas colunasu(h)) sdo as colunas
da baseJ da SVD de®, de modo que:

lu(h)) = { ®[F(n))/o(h) = |¢(h))/o(h), sea(h) 0; A matriz de FourierF & a seguinte matriz de Hadamard:
0, caso contario.
(26) 11 1 1
sendo, 1 _ _
6 = 1 5™ (hglote) @) =2l oo o
= m geGl 79 g 1 _1 _1 1
o h&simo elemento da FT dé visto como um vetor linha A matriz T é:
dos vetores coluna® = {|¢(g)),9 € G'}. 1To 01 0
O SRM é dado pela matriz de medig M : T= By [ 00 0 —1 ] (32)
M = YFf = Z lu(h))(FT(h)| (28) Assim, a matriz de medip do SRMé:
heG

M—TE — { 0.5 05 —-05 -05 } 33)

em que as colunas d& sao os vetores do POVM procurado. -05 05 05 -0.5



O POVMé dado pelas matrizd$; = |p;){uil, i =1, - ,4, Assim como foi feito no exemplo 1, o POVEl dado pelas

em que os vetorelg;) sAo as colunas da matri¥/, e &€ dado matrizesIl; = |u;){uil, < = 1,--- ,4, em que 0s vetoreg;)
por: s30 as colunas da matriy.
T D T N R N I L
VS og o o1 T V. REALIzAGAO Fisica bo POVM
. — 1 -1 L — 11 A implementago fisica dos POVM& bem mais complicada
5T o4 -1 1 |0t 411 do que a implementép de mediges projetivas, medigs de
B. Exemplo 2 Von Neumann [2]. Para implementar um POWhecesario

primeiramente interagir o estado antico que est sendo

Considera-se 0 grup@ das seguintes matrizes Wmas:  edido com um sistema gatico auxiliar chamado dencilla

1 0 00 -1 0 0 O resultando num estado conjunto descrito pelo operador
U — 01 00 U — 0 1 0 0 Pauziliar- EM seguidag efetuada uma medigQ projetiva no
r= 00 1 0|72~ 0 0 -1 0 espaco de Hilbert combinado, ou seja, para cadayEssida
0 0 0 1 0 0 0 -1 do sistema compostoatum projetor correspondentg. Num
- 1 0 0 0 1 0 0 teste deste tipo, a probabilidade de obter unidasa dado
0 -1 0 0 0 -1 0 0 que o sistema original se encontrava no estadalada por
Us = o o 1 0 ['BTlo 0 —10
0 0 0 -1 00 0 1 Pui = tr[Pu(pi @ paua)] (39)
= (P )mr,ns (pi)nm(pauw)sr (40)
Sejalg) =31 1 1 1 ]T um estado arbiéirio e S = m;w !
{|¢i) =Uslg),1 <i < 4.1} o/conjunto de estados gerado pelo = tr[Aup). (41)
grupoG. Logo, a matrizd é:
1 -1 -1 1 Sendo quemr, ns, nm representam a dime&s dos operado-
111 1 -1 -1 res €
(I) - 5 1 —1 1 —1 (34) (Au)mn = Z(Pp‘)mr,ns(paux)sr (42)
1 -1 -1 1 rs
e a matriz de Gran$ & dada por: € um operador atuando no espaco de Hilbert do sistema que
9 _1 -1 o0 se deseja efetuar a meda; Este operadax o POVM.
1] -1 2 0 -1 ~
S = 5121 0 2 1 (35) VI. CONCLUSOES
0 -1 -1 2 Nesse tutorial, foi realizada uma refts dos principais
Nesse caso, o grup@’ isomorfo ao grupa> é: resultados dispdweis na literatura a respeito das egigias
’ utilizadas na discrimind@p de estados @mticos o ortogo-
=1(0,0),(0,1),(1,0), (1, nais. Os objetivos dessa re&@s foram: mostrar a reléwcia
G'={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} is. Os objetivos d s t lavci

As corresponéncias e as tabelas de multipliéace adigo desse @pico paraareas Como a compug e a criptografia

s30 as mesmas do exemplo anterior. A matriz de Fouriér

a seguinte matriz de Hadamard: e fornecer sulidios para estudos futuros nessaa.

Um tema de bastante refawcia para d@rea da computé@g

L1 1 1 e da teoria da inform&@p quanticaé o desenvolvimento de
o1l -1 1 —1 (36) algoritmos para a obtefip de POVMs que maximizem a
21 1 -1 1 informago niitua. Nessa linha de trabalho, &sendo inves-
I tigada a possibilidade de utilizar algoritmos paraatcalo da
A matriz Y é: capacidade de canais [10] na obtage POVMs. Como a
00 0 L obten@o de POVMs para estadosaguicos geéricosé um
V2 problema de ditil solugdo, a busca de POVMs pode ser
T = 8 (1) é 8 (387) facilitada para estados com uma dada simetria, assim como
1 foi feito para os estados geometricamente uniformes.a\isn
000 V2 das propriedades dessas estruturagsioasé um bpico a ser
Assim, a matriz de medip do SRMé: explorado.
1 —1 —1 1
P 1 Vi VB VB 3 8) AGRADECIMENTOS
22 | V2 V2 V2 V2 Os autores gostariam de agradecer ao Conselho Nacional de
1 -1 -1 1 Desenvolvimento e Pesquisa (CNPq) pelo apoio financeiro.

guanticas; destacar os problemas que permanecem em aberto
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