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Resumo— Memorias associativas sao modelos que descrevem o
fenémeno biolégico que permite o armazenamento de padroes e
a recordaciio destes apds a apresentacio de uma entrada ruidosa
ou incompleta. Neste artigo apresentamos o aprendizado nebuloso
implicativo e discutimos as memdrias associativas nebulosas
implicativas (IFAMs). No aprendizado nebuloso implicativo, os
pesos sinapticos sdo determinados computando o minimo das im-
plicacoes das ativacdes pré e pos-sinapticas. Uma IFAM é descrita
por uma rede neural nebulosa totalmente conexa com neuronios
de Pedrycz como unidades basicas de processamento e treinada
usando o aprendizado nebuloso implicativo. Apresentamos uma
série de resultados comparando as IFAMs com outros modelos
encontrados na literatura e uma aplicacio das IFAMs em um
problema de previsao.

I. INTRODUCAO

Uma memoria associativa é um sistema de entrada e saida
que permite o armazenamento e a recuperagdo de informagao.
Além disso, uma memdria associativa é capaz de recuperar
correntamente uma saida mesmo ap6s a apresentacdio de uma
entrada incompleta ou ruidosa. Estas caracteristicas fazem das
memdorias associativas uma drea de pesquisa com aplicagdes
em diferentes ramos da ciéncia tais como processamento de
imagens, reconhecimento de padrdes e otimizagao [1], [2], [3].
Os estudos em memdrias associativas iniciaram nos anos 50
e vérios modelos foram apresentados deste entdo [4], [5], [6],
[7], [8], [9], [10]. O modelo de memoria associativa mais
famoso é a rede de Hopfield usada para padrdes bindrios
[11], [12]. O modelo de Hopfield e os modelos mencionados
acima representam redes neurais semi-lineares tradicionais
onde em cada camada calculamos um produto matriz-vetor
seguido de uma fun¢do de ativagdo possivelmente ndo-linear.
Em contraste com os modelos de memdria associativa semi-
lineares, as memorias associativas nebulosas e morfoldgicas
utilizam um produto matriz-vetor ndo-linear e geralmente
nenhuma fungdo de ativacdo € adicionada [13], [14], [15].

O primeiro modelo de meméria associativa nebulosa (FAM,
Fuzzy Associative Memory) foi apresentado por Kosko em
1992 [15]. Esta € uma rede neural de camada tnica descrita
em termos das composi¢des max-min e max-prod. A matriz
dos pesos sindpticos da FAM de Kosko é obtida através da
regra de Hebb nebulosa. O modelo de Kosko apresenta uma
capacidade de armazenamento baixa devido a interferéncia
cruzada entre os padrdes armazenados. Chung e Lee generali-
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zaram a FAM de Kosko para uma composi¢do max-t qualquer
e mostraram que uma recordagdo perfeita € possivel se o
conjunto das memorias fundamentais for normal e ortogonal
no sentido da composi¢do max-t [16]. As memdrias asso-
ciativas nebulosas implicativas (IFAMs, Implicative Fuzzy
Associative Memories) discutidas aqui ndo encontram estas
restrigdes [17]. A grande diferenca entre uma IFAM e uma
FAM Generalizada de Chung-Lee (GFAM, Generalized FAM)
estd na regra de aprendizado que foi introduziada em [18],
[19] para o caso particular da composi¢do max-min. Em vista
da implicagcdo nebulosa usada neste aprendizado, iremos nos
referir a ele como aprendizado nebuloso implicativo. Junbo et.
al. aplicaram o aprendizado nebuloso implicativo para o caso
particular da composi¢do max-min obtendo a chamada Max-
min FAM [19]. Liu aperfeicoou posteriormente a Max-min
FAM de Junbo et. al. introduzindo um vetor limiar (threshold)
no modelo [20]. Wang e Lu introduziram recentemente as
chamadas memérias associativas nebulosas morfoldgicas [21],
um modelo inspirado nas memdrias associativas morfoldgicas
[13], [14].

Neste artigo generalizamos o aprendizado nebuloso implica-
tivo para incluir qualquer composi¢do max-t e introduzimos
as IFAMs como sendo redes neurais nebulosas com vetor
limiar treinadas usando o aprendizado nebuloso implicativo.
Verificamos que o modelo de Liu pode ser visto como uma
caso particular das IFAMs. Apresentamos comparagdes entre
as IFAMs e outros modelos através de exemplos encontrados
na literatura [20], [22]. Mostramos também que as memorias
associativas morfoldgicas com vetor limiar podem ser vistas
como um caso particular das IFAMs se as memorias funda-
mentais forem conjuntos nebulosos e se a matriz dos pesos
sindpticos estiver restrita ao hipercubo [0, 1]™*™.

Este artigo estd organizado em sete se¢des. Na proxima
secdo apresentamos os conceitos bdsicos de redes neurais
nebulosas. Na se¢d@o III introduzimos o aprendizado nebuloso
implicativo. Na secdo IV introduzimos as IFAMs e apre-
sentamos um exemplo comparando a capacidade absoluta de
armazenamento das IFAMs com outros modelos encontrados
na literatura. Na secdo V apresentamos uma aplicacdo das
IFAMs em um problema de previsdo. Na secdo VI apresen-
tamos a relacdo entre as IFAMs e as memdrias associativas
morfoldgicas. O artigo termina com a conclusdo na secio VIIL.



II. REDES NEURAIS NEBULOSAS

As memodrias associativas nebulosas implicativas sdo redes
neurais nebulosas com neurdnios 16gicos de Pedrycz com
limiar [23], [24]. Se z1,%2,...,x, sdo os sinais de entrada,
a saida ¢ calculada através das equagdes

n
\/ wijte) Ve, fori=1,2,....m. (1)
ou
n
yiz/\(mijsxj)/\ﬁi, fori=1,2,...,m. 2)
j=1
onde w;; € m;; sA0 0s pesos sindpticos e, 0; e UJ; representam
um limiar (threshold), parai=1,2,...,.me j=1,2,...,n
Os simbolos t e s representam normas (t-norma) € co-normas
triangulares (s-norma), respectivamente. Note que 6; e U,
podem ser interpretados como pesos sindpticos conectados a
uma entrada constante xg. Neste caso, 6; = w;otxg, onde
o = 1 na equagdo 1, e ¥; = mypsxzg, onde zg = 0 na
equacio 2.

O neurdnio descrito pela equagdo 1 é conhecido como OU-
neurdnio € o modelo destrito pela equacdo 2 € chamado E-
neurdnio. As equagdes 1 e 2 descrevem redes neurais nebu-
losas alimentadas adiante de camada dnica. Esta serd a tnica
arquitetura de rede neural considerada neste artigo. Sendo as
normas e co-normas triangulares fun¢des ndo-lineares, nio

adicionaremos fung¢des de ativacdo nos nossos modelos.
As equagdes 1 e 2 podem ser escritas numa forma matricial.

Se x = [x1,22,...,7,]T € [0,1]" é o vetor de entrada e
se W = (ww) S [07 1]m><n e M = (mw) S [O, 1]m><n sao
as matrizes dos pesos sindpticos entdo o vetor de saida y =
[ylvaa s 7ym]T S [O, 1]m ¢ dado por
=(Wox) V0, 3)
e
y=(Mex)AD, 4)

onde o e e representam as composi¢des max-t € min-s [24].
Lembre-se que a composi¢do max-t de duas matrizes A e B
de dimensdes apropriadas é C' = A o B onde

p

Cij = \/ (aiktbkj). 5)

k=1
Analogamente, a composi¢cdo min-s de Ae Bé D = Ae B
onde

p
/\ aif, 8 b)) (6)

Existe uma relagdo de dualidade entre as equagdes 3 e 4.
Seja R = (7;;) € [0,1]™*™ a matrix da negacdo de R =

(rij) € [0,1)™*" dada por
Tij =1 —7ij, )
para todo i, j. Se A e B sdo matrizes nebulosas, entio
AeB=A0B,. (8)

A equacdo 8 é vdlida somente se a t-norma e a s-norma nas

composicdes o ¢ e forem também operagdes duais, isto €,
rsy=1-(1-2)t(1-y) = (Tty), ©)

para todo z,y € [0,1].

Exemplo 1. O minimo (A\) € uma t-norma e sua s-norma

dual é o mdximo (V). A s-norma dual do produto é a soma
probabilistica dada por

rsy=x+y—zy, (10)

para 2,y € [0,1]. A t-norma de Lukasiewicz (ou produto
limitado) e sua s-norma dual, conhecida como s-norma de
Lukasiewicz (ou soma limitada), sdo defindas como:

OV(z+y—1),
1A (x+

(11)
y).- 12)

Neste trabalho nos concetramos nas redes neurais nebulo-
sas descritas pela equacdo 3. Resultados para as redes neurais
nebulosas descitas pela equacdo 4 podem ser obtidos através
da relacdo de dualidade fornecida pela equacdo 8.

rty =

rsy =

III. APRENDIZADO NEBULOSO IMPLICATIVO

O postulado de aprendizagem de Hebb afirma que a variacio
do peso de uma conexao sindptica depende de ambas ativagdes
pré-sindptica (entrada) e pds-sindptica (saida) [25]. Em [26],
Haykin apresenta a seguinte formulacdo matemdtica para a
aprendizagem hebbiana. Considere um peso sindptico w;; com
ativagdo pré-sindptica x; e ativagdo pos-sindptica y;. O valor
do pesos sindptico w;; apos o aprendizado de Hebb € expresso
na forma geral através da equacdo

wij = F(zj,y:),

onde F' é uma funcdo bindria. Haykin afirma que todas as
formas da equagdo 13 sdo classificadas como hebbianas.

No aprendizado nebuloso implicativo consideramos uma
implicacdo nebulosa como fungﬁo das ativagdes pré e pos-
sindpticas. Se z; € a entrada e y; € a saida, entdo a conexdo
sindptica w;; € dada pela equacdo

13)

Lembre-se que uma implicacdo nebulosa é uma fun¢ao bindria
=:[0,1]> — [0, 1] satisfazendo as propriedades [27]:

1) Monotonicidade no segundo argumento,

2) Dominéancia da falsidade,

3) Neutralidade da verdade.

O aprendizado nebuloso implicativo pode ser interpretado do
seguinte modo: a variagdo de um peso sindptico € o grau de
veracidade da afirmag@o "Se estimulo, entdo resposta".

A forma tradicional do aprendizado de Hebb considera
o produto das ativagdes x; € y;. Neste caso, temos uma
natureza correlativa nas sindpses hebbianas. O aprendizado
nebuloso implicativo dado pela equagdo 14 ndo possui uma
natureza correlativa. Um aprendizado com natureza correla-
tiva pode ser obtido substituindo a implicacdo por uma bi-
implicacdo na equacdo 14. Neste caso, a conexdo sindptica



seria computada através da equagdo w;; = (z; < y;) e 0
valor w;; representaria o grau de veracidade da afirmagdo
“Estimulo se e somente se resposta”. Esta segunda proposta
ndo serd considerada neste artigo porque ela pode restringir
muito o valor das conexdes sindpticas produzindo valores
proximos de zero. Além disso, ndo teremos o teorema 1
para as memdrias associativas nebulosas treinadas com este
aprendizado alternativo.

Neste artigo nos concentraremos nas chamadas R-
implicagcbes associadas com a t-norma utilizada no modelo
neural nebulos descrito pela equacdo 3. Uma R-implicacdo é
uma aplicagdo bindria = g: [0, 1]> — [0, 1] definida através da
equacao

(x =py)=sup{z € [0,1]:ztz <y}, (15)
para todo z,y € [0,1].

Exemplo 2. A R-implicagdo associada ao minimo € a impli-
cacdo de Godel dada por

L,
Yy, >y

A R-implica¢do associada ao produto é a implicagdo de
Goguen dada por

<y

:C:>Ry:{ (16)

x:RyzlA(%),

a7

e a R-implicacdo associada a t-norma de Lukasiewicz é dada
por

r=py=1N1-z+vy). (18)

Suponha que queremos armazenar um conjunto de asso-
ciagdes {(x%,y%) : & = 1,...,p}, onde x* € [0,1]" e
y® € [0,1]™, numa rede neural nebulosa descrita pela equago
3 usando o aprendizado nebuloso implicativo. Queremos que
os pares de entrada e saida (x',y!) e (x%,y?) e ... e
(xP,yP) sejam todos armazenados. Lembrando que a operagio
de minimo corresponde a conjung¢do légica “e”, a matriz dos
pesos sindpticos W = (w;;) € [0,1]™*"™ serd o minimo das
matrizes dos pesos sindpticos obtida para cada par (x¢,y%),

isto €,
P
&=1

19)

Em outras palavras, a matriz dos pesos sindpticos W ¢é
sintetizada através da regra

W=Y®XT, (20)

onde o produto C = A® B € [0,1]"*" de duas matrizes
nebulosas A € [0,1]™** e B € [0,1]**" e calculado através
da equacgdo

k
Cij = /\ (blj = ail) . 21
=1
A regra definida pela equagdo 20 serd chamada aprendizado
nebuloso implicativo. Quando uma R-implicacdo for usada,
teremos um aprendizado nebuloso R-implicativo e usaremos

o simbolo ® p para lembrar que uma R-implicacdo € utilizada
na equagdo 21.

A matriz dos pesos sindpticos obtida através do aprendizado
nebuloso R-implicativo € a solugdo do problema

max {W € [0,1]"": Wo X <Y}. (22)

Logo, se existe uma matriz Wy € [0,1]™*" tal que Wy o
X =Y entdio W =Y @ X7 obtida através do aprendizado
nebuloso R-implicativo € tal que Wo X =Y e Wy < W [28].

O aprendizado nebuloso implicativo serd usado para treinar
uma rede neural nebulosa descrita pela equagcdo 3. Uma
rede descrita pela equacdo 4 pode ser treinada aplicando o
aprendizado nebuloso implicativo em conjunto com a relagdo
de dualidade dada pela equagdo 8.

IV. MEMORIAS ASSOCIATIVAS NEBULOSAS IMPLICATIVAS

Uma memodria associativa € um sistema de entrada e saida
capaz de armazenar diferentes pares de padrdes (x,y) [1]. O
problema de formular uma memdria associativa pode ser inter-
pretado matematicamente como: Dado um conjunto finito de
memorias fundamentais, { (x¢,y%) : £ =1,...,p}, determine
uma aplicagio G tal que G(x¢) = y& para todo £ =1,...,p.
Além disso, a aplicacdo G deve apresentar tolerdncia com
respeito a ruido, isto é, G(X¢) = y* para qualquer versio
ruidosa x¢ de x¢.

Nas memdrias associativas neurais nebulosas, a aplicacdo
G ¢é descrita por uma rede neural nebulosa e o processo
usado para determinar G torna-se uma regra de aprendizado.
Se o aprendizado nebuloso R-implicativo é usado para sin-
tetizar a matriz dos pesos sindpticos, obtemos uma Memoria
Associativa Nebulosa Implicativa (IFAM, Implicative Fuzzy
Associative Memory). Note que existem infinitas IFAMs
induzidas pelas normas triangulares e R-implicacdes. Uma
IFAM particular é especificada pela R-implicagdo utilizada
no aprendizado nebuloso R-implicativo. Lembre-se que a R-
implicacdo considerada estd diretamente ligada a t-norma
usada na composi¢do max-t através da equacdo 15.

Os padrdes de entrada e saida de uma IFAM sdo conjuntos
nebulosos. Assim, os vetores de entrada x* € [0,1]" e os
vetores de safda y¢ € [0,1]™, para € = 1,...,p, sio interpre-
tados como conjuntos nebulosos definidos sobre um universo
de discurso finito com m e n elementos, respectivamente.

Resumindo, uma IFAM € uma rede neural nebulosa descrita
pela equagdo

y=(Wox)V8, (23)

onde a matriz dos pesos sindpticos e o vetor limiar sdo dados
por

p
W=YerX" e 6=y (24)
=1

Aqui, a implicagio usada no produto Y ®r X é a R-
implicacdo associada a t-norma da composicio max-t da
equacdo 23. Como consequéncia do aprendizado nebuloso R-
implicativo temos o seguinte teorema:



Teorema 1. Se existe Wy e 0 tal que (Wy ox%) V 0y = y¢
paratodo £ =1,2,...,pentdio Wo <W =Y ®r X7, 0y <
O0=N._y* ey*=(Wox%) VO paratodo &£ =1,...,p.

Exemplo 3. Um exemplo apresentado por Liu revela que
a capacidade absoluta de armazenamento da Max-min FAM
com limiar supera a capacidade absoluta de armazenamento
da FAM de Junbo et. al., da FAM de Kosko e da FAM
Generalizada de Chung-Lee [20], [19], [15], [16].

Considere o conjunto de memérias fundamentais (x¢,y¢),

para ¢ = 1,...,8, apresentadas na tabela I. Armazenamos

3 x5 y©

1 [0.5,0.5,04, 04, 0.3]T [0.5, 0.6, 0.3]7
2 [0.1,0.3,0.3,04, 04]T [0.5,0.6,0.4]T
3 [0.8,0.4,0.6,0.7, 047 [0.6,0.8,0.4]T
4 [0.3,04,0.4,0.3,047 [0.5 06, 04T
5 [0.6,0.4,0.7,0.7,05]T [0.7,0.7,0.5]7
6 [0.1,0.1,0.2,0.2,0.1]7 [0.5, 0.6, 0.3]7
7 [0.7,0.2,0.4,0.3,02]T [05,0.7,0.3]7
8 [0.8,0.4,0.3, 04,027 [05,0.8,0.3]7

TABELA 1
PADROES DE ENTRADA E SAIDA UTILIZADOS NO EXEMPLO 3

estas 8 associagdoes nos modelos de memoria associa-
tiva nebulosa mencionados anteriormente. A Max-min FAM
com limiar recordou corretamente todos os padrdes. A
FAM de Junbo recordou corretamente somente 0s pares
(x%,v%), %%, y%), (x",¥") e (x5,¥%). A FAM de Kosko ¢
capaz de recordar somente o par (x°,y°) e a FAM Gene-
ralizada de Chung-Lee usando a t-norma de Lukasiewicz é
incapaz de armazenar e recordar correntamente este conjunto
de memorias fundamentais. Armazenamos também este con-
junto com 8 memdrias fundamentais na memoria associativa
de Wang e Lu [21]. Este modelo foi capaz de recordar os pares
(xh,yh), (x%,¥%), (x°,y°) e (x%, y°).

Construimos a IFAM de Lukasiewicz usando a equagdo 24
e encontramos a matriz de pesos sindpticos

0.7 1.0 1.0 0.9 1.0
W e, = | 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 (25)
Lukasiewicz 05 1.0 08 07 1.0 |
e o vetor de limiar
T
=05 06 03] . (26)

2

A fase de recordacdo da IFAM de Lukasiewicz é realizada
usando a t-norma de Lukasiewicz na composi¢do max-t. Verifi-
camos que Wox® = y¢ paratodo ¢ = 1,...,8. Analogamente
para as IFAMs de Goguen e Godel, onde as matrizes dos pesos
sindpticos sao

0.6250 1.0000 1.0000 0.8571 1.0000
Wooguen = | 1000 1008 oo Lok 1300 |
(27)
e 05 1.0 1.0 0.6 1.0
Wosst = | 18 18 30 18 12| @9

respectivamente. O vetor de limiar da IFAM de Goguen e
da IFAM de Godel coincidem e é dado pela equacdo 26,

pois este ndo depende da t-norma da composi¢do max-t. A
IFAM de Goguen utiliza a composi¢do max-prod e a IFAM
de Godel utiliza a composicdo max-min na fase de recor-
dagdo. Resumindo, apresentamos na tabela II a capacidade
absoluta de armazenamento dos modelos apresentados neste
exemplo. A FAM Generalizada de Chung-Lee com a t-norma
de Lukasiewicz serd referida como GFAM de Lukasiewicz.

Modelo
Max-min FAM com limiar
IFAM de Lukasiewicz
IFAM de Godel
IFAM de Goguen
FAM de Junbo
M.A. de Wang e Lu
FAM de Kosko
GFAM de Lukasiewicz

Capacidade Absoluta de Armazenamento

O = B~ B~ 0000 ™

TABELA 11
CAPACIDADE ABSOLUTA DE ARMAZENAMENTO DOS MODELOS
APRESENTADOS NO EXEMPLO 3

Note que a capacidade absoluta de armazenamento da Max-
min FAM com limiar de Liu e a capacidade de armazenamento
das IFAMs de Lukasiewicz, Goguen e Godel coincidiram neste
exemplo. De fato, com base no teorema 1, podemos mostrar
que o desempenho da IFAM de Godel é no minimo tdo bom
quanto o desempenho da Max-mim FAM com limiar. Neste
sentido, podemos ver as IFAMs como uma extensdo da Max-
min FAM com limiar para qualquer composi¢do max-t. Na
préoxima secdo apresentamos um exemplo onde a IFAM de
Lukasiewicz apresenta um resultado melhor que o modelo de
Liu.

V. APLICACAO DAS IFAMS COMO SISTEMA DE REGRAS
NEBULOSAS

As memorias associativas nebulosas podem representar sis-
temas de regras nebulosas onde armazenamos um conjunto
de regras da forma SE-ENTAO. Nesta se¢do, apresentamos
uma aplicagdo das IFAMs em um modelo de previsdo. Pre-
cisamente, consideremos o problema apresentado em [22] que
consiste na previsdo de mao-de-obra requerida nas industrias
metaltirgicas do estado Bengal do Oeste na India. Inicialmente,
definimos 5 varidveis linguisticas A;, ¢ = 1,...,5 e um
conjunto de sentengas nebulosas como “Se a mao-de-obra
requerida no ano n é A;, entdo a mao-de-obra requerida no
n+1¢é A;”. Assim, obtemos um conjunto de pares de entrada
e saida que serdo armazenados numa memoria associativa
nebulosa. Se W € a matriz dos pesos sindpticos e 8 é o
vetor limiar obtido ap6s o processo de aprendizagem, entdo
a estimativa da mao-de-obra requerida no ano n + 1 é dada
por:

Any1=(Wo A, V0, (29)

onde A, é a mio-de-obra requerida no ano n e o é a
composicao max-t.

Usando a FAM de Kosko, Choudhury et. al. encontraram um
erro médio de 2.669% enquanto que os métodos estatisticos



ARIMA1 e ARIMA?2 apresentaram um erro médio de 9.79%
e 5.48%, respectivamente. Seguindo o mesmo procedimento
usando a GFAM de Lukasiewicz de Chung e Lee, a Max-
min FAM com limiar de Liu, a memdria associativa de Wang
e Lu, a IFAM de Godel, a IFAM de Goguen e a IFAM de
Lukasiewicz, encontramos os erros médios apresentados na
tabela III. A FAM de Kosko e a GFAM de Lukasiewicz
apresentaram oS mesmos erros. A memoria associativa de
Wang e Lu e a IFAM de Goguen também apresentaram os
mesmos resultados. Finalmente, a Max-min FAM com limiar e
a IFAM de Godel também apresentaram os mesmos resultados.

Método Erro médio
IFAM de Lukasiewcz 2.29%
FAM de Kosko 2.67%
GFAM de Lukasiewicz 2.67%
IFAM de Godel 2.73%
Max-min FAM com limiar 2.73%
IFAM de Goguen 2.99%
M.A. de Wang e Lu 2.99%
ARIMA2 5.48%
ARIMA1 9.79%

TABELA 111

ERRO MEDIO NA PREVISAO DE MAO-DE-OBRA.

Na figura 1 apresentamos a mao-de-obra requerida nos anos
1984 até 1995. O valor atual é comparado com as predi¢des
obtidas pelos métodos citados anteriormente.
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Fig. 1. Comparacdo da previsdo de mao-de-obra estimada por diferentes
modelos de memoria associativa nebulosa. A linha continua representa o valor
atual da mao-de-obra. A linha tracejada marcada com ‘o’ representa a IFAM
de Lukasiewicz, a linha pontilhada com ‘X’ corresponde a FAM de Kosko
e a GFAM de Lukasiewicz, a linha pontilhada com ‘+’ corresponde a Max-
min FAM com limiar e a IFAM de Godel e a linha pontilhada com ‘[T’
corresponde a memdria associativa de Wang e Lu e a IFAM de Goguen. As
linhas marcadas com ‘A’ e ‘V’ representam os métodos ARIMA1 e ARIMA2,
respectivamente.

A TFAM de Lukasiewicz apresentou o melhor resultado
para este problema de previsdo superando a FAM de Kosko,
a GFAM de Lukasiewicz, a Max-min FAM com limiar e

o método estatistico ARIMA [22]. Este exemplo revela a
aplicacdo e utilidade das IFAMs como sistemas de regras
nebulosas.

VI. IFAMS E AS MEMORIAS ASSOCIATIVAS
MORFOLOGICAS

Existe uma relacdo entre a IFAM de Lukasiewicz e as
memorias associativas morfoldgicas [13], [14]. As memdrias
associativas morfoldgicas sdo redes neurais descritas pela
equacao

y =Wxy ¥x, (30)
onde a matriz dos pesos sindpticos é dada por
Wxy =Y@A (-X7). 31)

Aqui, para matrizes A € R™*? e B € R**P, o produto C' =
AM B eR™ "™ e D= AR B € R™*"™ sdo definidos como

p p

ey =\ (aa+by) e dij=/\(au+by), (32
=1 =1
paratodot=1,...,mej=1,...,n.
Podemos mostrar que se X = [x!,...,xP] € [0,1]"*P
eY = [y',...,xP] € [0,1]™%P sdo as matrizes com as

memorias fundamentais, entdo a IFAM de Lukasiewicz W =
Y ®r XT e a meméria associativa morfolégica Wxy =

YR (-X )T estdo relacionadas através das equagdes:
W = (Wxy A0)+1, (33)
(Wox)VvO = [(Wxy AO)Mx]V6, (34)

onde x € [0, 1]™ é o padrio de entrada da memdria associativa
e 0 = \{_, y* ¢ o vetor de limiar.

Note que a fase de armazenamento e a fase de recordacdo da
IFAM de Lukasiewicz podem ser descritas em termos da fase
correspondente da memoria associativa morfolégica Wixy .
Além disso, ambos modelos produzem a mesma saida y se esta
estiver dentro do hipercubo [0, 1]™. Neste sentido, podemos
ver as IFAMs como uma generalizacdo das memorias asso-
ciativas morfolégicas. Uma aplicacdo da memdria associativa
morfolégica Wxy para o problema de previsdo aprensentado
na se¢do V produz os mesmos resultados obtidos pela IFAM
de Lukasiewicz.

Existe também uma relacdo entre a IFAM de Goguen e a
memoria associativa de Wang e Lu, conhecida como Memdria
Associativa Morfologica Nebulosa [21] apesar do fato que
ndo foi estabelecida nenhuma relagdo entre este modelo e a
morfologia matemdtica nebulosa.

Na memdria associativa de Wang e Lu, definimos

WP =y @ X*, (35)
onde a i,j-ésima componente de X* é 1/x;; e definimos
1/0 = 00 e 1/oo = 0. A recordagdo de um padrdo é dada
através da equagao

y = W@ x. (36)



As operagdes () e () sfo definidas para matrizes A, B com
elementos em RZ? = {r € RU +o0 : 7 > 0} de modo que
C=A\ Be D= A(Q B sio matrizes dadas por

k k
cij =\ (aa-by) e dij=/\(auby), (37
=1 =1
para todo indice t =1,...,me j =1,...,n. As operacdes -
e -/ diferem do produto usual somente no seguinte sentido
0-0c =0-0 =0, (38)
0/c0 =oc0/0 =o0. (39)

Note que a fase de recordagdo da IFAM de Goguen e
da memoria associativa de Wang e Lu sdo identicas exceto
pelo vetor limiar usado na IFAM. A diferenca entre estes
dois modelos estd na fase de armazenamento onde podemos
verificar que a matriz dos pesos sindpticos Wge da IFAM
de Goguen estd em [0,1]™*" enquanto que W&.2" estd em
(RZ%)™*", Como conseqiiéncia deste tltimo fato, um padrio
recordado pela a memoéria associativa de Wang e Lu pode ndo
ser nebuloso.

VII. CONCLUSAO

Neste artigo apresentamos as memorias associativas nebu-
losas implicativas (IFAMs) que sdo redes neurais nebulosas
treinadas usando o aprendizado nebuloso R-implicativo. Uma
IFAM particular é definida pela R-implicacdo utilizada no
aprendizado nebuloso R-implicativo, por exemplo, IFAM de
Lukasiewicz, IFAM de Godel e IFAM de Goguen.

Comparacdes entre as memorias associativas nebulosas im-
plicativas e modelos de memoria associativa nebulosa encon-
trados na literatura foram realizados através de um exemplo
estraido de [20] e um problema de previsdo apresentado em
[22]. No primeiro experimento, o conjunto das memorias
fundamentais foi perfeitamente armazenado nas IFAMs e na
FAM de Liu. Os demais modelos ndo apresentaram uma recor-
dacdo perfeita dos padrdes originais devido a interferéncia
cruzada. No segundo experimento, relacionado ao problema
de predicio de mao-de-obra em uma industria metaldrgica,
a IFAM de Lukasiewicz apresentou um resultado superior
aos modelos de Kosko, Liu e Chung-Lee, bem como os
métodos estatisticos ARIMA1 e ARIMA2. Este experimento
revelou uma aplicagdo das IFAMs como sistema de regras
nebulosas e indicou que as IFAMs podem ser usadas em
problemas de aproximacdo de funcdes. Temos que observar
porém que falta ainda conduzir pesquisas mais profundas sobre
a utilizag@o das IFAMs como aproximadores de fun¢des. Final-
mente, mostramos que a IFAM de Lukasiewicz e as memorias
associativas morfoldgicas estdo fortemente relacionadas se
as memorias fundamentais forem conjuntos nebulosos. Uma
relacdo semelhente foi mostrada para IFAM de Goguen e a
memoria associativa nebulosa morfoldgica de Wang e Lu.
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