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Resumo— Memórias associativas são modelos que descrevem o
fenômeno biológico que permite o armazenamento de padrões e
a recordação destes após a apresentação de uma entrada ruidosa
ou incompleta. Neste artigo apresentamos o aprendizado nebuloso
implicativo e discutimos as memórias associativas nebulosas
implicativas (IFAMs). No aprendizado nebuloso implicativo, os
pesos sinápticos são determinados computando o mínimo das im-
plicações das ativações pré e pós-sinápticas. Uma IFAM é descrita
por uma rede neural nebulosa totalmente conexa com neurônios
de Pedrycz como unidades básicas de processamento e treinada
usando o aprendizado nebuloso implicativo. Apresentamos uma
série de resultados comparando as IFAMs com outros modelos
encontrados na literatura e uma aplicação das IFAMs em um
problema de previsão.

I. INTRODUÇÃO

Uma memória associativa é um sistema de entrada e saída
que permite o armazenamento e a recuperação de informação.
Além disso, uma memória associativa é capaz de recuperar
correntamente uma saída mesmo após a apresentação de uma
entrada incompleta ou ruidosa. Estas características fazem das
memórias associativas uma área de pesquisa com aplicações
em diferentes ramos da ciência tais como processamento de
imagens, reconhecimento de padrões e otimização [1], [2], [3].
Os estudos em memórias associativas iniciaram nos anos 50
e vários modelos foram apresentados deste então [4], [5], [6],
[7], [8], [9], [10]. O modelo de memória associativa mais
famoso é a rede de Hopfield usada para padrões binários
[11], [12]. O modelo de Hopfield e os modelos mencionados
acima representam redes neurais semi-lineares tradicionais
onde em cada camada calculamos um produto matriz-vetor
seguido de uma função de ativação possivelmente não-linear.
Em contraste com os modelos de memória associativa semi-
lineares, as memórias associativas nebulosas e morfológicas
utilizam um produto matriz-vetor não-linear e geralmente
nenhuma função de ativação é adicionada [13], [14], [15].

O primeiro modelo de memória associativa nebulosa (FAM,
Fuzzy Associative Memory) foi apresentado por Kosko em
1992 [15]. Esta é uma rede neural de camada única descrita
em termos das composições max-min e max-prod. A matriz
dos pesos sinápticos da FAM de Kosko é obtida através da
regra de Hebb nebulosa. O modelo de Kosko apresenta uma
capacidade de armazenamento baixa devido à interferência
cruzada entre os padrões armazenados. Chung e Lee generali-

zaram a FAM de Kosko para uma composição max-t qualquer
e mostraram que uma recordação perfeita é possível se o
conjunto das memórias fundamentais for normal e ortogonal
no sentido da composição max-t [16]. As memórias asso-
ciativas nebulosas implicativas (IFAMs, Implicative Fuzzy
Associative Memories) discutidas aqui não encontram estas
restrições [17]. A grande diferença entre uma IFAM e uma
FAM Generalizada de Chung-Lee (GFAM, Generalized FAM)
está na regra de aprendizado que foi introduziada em [18],
[19] para o caso particular da composição max-min. Em vista
da implicação nebulosa usada neste aprendizado, iremos nos
referir a ele como aprendizado nebuloso implicativo. Junbo et.
al. aplicaram o aprendizado nebuloso implicativo para o caso
particular da composição max-min obtendo a chamada Max-
min FAM [19]. Liu aperfeiçoou posteriormente a Max-min
FAM de Junbo et. al. introduzindo um vetor limiar (threshold)
no modelo [20]. Wang e Lu introduziram recentemente as
chamadas memórias associativas nebulosas morfológicas [21],
um modelo inspirado nas memórias associativas morfológicas
[13], [14].

Neste artigo generalizamos o aprendizado nebuloso implica-
tivo para incluir qualquer composição max-t e introduzimos
as IFAMs como sendo redes neurais nebulosas com vetor
limiar treinadas usando o aprendizado nebuloso implicativo.
Verificamos que o modelo de Liu pode ser visto como uma
caso particular das IFAMs. Apresentamos comparações entre
as IFAMs e outros modelos através de exemplos encontrados
na literatura [20], [22]. Mostramos também que as memórias
associativas morfológicas com vetor limiar podem ser vistas
como um caso particular das IFAMs se as memórias funda-
mentais forem conjuntos nebulosos e se a matriz dos pesos
sinápticos estiver restrita ao hipercubo [0, 1]m×n.

Este artigo está organizado em sete seções. Na próxima
seção apresentamos os conceitos básicos de redes neurais
nebulosas. Na seção III introduzimos o aprendizado nebuloso
implicativo. Na seção IV introduzimos as IFAMs e apre-
sentamos um exemplo comparando a capacidade absoluta de
armazenamento das IFAMs com outros modelos encontrados
na literatura. Na seção V apresentamos uma aplicação das
IFAMs em um problema de previsão. Na seção VI apresen-
tamos a relação entre as IFAMs e as memórias associativas
morfológicas. O artigo termina com a conclusão na seção VII.



II. REDES NEURAIS NEBULOSAS

As memórias associativas nebulosas implicativas são redes
neurais nebulosas com neurônios lógicos de Pedrycz com
limiar [23], [24]. Se x1, x2, . . . , xn são os sinais de entrada,
a saída é calculada através das equações

yi =

n
∨

j=1

(wij t xj) ∨ θi , for i = 1, 2, . . . , m . (1)

ou

yi =
n
∧

j=1

(mij s xj) ∧ ϑi , for i = 1, 2, . . . , m . (2)

onde wij e mij são os pesos sinápticos e, θi e ϑi representam
um limiar (threshold), para i = 1, 2, . . . , m e j = 1, 2, . . . , n.
Os símbolos t e s representam normas (t-norma) e co-normas
triangulares (s-norma), respectivamente. Note que θi e ϑi

podem ser interpretados como pesos sinápticos conectados a
uma entrada constante x0. Neste caso, θi = wi0 t x0, onde
x0 = 1 na equação 1, e ϑi = mi0 s x0, onde x0 = 0 na
equação 2.

O neurônio descrito pela equação 1 é conhecido como OU-
neurônio e o modelo destrito pela equação 2 é chamado E-
neurônio. As equações 1 e 2 descrevem redes neurais nebu-
losas alimentadas adiante de camada única. Esta será a única
arquitetura de rede neural considerada neste artigo. Sendo as
normas e co-normas triangulares funções não-lineares, não
adicionaremos funções de ativação nos nossos modelos.

As equações 1 e 2 podem ser escritas numa forma matricial.
Se x = [x1, x2, . . . , xn]T ∈ [0, 1]n é o vetor de entrada e
se W = (wij) ∈ [0, 1]m×n e M = (mij) ∈ [0, 1]m×n são
as matrizes dos pesos sinápticos então o vetor de saída y =
[y1, y2, . . . , ym]T ∈ [0, 1]m é dado por

y = (W ◦ x) ∨ θ, (3)

e
y = (M • x) ∧ ϑ, (4)

onde ◦ e • representam as composições max-t e min-s [24].
Lembre-se que a composição max-t de duas matrizes A e B
de dimensões apropriadas é C = A ◦ B onde

cij =

p
∨

k=1

(aik t bkj) . (5)

Analogamente, a composição min-s de A e B é D = A • B
onde

dij =

p
∧

k=1

(aik s bkj) . (6)

Existe uma relação de dualidade entre as equações 3 e 4.
Seja R̄ = (r̄ij ) ∈ [0, 1]m×n a matrix da negação de R =
(rij) ∈ [0, 1]m×n dada por

r̄ij = 1 − rij , (7)

para todo i, j. Se A e B são matrizes nebulosas, então

A • B = Ā ◦ B̄, . (8)

A equação 8 é válida somente se a t-norma e a s-norma nas
composições ◦ e • forem também operações duais, isto é,

x s y = 1 − (1 − x) t (1 − y) = (x̄ t ȳ), (9)

para todo x, y ∈ [0, 1].

Exemplo 1. O mínimo (∧) é uma t-norma e sua s-norma
dual é o máximo (∨). A s-norma dual do produto é a soma
probabilistica dada por

x s y = x + y − xy , (10)

para x, y ∈ [0, 1]. A t-norma de Lukasiewicz (ou produto
limitado) e sua s-norma dual, conhecida como s-norma de
Lukasiewicz (ou soma limitada), são defindas como:

x t y = 0 ∨ (x + y − 1), (11)
x s y = 1 ∧ (x + y) . (12)

Neste trabalho nos concetramos nas redes neurais nebulo-
sas descritas pela equação 3. Resultados para as redes neurais
nebulosas descitas pela equação 4 podem ser obtidos através
da relação de dualidade fornecida pela equação 8.

III. APRENDIZADO NEBULOSO IMPLICATIVO

O postulado de aprendizagem de Hebb afirma que a variação
do peso de uma conexão sináptica depende de ambas ativações
pré-sináptica (entrada) e pós-sináptica (saída) [25]. Em [26],
Haykin apresenta a seguinte formulação matemática para a
aprendizagem hebbiana. Considere um peso sináptico wij com
ativação pré-sináptica xj e ativação pós-sináptica yi. O valor
do pesos sináptico wij após o aprendizado de Hebb é expresso
na forma geral através da equação

wij = F (xj , yi) , (13)

onde F é uma função binária. Haykin afirma que todas as
formas da equação 13 são classificadas como hebbianas.

No aprendizado nebuloso implicativo consideramos uma
implicação nebulosa como função das ativações pré e pós-
sinápticas. Se xj é a entrada e yi é a saída, então a conexão
sináptica wij é dada pela equação

wij = (xj ⇒ yi) . (14)

Lembre-se que uma implicação nebulosa é uma função binária
⇒: [0, 1]2 −→ [0, 1] satisfazendo as propriedades [27]:

1) Monotonicidade no segundo argumento,
2) Dominância da falsidade,
3) Neutralidade da verdade.

O aprendizado nebuloso implicativo pode ser interpretado do
seguinte modo: a variação de um peso sináptico é o grau de
veracidade da afirmação "Se estímulo, então resposta".

A forma tradicional do aprendizado de Hebb considera
o produto das ativações xj e yi. Neste caso, temos uma
natureza correlativa nas sinápses hebbianas. O aprendizado
nebuloso implicativo dado pela equação 14 não possui uma
natureza correlativa. Um aprendizado com natureza correla-
tiva pode ser obtido substituindo a implicação por uma bi-
implicação na equação 14. Neste caso, a conexão sináptica



seria computada através da equação wij = (xj ⇔ yi) e o
valor wij representaria o grau de veracidade da afirmação
“Estímulo se e somente se resposta”. Esta segunda proposta
não será considerada neste artigo porque ela pode restringir
muito o valor das conexões sinápticas produzindo valores
próximos de zero. Além disso, não teremos o teorema 1
para as memórias associativas nebulosas treinadas com este
aprendizado alternativo.

Neste artigo nos concentraremos nas chamadas R-
implicações associadas com a t-norma utilizada no modelo
neural nebulos descrito pela equação 3. Uma R-implicação é
uma aplicação binária ⇒R: [0, 1]2 → [0, 1] definida através da
equação

(x ⇒R y) = sup{z ∈ [0, 1] : x t z ≤ y}, (15)

para todo x, y ∈ [0, 1].

Exemplo 2. A R-implicação associada ao mínimo é a impli-
cação de Gödel dada por

x ⇒R y =

{

1, x ≤ y
y, x > y

. (16)

A R-implicação associada ao produto é a implicação de
Goguen dada por

x ⇒R y = 1 ∧
(y

x

)

, (17)

e a R-implicação associada a t-norma de Lukasiewicz é dada
por

x ⇒R y = 1 ∧ (1 − x + y). (18)

Suponha que queremos armazenar um conjunto de asso-
ciações {(xξ ,yξ) : ξ = 1, . . . , p}, onde x

ξ ∈ [0, 1]n e
y

ξ ∈ [0, 1]m, numa rede neural nebulosa descrita pela equação
3 usando o aprendizado nebuloso implicativo. Queremos que
os pares de entrada e saída (x1,y1) e (x2,y2) e . . . e
(xp,yp) sejam todos armazenados. Lembrando que a operação
de mínimo corresponde à conjunção lógica “e”, a matriz dos
pesos sinápticos W = (wij) ∈ [0, 1]m×n será o mínimo das
matrizes dos pesos sinápticos obtida para cada par (xξ ,yξ),
isto é,

wij =

p
∧

ξ=1

(

xξ
j ⇒ yξ

i

)

. (19)

Em outras palavras, a matriz dos pesos sinápticos W é
sintetizada através da regra

W = Y ~ XT , (20)

onde o produto C = A ~ B ∈ [0, 1]m×n de duas matrizes
nebulosas A ∈ [0, 1]m×k e B ∈ [0, 1]k×n e calculado através
da equação

cij =

k
∧

l=1

(blj ⇒ ail) . (21)

A regra definida pela equação 20 será chamada aprendizado
nebuloso implicativo. Quando uma R-implicação for usada,
teremos um aprendizado nebuloso R-implicativo e usaremos

o símbolo ~R para lembrar que uma R-implicação é utilizada
na equação 21.

A matriz dos pesos sinápticos obtida através do aprendizado
nebuloso R-implicativo é a solução do problema

max
{

W ∈ [0, 1]m×n : W ◦ X ≤ Y
}

. (22)

Logo, se existe uma matriz W0 ∈ [0, 1]m×n tal que W0 ◦
X = Y então W = Y ~R XT obtida através do aprendizado
nebuloso R-implicativo é tal que W ◦X = Y e W0 ≤ W [28].

O aprendizado nebuloso implicativo será usado para treinar
uma rede neural nebulosa descrita pela equação 3. Uma
rede descrita pela equação 4 pode ser treinada aplicando o
aprendizado nebuloso implicativo em conjunto com a relação
de dualidade dada pela equação 8.

IV. MEMÓRIAS ASSOCIATIVAS NEBULOSAS IMPLICATIVAS

Uma memória associativa é um sistema de entrada e saída
capaz de armazenar diferentes pares de padrões (x,y) [1]. O
problema de formular uma memória associativa pode ser inter-
pretado matematicamente como: Dado um conjunto finito de
memórias fundamentais,

{(

x
ξ ,yξ

)

: ξ = 1, . . . , p
}

, determine
uma aplicação G tal que G(xξ) = y

ξ para todo ξ = 1, . . . , p.
Além disso, a aplicação G deve apresentar tolerância com
respeito a ruído, isto é, G(x̃ξ) = y

ξ para qualquer versão
ruidosa x̃

ξ de x
ξ .

Nas memórias associativas neurais nebulosas, a aplicação
G é descrita por uma rede neural nebulosa e o processo
usado para determinar G torna-se uma regra de aprendizado.
Se o aprendizado nebuloso R-implicativo é usado para sin-
tetizar a matriz dos pesos sinápticos, obtemos uma Memória
Associativa Nebulosa Implicativa (IFAM, Implicative Fuzzy
Associative Memory). Note que existem infinitas IFAMs
induzidas pelas normas triangulares e R-implicações. Uma
IFAM particular é especificada pela R-implicação utilizada
no aprendizado nebuloso R-implicativo. Lembre-se que a R-
implicação considerada está diretamente ligada a t-norma
usada na composição max-t através da equação 15.

Os padrões de entrada e saída de uma IFAM são conjuntos
nebulosos. Assim, os vetores de entrada x

ξ ∈ [0, 1]n e os
vetores de saída y

ξ ∈ [0, 1]m, para ξ = 1, . . . , p, são interpre-
tados como conjuntos nebulosos definidos sobre um universo
de discurso finito com m e n elementos, respectivamente.

Resumindo, uma IFAM é uma rede neural nebulosa descrita
pela equação

y = (W ◦ x) ∨ θ , (23)

onde a matriz dos pesos sinápticos e o vetor limiar são dados
por

W = Y ~R XT e θ =

p
∧

ξ=1

y
ξ . (24)

Aqui, a implicação usada no produto Y ~R XT é a R-
implicação associada a t-norma da composição max-t da
equação 23. Como consequência do aprendizado nebuloso R-
implicativo temos o seguinte teorema:



Teorema 1. Se existe W0 e θ0 tal que (W0 ◦ x
ξ) ∨ θ0 = y

ξ

para todo ξ = 1, 2, . . . , p então W0 ≤ W = Y ~R XT , θ0 ≤
θ =

∧p

xi=1
y

ξ e y
ξ = (W ◦ x

ξ) ∨ θ para todo ξ = 1, . . . , p.

Exemplo 3. Um exemplo apresentado por Liu revela que
a capacidade absoluta de armazenamento da Max-min FAM
com limiar supera a capacidade absoluta de armazenamento
da FAM de Junbo et. al., da FAM de Kosko e da FAM
Generalizada de Chung-Lee [20], [19], [15], [16].

Considere o conjunto de memórias fundamentais (xξ ,yξ),
para ξ = 1, . . . , 8, apresentadas na tabela I. Armazenamos

ξ x
ξ

y
ξ

1 [0.5, 0.5, 0.4, 0.4, 0.3]T [0.5, 0.6, 0.3]T

2 [0.1, 0.3, 0.3, 0.4, 0.4]T [0.5, 0.6, 0.4]T

3 [0.8, 0.4, 0.6, 0.7, 0.4]T [0.6, 0.8, 0.4]T

4 [0.3, 0.4, 0.4, 0.3, 0.4]T [0.5, 0.6, 0.4]T

5 [0.6, 0.4, 0.7, 0.7, 0.5]T [0.7, 0.7, 0.5]T

6 [0.1, 0.1, 0.2, 0.2, 0.1]T [0.5, 0.6, 0.3]T

7 [0.7, 0.2, 0.4, 0.3, 0.2]T [0.5, 0.7, 0.3]T

8 [0.8, 0.4, 0.3, 0.4, 0.2]T [0.5, 0.8, 0.3]T

TABELA I
PADRÕES DE ENTRADA E SAÍDA UTILIZADOS NO EXEMPLO 3

estas 8 associaçãoes nos modelos de memória associa-
tiva nebulosa mencionados anteriormente. A Max-min FAM
com limiar recordou corretamente todos os padrões. A
FAM de Junbo recordou corretamente somente os pares
(x3,y3), (x5,y5), (x7,y7) e (x8,y8). A FAM de Kosko é
capaz de recordar somente o par (x5,y5) e a FAM Gene-
ralizada de Chung-Lee usando a t-norma de Lukasiewicz é
incapaz de armazenar e recordar correntamente este conjunto
de memórias fundamentais. Armazenamos também este con-
junto com 8 memórias fundamentais na memória associativa
de Wang e Lu [21]. Este modelo foi capaz de recordar os pares
(x1,y1), (x3,y3), (x5,y5) e (x8,y8).

Construímos a IFAM de Lukasiewicz usando a equação 24
e encontramos a matriz de pesos sinápticos

WLukasiewicz =

[

0.7 1.0 1.0 0.9 1.0

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

0.5 1.0 0.8 0.7 1.0

]

, (25)

e o vetor de limiar

θ = [ 0.5 0.6 0.3 ]
T
. (26)

A fase de recordação da IFAM de Lukasiewicz é realizada
usando a t-norma de Lukasiewicz na composição max-t. Verifi-
camos que W ◦xξ = y

ξ para todo ξ = 1, . . . , 8. Analogamente
para as IFAMs de Goguen e Gödel, onde as matrizes dos pesos
sinápticos são

WGoguen =

[

0.6250 1.0000 1.0000 0.8571 1.0000

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

0.3750 0.6000 0.6667 0.5714 1.0000

]

,

(27)
e

WGödel =

[

0.5 1.0 1.0 0.6 1.0

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

0.3 0.3 0.3 0.3 1.0

]

, (28)

respectivamente. O vetor de limiar da IFAM de Goguen e
da IFAM de Gödel coincidem e é dado pela equação 26,

pois este não depende da t-norma da composição max-t. A
IFAM de Goguen utiliza a composição max-prod e a IFAM
de Gödel utiliza a composição max-min na fase de recor-
dação. Resumindo, apresentamos na tabela II a capacidade
absoluta de armazenamento dos modelos apresentados neste
exemplo. A FAM Generalizada de Chung-Lee com a t-norma
de Lukasiewicz será referida como GFAM de Lukasiewicz.

Modelo Capacidade Absoluta de Armazenamento
Max-min FAM com limiar 8

IFAM de Lukasiewicz 8
IFAM de Gödel 8

IFAM de Goguen 8
FAM de Junbo 4

M.A. de Wang e Lu 4
FAM de Kosko 1

GFAM de Lukasiewicz 0

TABELA II
CAPACIDADE ABSOLUTA DE ARMAZENAMENTO DOS MODELOS

APRESENTADOS NO EXEMPLO 3

Note que a capacidade absoluta de armazenamento da Max-
min FAM com limiar de Liu e a capacidade de armazenamento
das IFAMs de Lukasiewicz, Goguen e Gödel coincidiram neste
exemplo. De fato, com base no teorema 1, podemos mostrar
que o desempenho da IFAM de Gödel é no mínimo tão bom
quanto o desempenho da Max-mim FAM com limiar. Neste
sentido, podemos ver as IFAMs como uma extensão da Max-
min FAM com limiar para qualquer composição max-t. Na
próxima seção apresentamos um exemplo onde a IFAM de
Lukasiewicz apresenta um resultado melhor que o modelo de
Liu.

V. APLICAÇÃO DAS IFAMS COMO SISTEMA DE REGRAS
NEBULOSAS

As memórias associativas nebulosas podem representar sis-
temas de regras nebulosas onde armazenamos um conjunto
de regras da forma SE-ENTÃO. Nesta seção, apresentamos
uma aplicação das IFAMs em um modelo de previsão. Pre-
cisamente, consideremos o problema apresentado em [22] que
consiste na previsão de mão-de-obra requerida nas indústrias
metalúrgicas do estado Bengal do Oeste na Índia. Inicialmente,
definimos 5 variáveis linguísticas Ai, i = 1, . . . , 5 e um
conjunto de sentenças nebulosas como “Se a mão-de-obra
requerida no ano n é Ai, então a mão-de-obra requerida no
n+1 é Aj”. Assim, obtemos um conjunto de pares de entrada
e saída que serão armazenados numa memória associativa
nebulosa. Se W é a matriz dos pesos sinápticos e θ é o
vetor limiar obtido após o processo de aprendizagem, então
a estimativa da mão-de-obra requerida no ano n + 1 é dada
por:

An+1 = (W ◦ An) ∨ θ , (29)

onde An é a mão-de-obra requerida no ano n e ◦ é a
composição max-t.

Usando a FAM de Kosko, Choudhury et. al. encontraram um
erro médio de 2.669% enquanto que os métodos estatísticos



ARIMA1 e ARIMA2 apresentaram um erro médio de 9.79%
e 5.48%, respectivamente. Seguindo o mesmo procedimento
usando a GFAM de Lukasiewicz de Chung e Lee, a Max-
min FAM com limiar de Liu, a memória associativa de Wang
e Lu, a IFAM de Gödel, a IFAM de Goguen e a IFAM de
Lukasiewicz, encontramos os erros médios apresentados na
tabela III. A FAM de Kosko e a GFAM de Lukasiewicz
apresentaram os mesmos erros. A memória associativa de
Wang e Lu e a IFAM de Goguen também apresentaram os
mesmos resultados. Finalmente, a Max-min FAM com limiar e
a IFAM de Gödel também apresentaram os mesmos resultados.

Método Erro médio
IFAM de Lukasiewcz 2.29%

FAM de Kosko 2.67%
GFAM de Lukasiewicz 2.67%

IFAM de Gödel 2.73%
Max-min FAM com limiar 2.73%

IFAM de Goguen 2.99%
M.A. de Wang e Lu 2.99%

ARIMA2 5.48%
ARIMA1 9.79%

TABELA III
ERRO MÉDIO NA PREVISÃO DE MÃO-DE-OBRA.

Na figura 1 apresentamos a mão-de-obra requerida nos anos
1984 até 1995. O valor atual é comparado com as predições
obtidas pelos métodos citados anteriormente.
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Fig. 1. Comparação da previsão de mão-de-obra estimada por diferentes
modelos de memória associativa nebulosa. A linha contínua representa o valor
atual da mão-de-obra. A linha tracejada marcada com ‘◦’ representa a IFAM
de Lukasiewicz, a linha pontilhada com ‘×’ corresponde a FAM de Kosko
e a GFAM de Lukasiewicz, a linha pontilhada com ‘+’ corresponde a Max-
min FAM com limiar e a IFAM de Gödel e a linha pontilhada com ‘�’
corresponde a memória associativa de Wang e Lu e a IFAM de Goguen. As
linhas marcadas com ‘M’ e ‘O’ representam os métodos ARIMA1 e ARIMA2,
respectivamente.

A IFAM de Lukasiewicz apresentou o melhor resultado
para este problema de previsão superando a FAM de Kosko,
a GFAM de Lukasiewicz, a Max-min FAM com limiar e

o método estatístico ARIMA [22]. Este exemplo revela a
aplicação e utilidade das IFAMs como sistemas de regras
nebulosas.

VI. IFAMS E AS MEMÓRIAS ASSOCIATIVAS
MORFOLÓGICAS

Existe uma relação entre a IFAM de Lukasiewicz e as
memórias associativas morfológicas [13], [14]. As memórias
associativas morfológicas são redes neurais descritas pela
equação

y = WXY ∨� x, (30)

onde a matriz dos pesos sinápticos é dada por

WXY = Y ∧�
(

−XT
)

. (31)

Aqui, para matrizes A ∈ R
m×p e B ∈ R

k×p, o produto C =
A ∨� B ∈ R

m×n e D = A ∧� B ∈ R
m×n são definidos como

cij =

p
∨

l=1

(ail + blj) e dij =

p
∧

l=1

(ail + blj) , (32)

para todo i = 1, . . . , m e j = 1, . . . , n.
Podemos mostrar que se X = [x1, . . . ,xp] ∈ [0, 1]n×p

e Y = [y1, . . . ,xp] ∈ [0, 1]m×p são as matrizes com as
memórias fundamentais, então a IFAM de Lukasiewicz W =
Y ~R XT e a memória associativa morfológica WXY =
Y ∧� (−X)T estão relacionadas através das equações:

W = (WXY ∧ 0) + 1, (33)
(W ◦ x) ∨ θ = [(WXY ∧ 0) ∨� x] ∨ θ, (34)

onde x ∈ [0, 1]n é o padrão de entrada da memória associativa
e θ =

∧p

ξ=1
y

ξ é o vetor de limiar.
Note que a fase de armazenamento e a fase de recordação da

IFAM de Lukasiewicz podem ser descritas em termos da fase
correspondente da memória associativa morfológica WXY .
Além disso, ambos modelos produzem a mesma saída y se esta
estiver dentro do hipercubo [0, 1]m. Neste sentido, podemos
ver as IFAMs como uma generalização das memórias asso-
ciativas morfológicas. Uma aplicação da memória associativa
morfológica WXY para o problema de previsão aprensentado
na seção V produz os mesmos resultados obtidos pela IFAM
de Lukasiewicz.

Existe também uma relação entre a IFAM de Goguen e a
memória associativa de Wang e Lu, conhecida como Memória
Associativa Morfológica Nebulosa [21] apesar do fato que
não foi estabelecida nenhuma relação entre este modelo e a
morfologia matemática nebulosa.

Na memória associativa de Wang e Lu, definimos

W prod
XY = Y ∧© X∗ , (35)

onde a i, j-ésima componente de X∗ é 1/xji e definimos
1/0 = ∞ e 1/∞ = 0. A recordação de um padrão é dada
através da equação

y = W prod
XY ∨© x. (36)



As operações ∧© e ∨© são definidas para matrizes A, B com
elementos em R

≥0
∞ = {r ∈ R ∪ +∞ : r ≥ 0} de modo que

C = A ∨© B e D = A ∧© B são matrizes dadas por

cij =

k
∨

l=1

(ail · blj) e dij =

k
∧

l=1

(ail ·
′ blj) , (37)

para todo índice i = 1, . . . , m e j = 1, . . . , n. As operações ·
e ·′ diferem do produto usual somente no seguinte sentido

0 · ∞ = ∞ · 0 = 0, (38)
0 ·′ ∞ = ∞ ·′ 0 = ∞. (39)

Note que a fase de recordação da IFAM de Goguen e
da memória associativa de Wang e Lu são identicas exceto
pelo vetor limiar usado na IFAM. A diferença entre estes
dois modelos está na fase de armazenamento onde podemos
verificar que a matriz dos pesos sinápticos WGG da IFAM
de Goguen está em [0, 1]m×n enquanto que W prod

XY está em
(R≥0

∞ )m×n. Como conseqüência deste último fato, um padrão
recordado pela a memória associativa de Wang e Lu pode não
ser nebuloso.

VII. CONCLUSÃO

Neste artigo apresentamos as memórias associativas nebu-
losas implicativas (IFAMs) que são redes neurais nebulosas
treinadas usando o aprendizado nebuloso R-implicativo. Uma
IFAM particular é definida pela R-implicação utilizada no
aprendizado nebuloso R-implicativo, por exemplo, IFAM de
Lukasiewicz, IFAM de Gödel e IFAM de Goguen.

Comparações entre as memórias associativas nebulosas im-
plicativas e modelos de memória associativa nebulosa encon-
trados na literatura foram realizados através de um exemplo
estraído de [20] e um problema de previsão apresentado em
[22]. No primeiro experimento, o conjunto das memórias
fundamentais foi perfeitamente armazenado nas IFAMs e na
FAM de Liu. Os demais modelos não apresentaram uma recor-
dação perfeita dos padrões originais devido a interferência
cruzada. No segundo experimento, relacionado ao problema
de predição de mão-de-obra em uma industria metalúrgica,
a IFAM de Lukasiewicz apresentou um resultado superior
aos modelos de Kosko, Liu e Chung-Lee, bem como os
métodos estatísticos ARIMA1 e ARIMA2. Este experimento
revelou uma aplicação das IFAMs como sistema de regras
nebulosas e indicou que as IFAMs podem ser usadas em
problemas de aproximação de funções. Temos que observar
porém que falta ainda conduzir pesquisas mais profundas sobre
a utilização das IFAMs como aproximadores de funções. Final-
mente, mostramos que a IFAM de Lukasiewicz e as memórias
associativas morfológicas estão fortemente relacionadas se
as memórias fundamentais forem conjuntos nebulosos. Uma
relação semelhente foi mostrada para IFAM de Goguen e a
memória associativa nebulosa morfológica de Wang e Lu.
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