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Resumo 
 

Nós apresentamos uma modificação do método de 
particionamento conhecido como K-Means (KM) para 
determinar regiões fuzzy em Preditores Probabilísticos 
Fuzzy (PPF’s). PPF’s são modificações de 
classificadores probabilísticos discretos, como o Naive 
Bayes Classifier e o Hidden Markov Model, a fim de 
habilitá-los a prever valores contínuos. Vários PPF’s 
utilizando esse particionamento baseado no KM são 
aplicados à tarefa de predição de séries de carga 
elétrica mensal e comparados com sucesso a dois 
modelos de filtro de Kalman e dois métodos de 
predição tradicionais, Box-Jenkins e amortecimento 
exponencial de Winters. As séries temporais 
empregadas apresentam um comportamento de 
mudança abrupta e significativa em seus últimos anos, 
como quando ocorre um racionamento de energia. 
 
1. Introdução 
 

Uma possível abordagem para se prever uma série 
temporal ou, de modo mais geral, qualquer valor 
contínuo (regressão) é através da estimação da função 
de densidade de probabilidade (fdp) da variável 
aleatória contínua que se deseja prever. Uma vez de 
posse dessa função de densidade então temos que a 
previsão é dada pelo valor esperado da variável 
aleatória contínua (o que corresponde a calcular a 
média da distribuição). 

A estimação da densidade, ou seja, o ajuste de uma 
função de densidade ao dados [16], pode ser 
paramétrica ou não-paramétrica. No caso do ajuste 
paramétrico, é necessária a especificação da forma da 

densidade (por exemplo, Gaussiana) e a estimação de 
seus parâmetros. Já o ajuste não-paramétrico (por 
exemplo, histogramas [16]) fornece um algoritmo 
consistente para quase qualquer densidade contínua e 
evita o passo de especificação. Se considerarmos o 
histograma para o ajuste não-paramétrico, vemos que a 
estimação da densidade contínua é feita pela 
discretização dos dados: para cada valor contínuo 
existe um correspondente valor discreto representando 
o intervalo que contém o valor contínuo. 

A metodologia paramétrica para previsão através do 
valor esperado foi amplamente usada, por exemplo, em 
modelos de filtro de Kalman [9], [25]. Não existem 
muitos trabalhos na literatura que usam a metodologia 
não-paramétrica para previsão através do valor 
esperado, mas a pesquisa neste campo produziu alguns 
sistemas interessantes: Naive Bayes for Regression 
(NBR) [5], Markov Model for Regression (MMR) 
[17], [19], Hidden Markov Model for Regression 
(HMMR) [19] e Multi-Hidden Markov Model for 
Regression (MHMMR) [21]. Esses Preditores 
Probabilísticos Discretos (PPD’s) usam discretização e 
Redes Bayesianas (RB’s) [15] ou Redes Bayesianas 
Dinâmicas (RBD’s) [7], [14], [15] com apenas 
variáveis discretas (por exemplo, Naive Bayes 
Classifier [4] e Hidden Markov Model [13]) para 
estimar fdp’s e então fazer predições contínuas. 

Em nossos trabalhos anteriores [18], [19], [21], 
estendemos esses PPD’s empregando a fuzzificação 
[11], [24] como uma generalização da discretização. A 
fuzzificação dos dados contínuos funciona da seguinte 
forma: para cada valor contínuo v existe um 
correspondente conjunto de valores fuzzy {r | mr(v) > 
0}, onde mr(v) é uma função de pertinência que retorna 



um número real em [0, 1] para uma região fuzzy r e um 
valor contínuo v. Assim obtivemos vários Preditores 
Probabilísticos Fuzzy (PPF’s) que seguem essa idéia: 
Fuzzy Bayes Predictor (FBP) [18], Fuzzy Markov 
Predictor (FMP) [18], Fuzzy Hidden Markov Predictor 
(FHMP) [19] e Fuzzy Multi-Hidden Markov Predictor 
(FMHMP) [21]. Em PPF’s, o ajuste não-paramétrico é 
feito por RB’s ou RBD’s utilizando variáveis e 
probabilidades fuzzy [22], [26]. 

Tanto os PPD’s quanto os PPF’s partem do 
princípio de que o espaço dos dados contínuos foi 
previamente particionado em intervalos ou regiões 
fuzzy. Em ambos os casos, a abordagem mais simples é 
efetuar um particionamento uniforme do espaço 
contínuo: na discretização, o espaço é dividido em 
intervalos de mesmo tamanho; na fuzzificação, regiões 
fuzzy com o mesmo formato são distribuídas 
uniformemente no espaço. Density Trees (DT’s) [20], 
[23], K-Means (KM) [8] e suas respectivas versões 
fuzzy são métodos de particionamento que não 
possuem essa restrição de uniformidade. 

O artigo é organizado como segue. Na seção 2 são 
revistos os particionamentos discreto e fuzzy usando 
DT’s [20]. Na seção 3 é revisto o particionamento 
discreto usando KM e é apresentada sua versão fuzzy. 
Na seção 4, PPD’s e PPF’s usando diferentes tipos de 
particionamento são aplicados à tarefa de predição de 
carga elétrica mensal e comparados a dois modelos de 
filtro de Kalman, STAMP [9] e BATS [25], e dois 
métodos de predição tradicionais, Box-Jenkins [2] e 
amortecimento exponencial de Winters [12]. 
Finalmente, na seção 5 são discutidas algumas 
conclusões e trabalho futuro. 
 
2. Particionamento fuzzy através de 
Density Trees 
 

DT’s fazem um particionamento recursivo do 
espaço contínuo com o propósito de estimar (de forma 
não-paramétrica) a fdp “f” de uma variável aleatória 
contínua. Em [23], uma DT é utilizada para dividir 
(discretizar) o espaço contínuo em intervalos da 
seguinte maneira: 
1. comece com N valores (exemplos) contínuos em 

um intervalo (o nó raiz) que cobre o domínio 
inteiro de “f”; 

2. divida o intervalo corrente em dois intervalos 
(filhos) de mesmo tamanho se o corrente possui ao 
menos √N valores e sua distância ao nó raiz não 
excede (log2N)/4 (a distância entre um 
nó/intervalo e seus nós/intervalos filhos é igual a 
1); 

3. repita este processo para cada novo intervalo 
enquanto as condições forem satisfeitas. 

A figura 1 mostra um exemplo do particionamento 
feito por uma DT. Neste exemplo, os intervalos finais 
obtidos são [0.0; 0.25), [0.25; 0.5) e [0.5; 1.0]. 
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Figura 1: Particionamento feito por uma Density 

Tree 
 
A versão fuzzy desse algoritmo [20] para a obtenção 

de uma DT funciona da mesma maneira que o original 
na divisão de intervalos. A única diferença é que são 
colocadas regiões fuzzy nesses intervalos: 
1. o intervalo/nó raiz contém duas regiões fuzzy 

triangulares cujos máximos e mínimos (valores de 
pertinência iguais a 1 e 0, respectivamente) são os 
limites do intervalo, e a interseção das regiões 
fuzzy é o centro do intervalo; 

2. cada intervalo corrente contém parte de duas 
regiões fuzzy triangulares cujos máximos e 
mínimos são os limites do intervalo, e a interseção 
dessas regiões fuzzy é o centro do intervalo; 

3. quando o intervalo corrente é dividido em dois 
intervalos de mesmo tamanho (se as condições do 
passo 2 da DT são satisfeitas), os mínimos das 
duas regiões fuzzy contidos no intervalo corrente 
são mudados para o centro desse intervalo, e uma 
nova região fuzzy triangular é inserida com seu 
máximo igual ao centro do intervalo corrente e 
mínimos iguais aos limites desse intervalo; 

4. este processo é repetido para cada novo intervalo 
enquanto as condições forem satisfeitas. 
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Figura 2: Particionamento feito pela versão fuzzy do 

algoritmo para DT 
 



Um exemplo da criação de regiões fuzzy através 
desse método de particionamento é mostrado na figura 
2. Partindo de duas regiões fuzzy, r1 e r2, o algoritmo 
adiciona as novas regiões fuzzy r3, r4 e r5 nesta ordem. 

Na figura 3 é visto o mesmo exemplo anteriormente 
apresentado para uma DT, mas agora usando sua 
versão fuzzy. As regiões fuzzy finais obtidas são r1, r2, 
r3 e r4. 
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Figura 3: Particionamento fuzzy usando uma DT 

 
3. Versão fuzzy do K-Means 
 

O método de particionamento conhecido como K-
Means (KM) tem por objetivo construir k intervalos de 
forma a minimizar a soma das distâncias di,j (di,j = |xi - 
cj|) de cada valor (exemplo) contínuo xi contido em um 
intervalo para o centro de gravidade cj do intervalo: 

1. inicialize o centro de gravidade cj de cada 
intervalo j (por exemplo, pode-se escolher os 
intervalos de forma que cada um tenha a 
mesma quantidade de exemplos); 

2. calcule (para i = 1, ..., N; j = 1, ..., k) mi,j = {1 
se di,j < di,r para todo r ≠ j; 0 caso contrário}, ou 
seja, a pertinência mi,j de um valor xi em um 
intervalo j; 

3. calcule o centro de gravidade cj de cada 
intervalo j: cj = (∑i=1

N
 mi,j.xi) / (∑i=1

N
 mi,j); 

4. repita os passos 2-3 até não haver alterações 
nos centros de gravidade (ou atingir um 
número máximo de iterações). 

O ponto de interseção entre intervalos adjacentes j e 
j+1 é dado por (cj + cj+1) / 2. Supondo que a e b sejam 
os limites inferior e superior do domínio contínuo, 
respectivamente, os intervalos obtidos são [a; (c1 + c2) 
/ 2), [(c1 + c2) / 2; (c2 + c3) / 2), ... e [(ck-1 + ck) / 2; b]. 

Uma outra possibilidade para inicialização dos 
centros de gravidade dos intervalos é usar o 
particionamento feito por uma DT. Se os k intervalos 
obtidos pela DT forem [l1; l2), [l2; l3), ... e [lk; lk+1] 

então os centros de gravidade iniciais podem ser c1 = 
(l1 + l2) / 2, c2 = (2.l2 - c1), c3 = (2.l3 - c2), ... e ck = (2.lk 
- ck-1). Com esses centros consegue-se manter os 
mesmos pontos de interseção entre intervalos 
adjacentes produzidos pela DT pois lj+1 = (cj + cj+1) / 2. 

A versão fuzzy do KM apresentada aqui utiliza k 
regiões fuzzy triangulares ao invés de intervalos. O 
máximo (valor de pertinência igual a 1) de uma região 
fuzzy j é representado por cj. Dado duas regiões fuzzy 
adjacentes j e j+1, um mínimo (valor de pertinência 
igual a 0) da região fuzzy j é igual a cj+1, um mínimo da 
região fuzzy j+1 é igual a cj, e o ponto com valor de 
pertinência igual a 0.5 (para ambas as regiões) é igual 
a (cj + cj+1) / 2. O algoritmo consiste nos seguintes 
passos: 

1. inicialize o máximo cj de cada região fuzzy j 
(por exemplo, pode-se escolher esses máximos 
de forma que sejam iguais aos centros de 
gravidade da inicialização do KM onde cada 
intervalo tem a mesma quantidade de 
exemplos); 

2. calcule (para i = 1, ..., N; j = 1, ..., k) mi,j = 
mj(xi), onde mj(.) é a função de pertinência da 
região fuzzy j (que depende dos máximos de j e 
das regiões adjacentes a j); 

3. calcule o máximo cj de cada região fuzzy j: cj = 
(∑i=1

N
 mi,j.xi) / (∑i=1

N
 mi,j); 

4. repita os passos 2-3 até não haver alterações 
nos máximos (ou atingir um número máximo 
de iterações). 

Alguns aspectos devem ser ressaltados sobre esse 
algoritmo: 

- embora não mencionado explicitamente, os 
máximos das regiões fuzzy cujos valores são os 
limites inferior e superior do domínio contínuo 
não devem ser alterados pelo algoritmo a fim 
de preservar a informação sobre os limites do 
domínio; 

- de forma semelhante ao que acontece no KM 
ao utilizar um DT no passo de inicialização, o 
particionamento feito pela versão fuzzy do 
algoritmo para DT pode ser usado para 
inicializar os máximos das regiões fuzzy. 

A versão fuzzy do algoritmo KM desenvolvida neste 
trabalho é diferente do Fuzzy K-Means (FKM) que 
aparece na literatura [1], [3]. No FKM, a pertinência 
mi,j presente no algoritmo do KM é dada por 

mi,j = di,j
2/(φ-1) / (∑r=1

k
 di,r

2/(φ-1)) 
onde φ (1 < φ < ∞) é o grau de sobreposição entre os k 
grupos de dados. Como o FKM não usa regiões fuzzy 
triangulares, ele não poderia utilizar a versão fuzzy do 
algoritmo para DT no passo de inicialização. Por isso 



optamos pelo uso de uma versão fuzzy do KM 
diferente do FKM. 
 
4. Resultados experimentais 
 

PPD’s e PPF’s foram aplicados à tarefa de predição 
de 1-passo-adiante de séries de carga elétrica mensal e 
foram comparados a dois modelos de filtro de Kalman, 
STAMP e BATS, e dois métodos de predição 
tradicionais, Box-Jenkins e amortecimento exponencial 
de Winters. 

Foram empregadas três séries (figuras 4, 5 e 6) de 
carga elétrica mensal (5 x 12 meses de dados para 
treinamento e 3 x 12 meses para teste). Essas séries 
foram obtidas de empresas brasileiras de energia 
elétrica e apresentam um comportamento de mudança 
abrupta e significativa em seus últimos anos, como 
quando ocorre um racionamento de energia. 
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Figura 4: Série 1 de carga elétrica mensal 
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Figura 5: Série 2 de carga elétrica mensal 
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Figura 6: Série 3 de carga elétrica mensal 

 
A métrica de erro utilizada foi a MAPE (Mean 

Absolute Percentage Deviation): 
MAPE = ( ∑

n
i=1 | ei | ) / n 

onde, 
ei = ((desejadoi - previstoi)/desejadoi) * 100%, 
n = número de exemplos de teste. 

Todos os sistemas (PPD’s, PPF’s, modelos de filtro 
de Kalman e métodos tradicionais) fizeram uso dos 
últimos 3 anos das séries como o conjunto de teste, e 
os 5 anos anteriores como o conjunto de treinamento 
para efetuar a predição de 1-passo-adiante do próximo 
mês que corresponde ao primeiro mês do conjunto de 
teste. Para se prever cada mês do conjunto de teste os 
sistemas são retreinados com os 5 anos que precedem o 
mês sendo previsto. Esse retreinamento é feito devido 
ao comportamento de mudança abrupta nas séries. 

Quatro casos foram considerados para a distribuição 
dos intervalos ou regiões fuzzy (triangulares) no espaço 
contínuo de um PPD ou PPF: distribuição uniforme 
das partições (intervalos ou regiões fuzzy); partições 
distribuídas de acordo com o algoritmo para DT; 
partições obtidas pelo KM; inicialização das partições 
através do algoritmo para DT seguido pelo ajuste das 
mesmas pelo KM. Os erros de predição para cada uma 
dessas possibilidades são mostrados nas figuras 7, 8, 9 
e 10. Nessas figuras, “F#HMP” ou “#HMMR” indicam 
um FMHMP ou um MHMMR com o número de 
variáveis de estado igual a “#”.Em cada uma dessas 
figuras os erros são referentes às predições dos três 
anos do conjunto de teste (para as três séries) e sempre 
são comparados PPD’s e PPF’s com modelos de filtro 
de Kalman e métodos tradicionais. 
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Figura 7: MAPE de PPD’s e PPF’s com distribuição 

uniforme das partições 
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Figura 8: MAPE de PPD’s e PPF’s com partições 

distribuídas através de DT 
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Figura 9: MAPE de PPD’s e PPF’s com partições 

obtidas pelo KM 
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Figura 10: MAPE de PPD’s e PPF’s com partições 

obtidas por DT e KM 
 
Forward validation (FV) [10] foi utilizado para a 

seleção do número de atributos (número de 
componentes da observação) e o número de partições 
nos PPD’s e PPF’s, exceto quando a escolha do 
número de partições é feita por um algoritmo para DT. 

As três séries foram diferenciadas para os PPD’s e 
PPF’s, ou seja, cada série temporal diferenciada é 
obtida porYt = Zt - Zt-1, onde Zt corresponde a um valor 
de cada uma das séries originais. Para os PPD’s e 
PPF’s baseados em RBD’s, os tempos t-1 e t 
representam o mesmo mês em anos consecutivos. 

Para Box-Jenkins, a identificação da diferenciação 
usada no modelo ARIMA é feita por um algoritmo 
baseado no método Augmented Dickey-Fuller [6]. A 
identificação do modelo para os dados diferenciados é 
realizada pela minimização do BIC (Bayesian 
Information Criterion) sobre um número de modelos 
ARIMA estimados aproximadamente. 

As figuras 7, 8, 9 e 10 apresentam os erros de 
predição de 1-passo-adiante para PPD’s e PPF’s com a 
escolha do número de entradas feita pelo FV. 
Comparando-se cada preditor que usa a abordagem 
uniforme com o mesmo preditor que usa DT 
(totalizando 8 preditores), a abordagem uniforme 
obteve 13 vitórias (de 24 possibilidades = 8 preditores 
x 3 séries), onde cada uma dessas vitórias representa a 
constatação de que um preditor específico usando a 
abordagem uniforme obteve um erro de predição 

menor que o mesmo preditor usando DT para alguma 
série. Nessa mesma comparação, a abordagem por DT 
obteve 7 vitórias e ocorreram 4 empates. A princípio 
isso pode sugerir que a abordagem uniforme seja mais 
adequada que a de DT, mas também é preciso 
considerar que o uso de DT é computacionalmente 
mais rápido que o processo de escolha do número de 
partições uniformes. Por exemplo, o tempo de 
computação para o uso de PPD’s e PPF’s com três 
variáveis de estado para a abordagem uniforme é 
extremamente maior do que a abordagem por DT. 

Já na comparação da abordagem uniforme com a 
que usa KM (totalizando 8 preditores) evidencia-se os 
seguintes resultados: para a uniforme 12 vitórias e a do 
KM 12 vitórias, o que nos leva a crer que o uso de KM 
não necessariamente melhora nossas predições. 
Comparando-se a abordagem que usa DT com aquela 
que combina DT e KM (totalizando 10 preditores), 
ocorrem 9 vitórias para a de DT e 21 vitórias para a de 
DT-KM (de 30 possibilidades = 10 preditores x 3 
séries), o que sugere que o KM pode melhorar o 
particionamento feito pela DT. Comparando-se DT-
KM com uniforme (total de 8 preditores) temos 14 
vitórias para o primeiro e 10 vitórias para o segundo. 
Considerando DT-KM versus KM (total de 8 
preditores) temos14 vitórias para o primeiro, 9 vitórias 
para o segundo e 1 empate. Pode-se concluir que o uso 
conjunto de DT com KM é uma abordagem eficiente e 
rápida em PPD’s e PPF’s de estruturas complexas: por 
exemplo, o F3HMP e o 3HMMR obtiveram resultados 
satisfatórios quando comparados aos modelos de filtro 
de Kalman e métodos tradicionais. 
 
7. Conclusão e trabalho futuro 
 

Nós apresentamos uma modificação do método de 
particionamento conhecido como K-Means (KM) para 
determinar regiões fuzzy em Preditores Probabilísticos 
Fuzzy (PPF’s). Preditores Probabilísticos Discretos 
(PPD’s) e PPF’s usando suas respectivas versões de 
KM foram aplicados à tarefa de predição de carga 
elétrica mensal onde as séries temporais empregadas 
apresentam um comportamento de mudança abrupta e 
significativa em seus últimos anos, como quando 
ocorre um racionamento de energia. O uso conjunto do 
KM com o particionamento feito por Density Trees 
(DT’s) também foi testado (tanto para o caso discreto 
quanto o fuzzy). 

De forma geral, os PPD’s e PPF’s obtiveram 
resultados competitivos quando comparados com os 
dois modelos de filtro de Kalman, STAMP e BATS, e 
os dois métodos tradicionais para predição, Box-
Jenkins e amortecimento exponencial de Winters. 



Analisando as figuras 7, 8, 9 e 10 podemos ver que o 
uso conjunto de DT com KM é uma abordagem 
eficiente e rápida em PPD’s e PPF’s de estruturas 
complexas. 

Como trabalho futuro, gostaríamos de testar outras 
séries temporais e automatizar a escolha de qual PPD 
ou PPF é o mais adequado para uma determinada série. 
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