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Resumo

Este trabalho consiste no desenvolvimento e
implementacdo de um algoritmo para a solugdo do
problema relacionado ao treinamento de um
classificador denominado maquina de vetores
suportes (SVM). Trata-se da solucdo de um problema
dual de otimizacdo quadratica colocado sob a forma
de Wolfee. O método apresentado tem como
embasamento tedrico o desenvolvimento de uma rede
Perceptron dual cuja topologia esta relacionada a
uma representacdo dependente dos dados que
computa uma funcdo de saida responsavel pela
maximizacdo da margem de separacdo dos dados em
um problema de classificagdo binaria. O algoritmo,
denominado KPDS, Kernel Perceptron Dual SVM,
utiliza uma forma mais estavel, porém, com uma
menor taxa de convergéncia, de correcdo dos
multiplicadores, com base no gradiente da funcdo
lagrangeana.

1. Introduco:

O desenvolvimento de classificadores kernel,
Smola e Scholkopf [1] e, em particular, das maquinas
de vetores suportes, Cortes e Vapnik [2], representam
um grande avango, €, até mesmo, uma mudanca de
perspectiva, no campo da aprendizagem de maguinas,
no contexto, <sobretudo, do  aprendizado
supervisionado.

Varios problemas de classificagdo, como
exemplo, o reconhecimento de padrfes complexos de
estrutura ndo rigida ou de formagdes variaveis como a
escrita, fala e objetos deforméaveis, envolvendo os
processos de categorizacdo e generalizacdo do ser
humano, passaram a s resolvidos com maior
eficiéncia, atingindo niveis de performance bem
acentuados, quase comparados aos processos
decisorios de especialistas.

A aplicagdo destes algoritmos de aprendizagem,
ndo se resumem, entretanto, a simulacdo dos
processos de percepcdo. Um grande nimero de
problemas reais pode ser solucionado com a
utilizagdo destas técnicas.

Neste particular, podemos destacar os problemas
nas &eas de Medicina, Biologia, Engenharia,

Economia e Computacdo, incluindo a tomada de
decisdo em diagndsticos médicos; a andlise de dados
provenientes de experimentos de microarray e a
andlise de sequéncias hioldgicas, o controle de
processos em plantas industrias, o reconhecimento de
imagens e o processamento de sinais; a mineracdo de
dados relacionados a comercializagdo, estoques e
lucratividade de empresas, e, findmente, a mineragdo
de textos na web.

Iniciddmente, vamos abordar agumas das
principais técnicas utilizadas para o treinamento de
maquinas de vetores suportes, ou sga, aplicadas a
solucdo do problema de otimizagdo quadrética na
forma dua de Wolfe, conhecido como problema
SVM, Cortes e Vapnik [2], e descrito como:

MaxL.1-Z/2.LT H.L
Sujeitoa:
LTY =0
O£LE£C

@

considerando o vetor A = (ay, 03,..., am) O Vetor de
multiplicadores, Y = (y1, ¥2 ..., Ym), O vetor de rétulos
de valores bindrios e H a matriz Hessiana simétrica,
positiva semi-definida com todos autovalores néo
negativos, naforma

H= [hi,j] , onde hi,j = yi-yj-Ki,jy

estando associada a um conjunto de treinamento Z =
{(%, y)} e a uma funcdo kernel k:A%xA’® A,
sendo K = k(X“XJ)

Se a matriz H for positiva definida, a funcéo
objetiva do problema tem a forma estritamente
convexa e a sua solugdo 6tima global relativa a um
ponto de maximo que satisfaca as condicoes de KKT
€ Unica, podendo ser obtida, segundo Fletcher [3], por
algum método de otimizacdo quadratica convexa.

Entretanto, mesmo se a matriz Hessiana for
positiva semi-definida a solucdo obtida pode ser
global e tnica. No caso mais geral, a solucdo ndo sera
Unica se dado alguma solugdo 4, escolhemos um
vetor A" que pertence ao espaco nulo da Hessiana,
sendo o vetor A° ortogonal ao vetor unitério,
derivando uma solugdo 4 + A também dtima
Porém, a solugdo encontrada serd sempre uma
solugdo Gtima global, em contraste com as técnicas de


mailto:raulfonsecaneto@ig.com.br
mailto:samueldefilippo@yahoo.com.br

Redes Neurais Artificiais, que empregam o algoritmo
backpropagation, onde muitas solugdes de maximos
locais poder&o exidtir.

2. Métodos de solucao:

A eaboracdo de um método para a solugdo do
problema de otimizagdo quadrética relacionado ao
treinamento de uma maguina SVM depende,
essencialmente, de trés fatores. Em primeiro lugar,
como devemos considerar as informagdes utilizadas
da funcdo objetiva do problema, ou segja, informagdes
de primeira ordem ou informagdes de segunda ordem.
Em segundo lugar, se o méodo de treinamento,
relacionado a técnica de otimizacdo, deve ser
implementado de forma online, ou através de
solugBes batch. Finalmente, em terceiro lugar, se a
solugdo do problema seré feita no espaco de varidveis
primais ou duais.

A dificuldade maior na solugdo do problema de
programagdo quadrédtica, associado a @ este
treinamento, esta no tamanho da matriz Hessiana, que
€ quadrédtica em relacdo ao tamanho do conjunto de
treinamento e extremamente densa, ndo permitindo a
utilizacdo de técnicas eficientes de fatoragcdo no
cdmputo de suainversa

Entretanto, devemos considerar que na solucdo
6tima do problema, somente alguns pontos ou
vetores, chamados de vetores suportes, participam do
conjunto ativo, possibilitando o emprego de técnicas
de otimizagdo baseados na reducdo de variavels e em
métodos de decomposicdo que utilizam um sub-
conjunto de trabalho a cada iteragdo.

Atualmente, existem vérias técnicas e métodos de
otimizagdo, aplicados ao treinamento de uma
méquina SVM. Estes métodos, de certa forma,
utilizam-se de uma andlise apropriada dos fatores
mencionados, desenvolvendo, assim, determinadas
estratégias especificas.

O primeiro, tradicionalmente mais utilizado, esta
relacionado ao uso de estratégias de conjunto de
trabalho, sendo considerado um méodo de
decomposi¢do. Utiliza um solver de otimizagdo ndo
linear, que retém a cada iteragdo um sub-conjunto de
varidvels, associados a pedacos do conjunto de
treinamento, para a formagdo da matriz Hessiana.
Esta técnica foi empregada por Osuna, Freund e
Giros [4] no problema de reconhecimento de
imagens deforméveis ou faces.

O segundo, desenvolvido recentemente por John
C. Patt [5], pode ser considerado como uma técnica
de decomposi¢do na sua forma mais extrema. Neste
caso, os sub-problemas de programagdo quadrética
envolvem a cada iteagdo, somente dois
multiplicadores, podendo ser solucionados de forma
anditica, sem a necessidade de um solver de
otimizacdo ndo linear. Recebeu o0 nome de
Otimizagdo Minima Sequencial (SMO).

O terceiro, desenvolvido por Friess, Cristianini e
Campbell [6], é uma técnica simples, mas bastante

eficiente conhecida como Kernel Adatron. Foi
desenvolvido com a introducdo de fungdes Kernel no
algoritmo Adatron, proposto por Anlauf e Biehl [7].
Consiste de um método de otimizagdo online que
utiliza somente informagdes de primeira ordem da
funcdo objetiva do problema. A sua formulacdo
cléssica, descrita por Campbell e Crigtianini [8],
utiliza a base do algoritmo Adatron realizando,
entretanto, uma andlise mais detalhada na avaliacdo
do bias da equacéo do hiperplano.

3. Problema SVM com soft margin:

Na utilizacdo de um hiperplano 6timo como
separador em um problema de classificagdo binaria
podem ocorrer problemas onde o conjunto de pontos
ndo sgja perfeitamente linearmente separével. Neste
caso, pode exigtir aguma forma de overlap entre as
classes, provocando uma violagdo das restrictes de
classificagdo do sistema.

A forma mais usua de corrigir este problema
consiste na introducdo de varidvels de folga néo
negativas, ou de relaxacdo das restrigbes, segundo
Cortes e Vapnik [2], que permitirdo que o conjunto de
treinamento sga separado linearmente com um
nimero minimo de erros relacionado ao controle da
capacidade do classificador.

3.1 Flexibilizag&o da margem:

Sqja a introdugéo das variaveis de relaxacdo e,
i=1,...,m, ondee; 3 0. Devemos minimizar a fungéo
deerro: &; ¢°, sujeito asrestricdes de classificagio na
formarelaxada:

wx; +b3 1- e para y, =+1
wx; +bfe -1paray =-1,
permitindo, desta forma, segundo a Figura 1, que
alguns pontos ultrapassem a barreira dos hiperplanos
segundo osvaloresde e; .

Claramente, os valores de e; estdo associados aos
erros de treinamento. Se o valor de e; estiver contido
no intevalo, O<e; <1, o0s vetores associados

ultrapassam a margem de segurancga, sem, no entanto,
ocorrerem erros de classificac8o. Por outro lado, se
e, >1, entdo o vetor associado X estd sendo
classificado na classe contraria, ocorrendo um erro de
classificacdo.

Se os vetores associados aos erros de classificacdo
puderem ser separados do restante do conjunto de
treinamento, entdo os dados remanescentes poderdo
ser treinados de forma a definir um hiperplano
separador 6timo. Este problema pode ser tratado de
maneira forma através da minimizacdo de um
funcional ® que inclui uma medida de capacidade do
classificador, associado a maximizagdo da margem, e
uma medida de penalidade dos erros de treinamento.



Considerando a formulagdo prima do problema
SVM, temos:

Min%aw .w+ C. @ (&€ ) %)
jeito a:

wx; +b31- e paray, =+1

wx; +bfe -1paray =-1,

e 30,

onde o parametro C  é uma constante positiva que

controla a penalidade do erro e o vetor w se refere ao
vetor normal do hiperplano separador.

By =1-fw. xl+h)

Figural: SYM com soft margin.

3.2 Formulagdo SVM:

Tomando ®(u) = u e o = 1, temos, segundo
Cortes e Vapnik [2], a primeira forma de solugdo do
classificador com soft margin relacionada a
minimizacdo danormalinear ou normal L;:

Min Sw’ w+Ca e
2 i (3)

jeito a:

yi ><(W><xi +b)+ei -130,parai=1..m

e 30

Introduzindo os multiplicadores a e i, temos:
Min%w‘w+Céei - &a;yi(wx +b)+&a; - 4ae - & me

ou
Min%V\}W' aa;y(wx +b)+&a; +ae(C-a;- m)
a;m30

Fazendo uso do gradiente da fungéo lagrangeasna
em relacdo aw, b e ¢, eigualando a zero de modo a

satisfazer as condigbes de otimalidade de primeira
ordem, temos:

L

ﬂ_wzop W- éaiyi iZO
L

%:OD a;y, =0

%:OD C-a;-m=0
I

Substituindo o valor de w na expressdo da funcéo
lagrangeana e introduzindo as demais equagbes como

restrigdes do problema, anulamos a dependéncia da
fungdo objetiva em relagdo aos parémetros w, b e e,
estabel ecendo o problema na forma dual de Wolfe, ou
sgja
o 1 o o

Max L(a):aai'E?Ejlaiajyiyj<xi7xj> 4)
Qjeito a:
aiya; =0
C-a-m=0
m>=0,a>=0

Considerandom= C-a; e m >0, temos a; < C,
possibilitando reescrever o problema SVM na forma
quadrética conforme apresentado em (1):

10 o
Max L(a):éai'Eaaaiajyiyi<xi’xi> ©)
i [

jeito a:
ajya; =0
0<a <C

A viabilidade da solu¢do do problema primal e
dual, associada as equactes de complementaridade,
estabelecem as seguintes condigBes de otimalidade,
conhecidas como condigdes de KKT ( Karush-Kuhn-
Tucker ):
yi Awsq +b)+e, <13 0
e,a;,m30
a;(y; (wx; +b)+e - 1)=0
me; =0

Podendo ser feita a seguinte andlise de viabilidade
considerando a flexibilizacdo na classificagdo dos
dados:

1° caso: O vetor esta fora das margens.

Sea; =0P m=Cb ¢ =0
derivando: y; (wxi +b)- 130

2° caso: O vetor ultrapassa as margens.

Sea; =C =>m=0=>¢>=0
derivando: y; (wx; +b)- 1£0.

3° caso: O vetor esta sobre a margem.

Se0<a; <C=>m>0=>¢=0
derivando: y, (wx, +b) =1

3.3 Funcbes kerndl:

Quando o conjunto de dados néo € linearmente
separavel aplicamos uma transformacdo néo-linear
dos dados, do espago de entrada original, para um
espaco de mais alta dimensdo, denominado espaco
de caracteriticas. Esta transformacdo pode ser
obtida através do uso de vérias funcles de
mapeamento. Apls esta transformagdo, os dados
s80 separados de forma linear no espago de
caracteristicas através da construcdo de um
hiperplano separador por um tipo de classificador
como as maguinas SVM, conforme o exemplo da
Figura 2, que mostra uma projecdo de pontos de
um espaco de entrada R’ para um espaco de
caracteristicas R®.



Figura 2: Espaco de entrada e de caracteristicas.

De forma simplificada, podemos resumir a
utilizacgdo de fungbes kernel apresentando o
seguinte problema: Seja um conjunto de pontos ou
dados pertencentes a0 espaco euclidiano RP,
definido como espago de entrada, sga F um
espaco de mais dta dimensdo definido como
espaco de caracteristicas. Definindo uma funcéo de
mapeamento f:R° ® F, x ® f(x), podemos
estabelecer uma fungcdo kernd Kk, k(xx) =
<f(x).f (x)>, na forma de um produto interno do
mapeamento de dois vetores associados a fungdo
caracteristica f, sendo x e x; I RP, considerando
gue a funcdo k atende as condicles estabelecidas
por Mercer [9].

E importante ressaltar que o algoritmo de
treinamento de um classificador kernel como uma
magquina de vetores suportes, depende, somente, do
produto interno dos vetores no espaco de entrada,
seguido da avaliacdo da funcdo kernel k, a fim de
determinar uma superficie de decisdo linear ou
hiperplano separador no espago de caracteristicas.

Neste sentido, a0 projetarmos 0s pontos no
espaco de caracterigticas, através do mapeamento
obtido pela funcdo f, necessitamos definir,
somente, a funcdo kernel, ndo precisnado avaliar a
fungdo f explicitamente e nem mesmo conhecé-la.
Utilizando a funcéo k no algoritmo de treinamento
obtemos uma superficie de decisdo linear no
espaco de caracteristicas F, a qua corresponde a
uma superficie de decisdo ndo linear no espago de
entrada.

4. Algoritmo KPDS:

Neste trabalho desenvolvemos e implementamos
um método online para a solugdo do problema SVM.
O agoritmo tem como objetivo a determinacdo do
hiperplano separador 6timo no espago dua das
varidveis, estabdecendo um Perceptron de larga
margem.

O processo de aprendizagem € baseado no
computo do gradiente da funcdo lagrangeana,
apresentada na formulagdo (5), em relacdo a cada
multiplicador, ou sgja, determinamos fL/fa; ,
associado a uma taxa de aprendizagem 7.

Consideramos em nossa implementacdo a
utilizag8o de fungbes kernel, a adocéo do parémetro C

como um pardmetro de regularizacdo e de
flexibilizag&o da margem e, por fim, a manutencéo do
conjunto de multiplicadores diferentes de zero,
formando o conjunto SV, que acelera o cdmputo da
fungéo f discriminante.

O loop principal do algoritmo, como veremas,
testa todo os exemplos do conjunto de treinamento, a
exemplo do algoritmo Perceptron, determinando uma
€poca ou etapa no processo de aprendizagem.

4.1 Topologia derede:

A principa diferenca em relagdo ao algoritmo
Kernel Adatron estd na forma de atualizagcdo dos
multiplicadores e de avaliag&o do bias da equacéo.

Os métodos online, em sua maioria, atualizam
todos os multiplicadores a cada época, ou sgja, a cada
passagem do conjunto de treinamento, seguindo a
forma de corregdo do algoritmo Adatron.

Em nossa implementacdo, optamos pela correcdo
de um Unico multiplicador a cada época, em uma
forma de aprendizado caracterizada pela corregdo do
vetor ao padréo mais informativo, associada a escolha
de um vencedor, como ocorre no processo de
aprendizado competitivo. Escolhemos para atualizar
sempre aquele multiplicador associado ao maior valor
da correcdo. Ou sga, atualizamos ax sendo k = Arg
Max ; {fiL/fa; }, mantendo inalterados os valores

dos demais multiplicadores. Este método segue a
forma de corregdo existente no algoritmo MinOver,
Kinzel [10], que apesar de apresentar uma menor
taxa de convergéncia, em relacdo ao agoritmo
Adatron, produz resultados mais estave's.

Como fungbes kernel implementamos a fungéo
produto interno, para a solucdo de problemas
linearmente separdveis, a funcdo de Gauss para a
solucdo de problemas no espaco de caracteristicas e
agumas fungdes relacionadas ao computo de
similaridades entre seqliéncias bioldgicas para a
solucdo de problemas na érea de Bio-Informética. A
matriz kernel, caso haja memodria suficiente, é
computada na fase inicial do algoritmo, no sentido de
tornar mais eficiente a avaliagdo da funcéo f.

A edtrutura do processamento pode ser
representada pela topologia de rede do Perceptron
Dual, descrita na Figura 3, fornecendo a seguinte
fungdo discriminante:

f(xi):glajyjk(xi,xj)ﬂ . (6)
i=

De outra forma, esta equacdo pode ser reescrita
considerando os valores de a; ndo associados a

vetores suporteiguais a zero, resultando em:

f(xi):ﬁésvajyjk(xi,xj)+l (7)
g(xi)ZYi f(xi)7

determinando a seguinte fungéo de deciso:

2(x;)=j (g(x)), paraumafunggo sinal j .
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Figura 3: Topologia de rede do algoritmo KPDS.

4.2 Base tedrica e for mulagéo:
Para um problema SVM que considera a
relaxacdo de restricdo de igualdade, na forma:

o 1mnm g
Max L@@, )=4a,- ~& a aiajyiyjK(XilXj)- I & ya,
i=1 2i=1j=1 i=1

O£a; £C, | irrestrito 8
computamos a derivada parcid em relagdo a cada
multiplicador a;:

iL _ m

ﬂ?i—l' yi Ja:laJyJK(Xl,XJ)' I yl

Tomando o valor maximo:

i
g vy F(x), sendo k = Arg Max; {
1

Ly
fa, fa, [V)
atualizamos o multiplicador vencedor a, com base na
expressao:
Da :h[l' Q(Xk)]’
sendo o novo valor de ay dado por:
a,=0seay*+Da, £0
a,=a, '+Da, se O<a '+Da, <C
a,=Csay'+Da,3C

Na atualizacdo do valor do bias, utilizamos um
processo iterativo de ajustamento com base no
gradiente da funcdo lagrangeana L da equacéo (8) em
relacdo ao parémetro A, ou sgja, considerando:
& = rénya
ﬂl i=1 =1
atualizamos o bias A, ao find de cada época, em
funcdo do Unico multiplicador modificado, segundo a
equacao:
I'=1"'+y Da, seay*+Da, >0, 9)
I'=1""- y,Da, sea '+Da, £0.

O critério de parada é definido pelo célculo da
semi-margem, cujo valor deve convergir para o valor
unitario, ou sga, ao final de cada época computamos:

g =7 inlt*(x))- ax(t (1)),
comparando seu valor ao interval o

1-e<y<1l+e, paraumacongantedeeroe.

O adgoritmo, por atuadizar somente um
multiplicador a cada época, converge, segundo Kinzel
[10], a uma taxa polinomial. Esta forma de
otimizagdo € equivalente na teoria da mateméatica aos
métodos conhecidos como row-action, tendo como
técnicas similares o método de projecdo de Bregman
ou 0 método iterativo de Hildreth para programacéo
quadratica, Bregman [11], Hildreth [12].

4.3 Andlise das Condicfes de otimalidade:

A satisfagdo das condigbes de KKT, resultante da
obtencdo da méaxima margem, pode ser analisada da
seguinte forma:

Se0< g <C ey .f(x)=1, entdo ndo ocorre
correcdo do multiplicador e o ponto associado
permanece na margem como um vetor suporte,
atendendo a condigéo de KKT.

Se0<g<Cey.f(x)>1louy.f(x) <1 entdo
o vaor do multiplicador é dterado, ou sga,
diminuido ou aumentado, no sentido de satisfazer a
condicdo de KKT.

Seai=0ey . f(x)> 1 entdo o valor de o; €
diminuido, porém as restrigdes de canalizagdo fazem
com gue o valor de o; permanega zero.

Seqi=0e0<y .f(x)< 1 entdoovaordeq é
aumentado, descolando-se do valor zero, e o ponto
associado se torna um vetor suporte.

Seai = Cey . f(x)> 1 entdo o valor de o; €
diminuido e o ponto desloca-se de dentro da margem
tornando-se um vetor suporte.

Finalmente, sea; = Ce0 <y . f(x) < 1, entdo o
valor de o; € aumentado, porém as restricbes de
canalizagdo fazem com que o valor de o; permanece
igua a C e o ponto dentro da margem.

5. Resultados e Aplicagoes:

Para comprovar a corretude do algoritmo KPDS
apresentamos a solucdo de um problema artificial de
classificagdo binéria relacionado a disposicao de um



conjunto de pontos no espaco de entrada R?, sendo o
mesmo, denominado problema da espiral, de natureza
ndo linear, exigindo, para a sua solucdo o emprego de
uma funcdo kernel Gaussiana.

Atuamente, estamos trabalhando junto ao
nicleo de Bio-Informatica do LNCC, utilizando o
algoritmo KPDS com fungdes kernel relacionadas ao
computo da medida de similaridade de sequiéncias
biolégicas em problemas de predicdo de estruturas
secundérias  de familias de proteinas e no
reconheci mento de regides promotoras.

5.1 Problema de separ abilidade néo linear:

Seja, 0 conjunto de pontos em R? rotulados pelas
respectivas classes, conforme o conjunto de
treinamento apresentado pela Figura 4.
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Figura 4: Conjunto de treinamento.

Os seguintes resultados foram apresentados pelo
algoritmo KPDS, utilizando como kernel a fungéo
gaussiana com varidnciae® = 1.

Valor da margem: 0.99023

Vetoressuportes: 0, 1,2, 3,4,5,6,78,9,10, 11, 12,
13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28,
29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44,
45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76,
77,78, 79, 80, 81, 82, 85, 86, 90, 91

Bias(A): 0.00395

6. Conclusdes:

Neste trabalho descrevemos, de forma sucinta, o
desenvolvimento das méaquinas de vetores suportes,
embasado na teoria de programagdo matemética,
incluindo a utilizaggdo de uma margem flexivel,
chamada de soft margin, que permite a efetiva
realizac8o do controle da capacidade do modelo e de
seu poder de generalizacéo.

Considerando a classe de hip6teses formadas por
hiperplanos ou fungdes lineares incompativeis com a
solugdo de problemas ndo linearmente separéveis
descrevemos, também, como este problema pode ser

resolvido de maneira eficiente com a utilizacdo de
fungdes Kernd.

Finalmente, mostramos a implementagdo de um
algoritmo online de treinamento de uma magquina
SVM, denominado KPDS, que utiliza uma forma
mais estédvel, porém com uma menor taxa de
convergéncia, de correcdo dos multiplicadores, com
base no gradiente da funcdo lagrangeana. Achamos,
pelos testes realizados, que este algoritmo apresenta
uma robustez superior ao algoritmo Kernel-Adatron
de Friess, Crigtianini e Campbell [6].
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