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Solucoes Neurais de Equacoes Algébricas de Riccati

Annabell D.R. Tamariz e Celso P. Bottura

Abstract—Neste artigo resolvemos neuralmente as
equagodes algébricas de Riccati discreta (EARD) e continua
(EARC) no tempo. Para o caso discreto, nos baseamos
em nossa proposta de abordagem que obtem os modelos
dindmicos neurais que descrevem a EARD utilizando uma
Rede Neural Recorrente multicamada (RNR). Para o caso
continuo, apoiados nos modelos dindmicos neurais que
descrevem a FARC, fazemos uma implementagdo computa-
cional que além de calibrar nossa solucdo neural para este
caso, permite validar a proposta de abordagem discreta que
fizemos e também implementamos. Apresentamos varios
exemplos de aplicagdo ao problema de projeto de regulador
linear quadratico.

Index Terms—Sistemas Lineares, Redes Neurais, Equacao
de Riccati, Controle linear quadréatico, Espaco de Estado.

I. INTRODUCTION

termo genérico "Equacao de Riccati” pode sig-
Oniﬁcar qualquer classe de matrizes: quadrética,
algébrica ou diferencial ou a diferencas finitas de tipo
simétrico ou nao simétrico, surgida no estudo de sis-
temas dinamicos continuos ou discretos no tempo [4]. As
equagoes de Riccati, surgem naturalmente numa ampla
variedade de situagoes e tém grande utilidade na anédlise
e projeto de sistemas de controle.

Ambas equacoes (discretas e continuas no tempo) desem-
penham um papel fundamental na solucao de problemas de
Controle Linear Quadratico Gaussiano, Filtro de Kalman,
modelagem no Espaco de Estado de Séries Temporais e
de Sistemas e em muitos outros ramos da matematica, es-
tatistica, engenharia e economia.

Uma Rede Neural Artificial (RNA) é uma estrutura de
processamento de informacao distribuida paralelamente na
forma de um grafo direcionado, com algumas restri¢oes
e defini¢coes préprias, consistindo de neur6nios com inter-
conexodes sinapticas e enlaces de ativagao, vide [9].

Na literatura de controle, da-se muita atencao aos prob-
lemas relacionados com o projeto do regulador linear
quadritico (RLQ). O problema de projetar um sistema de
controle linear realimentado, minimizando um indice de
desempenho quadratico, pode, por exemplo ser reduzido
ao problema de obter uma solucdo definida ndo negativa
da equacao algébrica de Riccati. Apesar de existirem algo-
ritmos paralelos que calculam a solucdo de Riccati muito
mais rapidamente que os algoritmos seqiienciais, e de exis-
tirem muitas referéncias a pesquisas para resolver sistemas
de equacoes lineares e problemas relacionados com RNA,

Niicleo de Pesquisa e Desenvolvimento em Informadtica,
Universidade Candido Mendes, Campos dos Goytacazes, RJ 28040-
320.

Telf: +55 22 2733-4100, e-mail: annabellQucam-campos.br

Laboratério de Controle e Sistemas Inteligentes,
Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP 777.
Telf: + 5519 3788-3852, fax: +361463-4112,
bottura@dmcsi.fee.unicamp.br

e-mail:

[5] [7] [8], referéncias tratando da solugio neural da equagio
matricial de Riccati discreta sdo escassas.

Neste artigo resolvemos neuralmente as equagoes
algébricas de Riccati discreta (FARD) e continua (EARC)
no tempo. Para o caso discreto, nos baseamos em nossa
proposta de abordagem que obtem os modelos dindmicos
neurais que descrevem a EARD utilizando uma RNR, [2].
Para o caso continuo, apoiados nos modelos dinamicos
neurais que descrevem a EARC, [11], fazemos uma im-
plementacao computacional que além de calibrar nossa
solucdo neural para este caso, permite validar a proposta
de abordagem discreta que fizemos e também implementa-
mos. Apresentamos varios exemplos de aplicacdo ao prob-
lema de projeto de regulador linear quadrético.

Nosso objetivo neste trabalho é resolver problemas de
controle 6timo RL() para sistemas lineares discretos e
continuos no tempo utilizando RNR. Temos em mente o
objetivo de criar condicoes para o controle em tempo real
de sistemas com a intencao de que as solugdes neurais ja de-
senvolvidas e aqui implementadas por software sejam pos-
teriormente implementadas em hardware microeletronico.

II. EQUACAO DE RICCATI DISCRETA NO TEMPO

Para motivacao consideremos o seguinte sistema con-
troldvel linear invariante e discreto no tempo, definido pela
equagao

Tpt1 = Axp + Buy, (1)

onde x; € R™ é o vetor de estado do sistema e uj € ®™ é
o vetor de entrada de controle, A € R*"*" ¢ B € R™*™ g40
matrizes constantes conhecidas de dimensoes apropriadas
associadas com zy e uy, respectivamente. A funcgio de custo
quadratica associada com este sistema pode ser definida

como,
[o o]

J =X @l Qui + ul Ruy), (2)

k=0

onde Q > 0 e R > 0 sdo matrizes de ponderacio conheci-
das, simétricas e definidas positivas para zj e uj respecti-
vamente; esta funcdo deve ser minimizada com a restricdo
(1). Um controlador ou lei de controle com realimentarao
de estado linear, ur, = — Kz}, resultante em [12], pode ser
aplicado na equacdo (1) e obtemos o sistema em malha
fechada com a seguinte expressao:

Tk+1 = (A — BK)CUk, Iy (3)

onde a matriz de ganho realimentada étima pode ser cal-
culada como:

K =(B"PB+R) 'BTPA (4)



e P é uma matriz simétrica, definida nao negativa que pode
ser obtida através da solucdo da FARD:

ATP(I+SP) *A-P+Q=0, (5)

onde A, Q e S sdo matrizes reais quadradas com @ e S
simétricas e A nao singular, I corresponde a matriz iden-
tidade. A equacéo (5) corresponde & forma equivalente da
EARD. A matriz S, para a equagao (5), é definida como:

S=BR'BT (6)
e R é uma matriz ndo singular,[1] [10]

III. EQUACAO DINAMICA NEURAL DE RICCATI
DISCRETA

Nesta secdo, vamos apresentar nossa propostas para
resolver a EARD definida em (5), usando RNR. Pos-
teriormente vamos apresentar os respectivos resultados
numéricos, do problema Neuro-Riccati proposto, obtidos
com nossa implementacao computacional neural.

Nosso problema neural seria definido com a seguinte
funcdo objetivo:

minE(P,L) = Y Y ej[G(P)]+ey;[H(P,L)]
onde =
G(P) = ATPI+SP)'A-P+Q=0
H(P,L) = LLT-P=0

(7)

Nosso objetivo serd, com estas duas equacoes inclusas

na funcdo objetivo, obter as equacbes dindmicas neurais

para resolver, o problema de controle 6timo apresentado.

As equagbes dindmicas neurais para resolver este tipo de
problemas em forma geral sdo descritas por, [5]:

dlcjlit) = —npg—g =-n,Wi  PO)=PT(0) (8
diz—it) _ _mg_lL? = —mWs  Wa(0)#£0 (9)

onde a derivada de uma funcdo de valor escalar E em
relacdo a uma matriz é definida por

OE [ OE i1
% _[0E] i
Na definigdo das equagdes em (8), P(t) e L(t) sdo ma-
trizes de ativacao de estado da RNR, n,,m > 0 sao as taxas
de aprendizado e Wi = [w1,ijlnxn € Wo = [w2,ij]nxn S80
definidas para todo i,j = 1,n em [2].
As matrizes de ativacdo sao definidas como:

frw(gn) =U() = F(ATP(I+SP) 'A-P+Q)
fori(hp) =Y (t) = F(LLT — P)
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Obtém-se as seguintes equacoes dinamicas neurais para
resolver a EARD, (5), utilizando uma RNR

= = [UTAT(I+ SV (1) *A- ATV ()T + SV (H)~*

t
STU@) I+ SV () *A-U(t) - Y (t)]
Y0 = . Zt)Y ()
(t)= FATV®)(I+SV(H)TA-V(H)+Q)
)= F(Zt)ZT (1) -V(1)
(10)

Detalhes do desenvolvimento completo do processo de
analise para a obtencao das equacoes dindmicas neurais
que descrevem a EARD pode ser achado no artigo [2].

A arquitetura desta nossa RNR, estd constituida de
quatro camadas conectadas bidirecionalmente. A camada
1 (ou primeira) é de entrada, representada por U(t) =
[uij(t)], a camada 4 (ou tltima) de saida, representada
por V(t) = [v;;(t)] e duas camadas intermédiarias repre-
sentadas por Y (t) = [y;;(t)] e Z(t) = [2:;(t)], respectiva-
mente. A partir disso, podemos fazer P corresponder &
saida final da rede (v;;(¢)). A matriz de ativacdo de estado
V(t) para os neur6nios na camada de saida representa o
resultado computacional de P (solugdo da equagdo (5)) e
a matriz de estado Z(t) representa o fator Cholesky de P,
ou seja L. As camadas para V(t),U(t) e Y (t) vao consistir
de arranjos quadrados (n x n) de neurénios.

IV. EQuagAo DINAMICA NEURAL CONTINUA

Nesta secao vamos apresentar as equacoes dinamicas
neurais que descrevem a equacdo de Riccati continua uti-
lizando RNR, detalhes do procedimento em [11].

Para motivagdo considere um sistema linear invariante e
continuo no tempo completamente controlavel:

#(t) = Az(t) + Bu(t), (11)

cuja lei de controle, u(t) = — Kx(t), depende de uma matriz
de ganho, K, que vai estar definida através de uma matriz
P correspondente & solucao da equacao matricial algébrica
de Riccati Continua:

ATP 4+ PA-PSP+Q =0 (12)
onde S = BR™'B” ¢é uma matriz simétrica e semidefinida
positiva.

Para fazer a formulagao utilizando uma RNR na solugdo
da equagdo (12), retomaremos apenas as equacoes que
foram definidas para o caso discreto, no se¢dao anterior.

Seja a funcdo objetivo definida por:

min E(P,L) = Z Zeij [G(P)] +eij[H(P,L)]
onde =
G(P) = PSP-ATP-PA-Q
H(P,L) = LLT-P

(13)
As funcoes de ativacio sdo definidas como:
Ut)=FV(t)SV(t)— ATV () - V() A - Q)
Y(t) = F(Z()Z" () - V(2))
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As equacoes dindmicas neurais que descrevem a CARE
utilizando uma RNR, sdo apresentadas a seguir:

D =, [V()SU(t) + U()SV () - AU(t) - U (1) AT -
a2t Z—mY(t) (t)
Ut) =FV®)SV(t)-ATV(t) -V(H)A-Q)
Y(t) =F(Z{t)Z"(t) -V ()
(14)
V. IMPLEMENTAGOES E RESULTADOS
Nesta secdo, discutimos os resultados das imple-

mentacoes neurais das equagoes algébricas de Riccati disc-
reta (EARD) e continua (EARC) no tempo com vdrios ex-
emplos. As implementacoes para resolver a EARD Neu-
ral e a EARC Neural em forma geral, foram desenvolvi-
das no Matlab usando o método de Runge-Kutta de quarta
ordem; em nosso caso as equacoes diferenciais coincidem
com as equagdes dinamicas neurais obtidas em cada prob-
lema analisado: Discreto e Continuo, respectivamente. A
estrutura do algoritmo para calcular V' (t), por exemplo, no
caso discreto é:

51 = feval(C’fv’ etav,V,S,U,A);

so = feval(’fv’,etav,V+h*s; /2,S,U,A);

sg = feval(’fv’ etav,V+h*s2 /2,5, U,A);

sq = feval(’fv’ etav,V+h*s3,S,UA);

V =V 4 h*(s; + 2%sy + 2%s5 + 54)/6;

Vout = [Vout; V]

Cada s; corresponde a uma variavel que é encarregada
da atualizagdo de um peso sindptico da rede ou equivalen-
temente a varidvel desconhecida do problema, x.

Exemplo 1. Considere o controle RLQ do seguinte sis-
tema continuo no tempo instavel em malha aberta, onde
os coeficientes das matrices sdo:

RN
(15)
o[ 3] [t ]

Resolvemos a equacao neural de Riccati Continua com
a mesma, arquitetura da RNR e com a implementagdo do
algoritmo numérico da RNR explicado detalhadamente em
[11]. A solugao da respectiva equacio é:

|

A simulacao foi realizada usando os seguintes parametros
como condigdo inicial, (n,,m) = (10,1000), At = 1075,

P(0) = [ PR } e Y (0)=1.

A Figura 1 apresenta as trajetorias de Z(t) e V (¢), re-
spectivamente. A partir destas figuras podemos observar
que tanto Z(t) como V(t) atingem seus valores estaveis
rapidamente.

Neste exemplo estamos simplesmente verificando e cal-
ibrando nossa implementacdo computacional da FARC

1.222

—-0.671
—0.671

1.339

Y (#)] 4 ,
— | ‘-
Fig. 1. Resultados da equagdo neural de Riccati Continua

neural para futuras utilizacoes em outras equacoes, por
exemplo as equagdes de Lyapunov. Temos como referéncia
o artigo [11], onde a simulagdo, para o mesmo exemplo, foi
feita em cédigo C. Neste caso fizemos uma comparagao
entre os resultados obtidos no trabalho de referéncia e os
obtidos em nossa implementacao neural e chegamos a con-
clusdo que a nossa proposta neural também estd correta.

Portanto, nossa proposta e implementacao para resolver
a EARC utilizando RNR, (EARC Neural), apresenta bons
resultados que podem ser testados e comprovados com
qualquer outro método de solucao.

Exemplo 2. Este exemplo considera o problema de con-
trole 6timo linear quadrético para o caso discreto. O de-
sempenho da solucdo da EARD, usando uma abordagem
com rede neural recorrente multicamada é apresentado. Os
parametros para as matrizes do sistema sao:

L_[09512 0 o[ 4877 4877

1 0 09048 ~| -1.1895 3.569
0.005 0 0.33 0

Q_[ 0 0.02] R_[o 3}

As equagbes dindmicas neurais (10) foram utilizadas
para resolver a equacgao de Riccati Discreta (5). A solucdo
P, K obtida para a respectiva EARD Neural é:

|

0.0715 —0.0705

0.0104 0.0032
0.0136  0.0455

0.0032  0.0504 K= {

Elementos de Z Elementos de V

0.8 0.4

0.6 03

()
V()

0.4 0.2

-0.2 -0.1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
tempo tempo

Fig. 2. Resultados de V(t) e Z(t) para a EARD usando RNR

|



Elementos de K
T

R

L L L L L L L L L
0 01 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1
tempo

Fig. 3. Resultados de K(t), para a EARD usando RNR

Estados em Malha Fechada Elementos de U

0025,

0 005 01 015 02 025 o 005 01 015 02 025

Fig. 4. Resultados de x(t) e u(t), usando RNR

Esta matriz P é simétrica, definida positiva e satisfaz (5).
A simulagdo foi realizada usando as equagdes dinamicas
neurais implementadas, onde (1,,m) = (3000,10000), At =
107° P(0) = [0.1]2x2 e Y(0) = I. As Figs.2-4 apresentam
as trajetérias de Z(t),V (t), K(t),z(t),u(t) para a solucdo
da equacao EARD Neural implementada neste exemplo .
A partir da Fig. 2, podemos observar que os elementos de
V(t) atingem seu valor estavel rapidamente. Esta solucéo
neural corresponde a solugdo dada por Laub em [3] cujo
método é uma variante da abordagem de autovetor classica
usando um conjunto de vetores Schur.

Portanto, nossa proposta e implementagao para resolver
a EARD utilizando RNR, apresenta bons resultados que
podem ser testados e comprovados com qualquer outro
método de solucdo, em especial [1] [6].

Exemplo 3. Considere o problema de controle RLQ de
um sistema, discreto com parametros variantes no tempo
definidos na matrix B:

0.9512 0 0.005 0
A‘{ 0 0.9048 ] Q_{ 0 0.02 ]
B 4.877 + 2sin((27t)/5)  4.877 R 0.33 0
- —1.1895 3.569 1 o 3
o — [ 09516
=1 0.2603
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Sejam as matrices iniciais V =0e Z =1, g é um vetor
de estado inicial aleatério.
A solugéo P, K obtida para a respectiva EARD Neural

é:
p— 0.0098 0.0032 K= 0.0687 —0.0715
| 0.0032 0.0506 ~ | 0.0131 0.0455
s
032 0.07
UZS:\‘/_ 0.05
5 E 003
ML 001
o
e p—-
Fig. 5. Resultados de Z(t) e V(t) usando RNR
Elementos de B Elementos de K
0.3
20
0.2
15 0.155
t"---u--—--—-lm'l""
0
-0.1
0 0‘2 014 0‘6 D‘E 1 7020 0‘2 0‘4 D.‘6 0‘8 1
e ‘emps
Fig. 6. Resultados de B(t) e K(t) usando RNR
Simulacoes foram realizadas usando as equagoes
dindmicas neurais implementadas, com (n,, m) =
(3000, 10000). Como B(t) é uma matriz variante no

tempo, resultados de simulagées em tempo real sdo
apresentadas nas Figs.5-7, ilustrando os resultados de
Z(t), V(t), B(t), K(t), z(t) e u(t). Pode-se observar que
apesar dos valores da matrix B(t) mudarem, o resto das
matrices, Z(t), V(t) e K(t) acompanham as mudancas de
forma a satisfazer(5).

Na segunda figura em Fig.5 apresentamos uma com-
paracdo entre a solucdo obtida para a equacdo EARD
Neural a cada 0.05s com a solucdo exata da equacdo
algébrica de Riccati discreta para este caso analisado. A
partir desta mesma Figura, podemos observar como os ele-
mentos de ambas matrices Z(t) e V() atingem seus valores
estdveis rapidamente.

A cada 0.05s temos um modelo novo da planta. Este
modelo é obtido, deixando a matriz B(t) fixa durante este
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Estados em Malha Fechada x10° Elementos de U

o
e

o
i
Fay

f

002 003 004 005 006 0.0 0 0.05 01
tempo tempo

Fig. 7. Resultados de x(t) e u(t) com RNR

intervalo de tempo e fazendo 10 iteragdes para resolver
a FARD Neural. Logo, a cada 0.05s obtem-se uma nova
solu¢do EARD Neural em V (t), calcula-se entdo o ganho K
e aplica-se a lei de controle realimentado em malha fechada
na planta. A cada 0.05s temos um novo estado da planta.

A Fig.7 apresenta respectivamente, o vetor de estado
z(t) e a trajetéria do vetor de controle u(t) no sistema
de controle realimentado. Vale ressaltar que o vetor u(0)
é nao nulo, pois ele é obtido apartir de uma solucao da
EARD Neural V (t) iterada durante 0.05s.

VI. CONCLUSIONES

Os algoritmos para solucio neural da FARD e da EARC
aqui implementados e ilustrados nos exemplos de aplicacdo
a problemas de controle RLQ tendo em mente aplicacoes
em tempo real, mostram-se vidveis, eficientes e uteis, além
de confirmarem a exatiddo de cada solucdo obtida por
métodos diversos, em especial pelo que propuzemos em

[2].
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