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Solu�c�oes Neurais de Equa�c�oes Alg�ebricas de Riccati
Annabell D�R� Tamariz e Celso P� Bottura

Abstract�Neste artigo resolvemos neuralmente as
equa�c�oes alg�ebricas de Riccati discreta �EARD� e cont��nua
�EARC� no tempo� Para o caso discreto� nos baseamos
em nossa proposta de abordagem que obtem os modelos
din�amicos neurais que descrevem a EARD utilizando uma
Rede Neural Recorrente multicamada �RNR�� Para o caso
cont��nuo� apoiados nos modelos din�amicos neurais que
descrevem a EARC� fazemos uma implementa�c�ao computa	
cional que al�em de calibrar nossa solu�c�ao neural para este
caso� permite validar a proposta de abordagem discreta que

zemos e tamb�em implementamos� Apresentamos v�arios
exemplos de aplica�c�ao ao problema de projeto de regulador
linear quadr�atico�

Index Terms�Sistemas Lineares� Redes Neurais� Equa�c�ao
de Riccati� Controle linear quadr�atico� Espa�co de Estado�

I� Introduction

O
termo gen�erico �Equa�c�ao de Riccati� pode sig�
ni�car qualquer classe de matrizes� quadr�atica�

alg�ebrica ou diferencial ou a diferen�cas �nitas de tipo
sim�etrico ou n�ao sim�etrico� surgida no estudo de sis�
temas din�amicos cont��nuos ou discretos no tempo 	
�� As
equa�c�oes de Riccati� surgem naturalmente numa ampla
variedade de situa�c�oes e t�em grande utilidade na an�alise
e projeto de sistemas de controle�
Ambas equa�c�oes 
discretas e cont��nuas no tempo� desem�

penham um papel fundamental na solu�c�ao de problemas de
Controle Linear Quadr�atico Gaussiano� Filtro de Kalman�
modelagem no Espa�co de Estado de S�eries Temporais e
de Sistemas e em muitos outros ramos da matem�atica� es�
tat��stica� engenharia e economia�
Uma Rede Neural Arti�cial 
RNA� �e uma estrutura de

processamento de informa�c�ao distribu��da paralelamente na
forma de um grafo direcionado� com algumas restri�c�oes
e de�ni�c�oes pr�oprias� consistindo de neur�onios com inter�
conex�oes sin�apticas e enlaces de ativa�c�ao� vide 	���
Na literatura de controle� d�a�se muita aten�c�ao aos prob�

lemas relacionados com o projeto do regulador linear
quadr�atico 
RLQ�� O problema de projetar um sistema de
controle linear realimentado� minimizando um ��ndice de
desempenho quadr�atico� pode� por exemplo ser reduzido
ao problema de obter uma solu�c�ao de�nida n�ao negativa
da equa�c�ao alg�ebrica de Riccati� Apesar de existirem algo�
ritmos paralelos que calculam a solu�c�ao de Riccati muito
mais r�apidamente que os algoritmos seq�uenciais� e de exis�
tirem muitas refer�encias a pesquisas para resolver sistemas
de equa�c�oes lineares e problemas relacionados com RNA�
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	�� 	�� 	��� refer�encias tratando da solu�c�ao neural da equa�c�ao
matricial de Riccati discreta s�ao escassas�

Neste artigo resolvemos neuralmente as equa�c�oes
alg�ebricas de Riccati discreta 
EARD� e cont��nua 
EARC �
no tempo� Para o caso discreto� nos baseamos em nossa
proposta de abordagem que obtem os modelos din�amicos
neurais que descrevem a EARD utilizando uma RNR� 	���
Para o caso cont��nuo� apoiados nos modelos din�amicos
neurais que descrevem a EARC� 	���� fazemos uma im�
plementa�c�ao computacional que al�em de calibrar nossa
solu�c�ao neural para este caso� permite validar a proposta
de abordagem discreta que �zemos e tamb�em implementa�
mos� Apresentamos v�arios exemplos de aplica�c�ao ao prob�
lema de projeto de regulador linear quadr�atico�

Nosso objetivo neste trabalho �e resolver problemas de
controle �otimo RLQ para sistemas lineares discretos e
cont��nuos no tempo utilizando RNR� Temos em mente o
objetivo de criar condi�c�oes para o controle em tempo real
de sistemas com a inten�c�ao de que as solu�c�oes neurais j�a de�
senvolvidas e aqui implementadas por software sejam pos�
teriormente implementadas em hardware microeletr�onico�

II� Equac��ao de Riccati Discreta no Tempo

Para motiva�c�ao consideremos o seguinte sistema con�
trol�avel linear invariante e discreto no tempo� de�nido pela
equa�c�ao

xk�� � Axk �Buk� 
��

onde xk � �
n �e o vetor de estado do sistema e uk � �

m �e
o vetor de entrada de controle� A � �n�n e B � �m�m s�ao
matrizes constantes conhecidas de dimens�oes apropriadas
associadas com xk e uk respectivamente� A fun�c�ao de custo
quadr�atica associada com este sistema pode ser de�nida
como�

J �

�X
k��


xTkQxk � uTkRuk�� 
��

onde Q � � e R � � s�ao matrizes de pondera�c�ao conheci�
das� sim�etricas e de�nidas positivas para xk e uk respecti�
vamente� esta fun�c�ao deve ser minimizada com a restri�c�ao

��� Um controlador ou lei de controle com realimentar�ao
de estado linear� uk � �Kxk resultante em 	���� pode ser
aplicado na equa�c�ao 
�� e obtemos o sistema em malha
fechada com a seguinte express�ao�

xk�� � 
A�BK�xk� x� 
��

onde a matriz de ganho realimentada �otima pode ser cal�
culada como�

K � 
BTPB �R���BTPA 

�
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e P �e uma matriz sim�etrica� de�nida n�ao negativa que pode
ser obtida atrav�es da solu�c�ao da EARD �

ATP 
I �SP ���A�P �Q� � � 
��

onde A� Q e S s�ao matrizes reais quadradas com Q e S
sim�etricas e A n�ao singular� I corresponde �a matriz iden�
tidade� A equa�c�ao 
�� corresponde �a forma equivalente da
EARD� A matriz S� para a equa�c�ao 
��� �e de�nida como�

S �BR��BT 
��

e R �e uma matriz n�ao singular�	�� 	���

III� Equac��ao Din�amica Neural de Riccati

Discreta

Nesta se�c�ao� vamos apresentar nossa propostas para
resolver a EARD de�nida em 
��� usando RNR� Pos�
teriormente vamos apresentar os respectivos resultados
num�ericos� do problema Neuro�Riccati proposto� obtidos
com nossa implementa�c�ao computacional neural�

Nosso problema neural ser��a de�nido com a seguinte
fun�c�ao objetivo�

minE
P�L� �
nX

i��

nX
j��

eij 	G
P �� � eij 	H
P�L��

onde
G
P � � ATP 
I �SP ���A�P �Q� �
H
P�L� � LLT �P � �


��

Nosso objetivo ser�a� com estas duas equa�c�oes inclusas
na fun�c�ao objetivo� obter as equa�c�oes din�amicas neurais
para resolver� o problema de controle �otimo apresentado�
As equa�c�oes din�amicas neurais para resolver este tipo de
problemas em forma geral s�ao descritas por� 	���

dP 
t�

dt
� ��p

�E

�P
���pW� P 
�� � P T 
�� 
��

dL
t�

dt
� ��l

�E

�L
���lW� W�
�� �� � 
��

onde a derivada de uma fun�c�ao de valor escalar E em
rela�c�ao a uma matriz �e de�nida por

�E

�P
�

�
�E

�pij

�
n�n

i� j � �� ���� n

Na de�ni�c�ao das equa�c�oes em 
��� P 
t� e L
t� s�ao ma�
trizes de ativa�c�ao de estado da RNR� �p��l � � s�ao as taxas
de aprendizado e W� � 	w��ij �n�n e W� � 	w��ij �n�n s�ao
de�nidas para todo i�j � ��n em 	���

As matrizes de ativa�c�ao s�ao de�nidas como�

f��kl
gkl� � U
t� � F 
ATP 
I �SP ���A�P �Q�

f��kl
hkl� � Y 
t� � F 
LLT �P �

Obt�em�se as seguintes equa�c�oes din�amicas neurais para
resolver a EARD� 
��� utilizando uma RNR

dV �t�
dt

� ��v	U
t�TAT 
I �SV 
t����A�ATV 
t�
I �SV 
t����

STU
t�
I �SV 
t����A�U
t��Y 
t��
dZ�t�
dt

� ��zZ
t�Y
T 
t�

U
t� � F 
ATV 
t�
I �SV 
t����A�V 
t��Q�
Y 
t� � F 
Z
t�ZT 
t��V 
t��


���
Detalhes do desenvolvimento completo do processo de

an�alise para a obten�c�ao das equa�c�oes din�amicas neurais
que descrevem a EARD pode ser achado no artigo 	���
A arquitetura desta nossa RNR� est�a constitu��da de

quatro camadas conectadas bidirecionalmente� A camada
� 
ou primeira� �e de entrada� representada por U
t� �
	uij
t��� a camada 
 
ou �ultima� de sa��da� representada
por V 
t� � 	vij
t�� e duas camadas interm�ediarias repre�
sentadas por Y 
t� � 	yij
t�� e Z
t� � 	zij
t��� respectiva�
mente� A partir disso� podemos fazer P corresponder �a
sa��da �nal da rede 
vij
t��� A matriz de ativa�c�ao de estado
V 
t� para os neur�onios na camada de sa��da representa o
resultado computacional de P 
solu�c�ao da equa�c�ao 
��� e
a matriz de estado Z
t� representa o fator Cholesky de P �
ou seja L� As camadas para V 
t��U
t� e Y 
t� v�ao consistir
de arranjos quadrados 
n�n� de neur�onios�

IV� Equac��ao Din�amica Neural Cont��nua

Nesta se�c�ao vamos apresentar as equa�c�oes din�amicas
neurais que descrevem a equa�c�ao de Riccati cont��nua uti�
lizando RNR� detalhes do procedimento em 	����
Para motiva�c�ao considere um sistema linear invariante e

cont��nuo no tempo completamente control�avel�

�x
t� � Ax
t� � Bu
t�� 
���

cuja lei de controle� u
t� ��Kx
t�� depende de uma matriz
de ganho� K� que vai estar de�nida atrav�es de uma matriz
P correspondente �a solu�c�ao da equa�c�ao matricial alg�ebrica
de Riccati Cont��nua�

ATP � PA� PSP �Q � � 
���

onde S �BR��BT �e uma matriz sim�etrica e semide�nida
positiva�
Para fazer a formula�c�ao utilizando uma RNR na solu�c�ao

da equa�c�ao 
���� retomaremos apenas as equa�c�oes que
foram de�nidas para o caso discreto� no se�c�ao anterior�
Seja a fun�c�ao objetivo de�nida por�

minE
P�L� �

nX
i��

nX
j��

eij 	G
P �� � eij 	H
P�L��

onde
G
P � � PSP �ATP �PA�Q

H
P�L� � LLT �P

���

As fun�c�oes de ativa�c�ao s�ao de�nidas como�

U
t� � F 
V 
t�SV 
t��ATV 
t��V 
t�A�Q�

Y 
t� � F 
Z
t�ZT 
t��V 
t��
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As equa�c�oes din�amicas neurais que descrevem a CARE
utilizando uma RNR� s�ao apresentadas a seguir�

dV �t�
dt

���p	V 
t�SU
t��U
t�SV 
t��AU
t��U
t�AT �Y 
t��
dZ�t�
dt

���lY 
t�Z
t�
U
t� � F 
V 
t�SV 
t��ATV 
t��V 
t�A�Q�
Y 
t� � F 
Z
t�ZT 
t��V 
t��


�
�

V� Implementac��oes e Resultados

Nesta se�c�ao� discutimos os resultados das imple�
menta�c�oes neurais das equa�c�oes alg�ebricas de Riccati disc�
reta 
EARD� e cont��nua 
EARC � no tempo com v�arios ex�
emplos� As implementa�c�oes para resolver a EARD Neu�

ral e a EARC Neural em forma geral� foram desenvolvi�
das no Matlab usando o m�etodo de Runge�Kutta de quarta
ordem� em nosso caso as equa�c�oes diferenciais coincidem
com as equa�c�oes din�amicas neurais obtidas em cada prob�
lema analisado� Discreto e Cont��nuo� respectivamente� A
estrutura do algoritmo para calcular V 
t�� por exemplo� no
caso discreto �e�

s� � feval
�fv��etav�V�S�U�A��
s� � feval
�fv��etav�V�h�s� ��S�U�A��
s� � feval
�fv��etav�V�h�s� ��S�U�A��
s� � feval
�fv��etav�V�h�s��S�U�A��
V � V � h�
s� � ��s� � ��s� � s�� ��
Vout � 	Vout�V�
Cada si corresponde a uma vari�avel que �e encarregada

da atualiza�c�ao de um peso sin�aptico da rede ou equivalen�
temente �a vari�avel desconhecida do problema� x�
Exemplo �� Considere o controle RLQ do seguinte sis�

tema cont��nuo no tempo inst�avel em malha aberta� onde
os coe�cientes das matrices s�ao�

A�

�
� �
�� �

�
B �

�
��� ���
���� ���

�

Q�

�
��� ��
�� �

�
R�

�
� �
� �

� 
���

Resolvemos a equa�c�ao neural de Riccati Cont��nua com
a mesma arquitetura da RNR e com a implementa�c�ao do
algoritmo num�erico da RNR explicado detalhadamente em
	���� A solu�c�ao da respectiva equa�c�ao �e�

P �

�
����� ������
������ �����

�

A simula�c�ao foi realizada usando os seguintes par�ametros
como condi�c�ao inicial� 
�p� �l� � 
��� ������ !t � ���	�

P 
�� �

�
�� �
� ��

�
e Y 
�� � I �

A Figura � apresenta as trajet�orias de Z
t� e V 
t�� re�
spectivamente� A partir destas �guras podemos observar
que tanto Z
t� como V 
t� atingem seus valores est�aveis
rapidamente�
Neste exemplo estamos simplesmente veri�cando e cal�

ibrando nossa implementa�c�ao computacional da EARC
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Fig� �� Resultados da equa�c�ao neural de Riccati Cont��nua

neural para futuras utiliza�c�oes em outras equa�c�oes� por
exemplo as equa�c�oes de Lyapunov� Temos como refer�encia
o artigo 	���� onde a simula�c�ao� para o mesmo exemplo� foi
feita em c�odigo C� Neste caso �zemos uma compara�c�ao
entre os resultados obtidos no trabalho de refer�encia e os
obtidos em nossa implementa�c�ao neural e chegamos a con�
clus�ao que a nossa proposta neural tamb�em est�a correta�
Portanto� nossa proposta e implementa�c�ao para resolver

a EARC utilizando RNR� 
EARC Neural�� apresenta bons
resultados que podem ser testados e comprovados com
qualquer outro m�etodo de solu�c�ao�
Exemplo �� Este exemplo considera o problema de con�

trole �otimo linear quadr�atico para o caso discreto� O de�
sempenho da solu�c�ao da EARD� usando uma abordagem
com rede neural recorrente multicamada �e apresentado� Os
par�ametros para as matrizes do sistema s�ao�

A�

�
������ �

� ����
�

�
B �

�

���� 
����
������� �����

�

Q�

�
����� �
� ����

�
R�

�
���� �
� �

�

As equa�c�oes din�amicas neurais 
��� foram utilizadas
para resolver a equa�c�ao de Riccati Discreta 
��� A solu�c�ao
P�K obtida para a respectiva EARD Neural �e�

P �

�
�����
 ������
������ �����


�
K �

�
������ �������
������ ���
��

�
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Fig� �� Resultados de V�t� e Z�t� para a EARD usando RNR
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Fig� �� Resultados de x�t� e u�t�� usando RNR

Esta matriz P �e sim�etrica� de�nida positiva e satisfaz 
���
A simula�c�ao foi realizada usando as equa�c�oes din�amicas
neurais implementadas� onde 
�p��l� � 
������������ !t�
���	 P 
�� � 	������� e Y 
�� � I � As Figs���
 apresentam
as trajet�orias de Z
t�� V 
t��K
t�� x
t�� u
t� para a solu�c�ao
da equa�c�ao EARD Neural implementada neste exemplo �
A partir da Fig� �� podemos observar que os elementos de
V 
t� atingem seu valor est�avel rapidamente� Esta solu�c�ao
neural corresponde �a solu�c�ao dada por Laub em 	�� cujo
m�etodo �e uma variante da abordagem de autovetor cl�assica
usando um conjunto de vetores Schur�
Portanto� nossa proposta e implementa�c�ao para resolver

a EARD utilizando RNR� apresenta bons resultados que
podem ser testados e comprovados com qualquer outro
m�etodo de solu�c�ao� em especial 	�� 	���
Exemplo �� Considere o problema de controle RLQ de

um sistema discreto com par�ametros variantes no tempo
de�nidos na matrix B�

A�

�
������ �

� ����
�

�
Q�

�
����� �
� ����

�

B �

�

������sin

��t���� 
����

������� �����

�
R�

�
���� �
� �

�

x� �

�
������
������

�

Sejam as matrices iniciais V � � e Z � I � x� �e um vetor
de estado inicial aleat�orio�
A solu�c�ao P�K obtida para a respectiva EARD Neural

�e�

P �

�
������ ������
������ ������

�
K �

�
������ �������
������ ���
��

�
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Fig� 
� Resultados de Z�t� e V�t� usando RNR
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Fig� �� Resultados de B�t� e K�t� usando RNR

Simula�c�oes foram realizadas usando as equa�c�oes
din�amicas neurais implementadas� com 
�p� �l� �

����� ������� Como B
t� �e uma matriz variante no
tempo� resultados de simula�c�oes em tempo real s�ao
apresentadas nas Figs����� ilustrando os resultados de
Z
t�� V 
t�� B
t�� K
t�� x
t� e u
t�� Pode�se observar que
apesar dos valores da matrix B
t� mudarem� o resto das
matrices� Z
t�� V 
t� e K
t� acompanham as mudan�cas de
forma a satisfazer
���
Na segunda �gura em Fig�� apresentamos uma com�

para�c�ao entre a solu�c�ao obtida para a equa�c�ao EARD

Neural a cada ����s com a solu�c�ao exata da equa�c�ao
alg�ebrica de Riccati discreta para este caso analisado� A
partir desta mesma Figura� podemos observar como os ele�
mentos de ambas matrices Z
t� e V 
t� atingem seus valores
est�aveis rapidamente�
A cada ����s temos um modelo novo da planta� Este

modelo �e obtido� deixando a matriz B
t� �xa durante este
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Fig� �� Resultados de x�t� e u�t� com RNR

intervalo de tempo e fazendo �� itera�c�oes para resolver
a EARD Neural� Logo� a cada ����s obtem�se uma nova
solu�c�ao EARD Neural em V 
t�� calcula�se ent�ao o ganhoK
e aplica�se a lei de controle realimentado em malha fechada
na planta� A cada ����s temos um novo estado da planta�
A Fig�� apresenta respectivamente� o vetor de estado

x
t� e a trajet�oria do vetor de controle u
t� no sistema
de controle realimentado� Vale ressaltar que o vetor u
��
�e n�ao nulo� pois ele �e obtido apartir de uma solu�c�ao da
EARD Neural V 
t� iterada durante ����s�

VI� Conclusiones

Os algoritmos para solu�c�ao neural da EARD e da EARC
aqui implementados e ilustrados nos exemplos de aplica�c�ao
a problemas de controle RLQ tendo em mente aplica�c�oes
em tempo real� mostram�se vi�aveis� e�cientes e �uteis� al�em
de con�rmarem a exatid�ao de cada solu�c�ao obtida por
m�etodos diversos� em especial pelo que propuzemos em
	���
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