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Resumo — Memdrias Autoassociativas Esparsas em Reticulados Completos (MAERCS) sdo redes neurais artificiais progres-
sivas com uma unica camada de neurdnios que computam ou o maximo ou o minimo de um subconjunto dos dados de entrada.
Estas memdrias requerem pouco esfor¢co computacional e s3o matematicamente mais simples que modelos tradicionais e muitas
outras memdarias como, por exemplo, as memdorias autoassociativas morfoldgicas em tons de cinza (gray-scale MAMs) de Ritter
e Sussner, pois sdo baseadas somente em uma estrutura de reticulado, ou seja, um conjunto ordenado onde as operacdes de
supremo e infimo estdo bem definidas. Este artigo apresenta resultados tedricos das MAERCs definidas num reticulado completo
arbitrario. Precisamente, caracterizamos a fase de recordacdo das MAERCs em termos de seus pontos fixos e mostramos que
qualquer polinémio reticulado endomérfico no conjunto de memorias fundamentais € um ponto fixo dessas memorias. Também
estabelecemos uma relacdo entre as MAERC: e as originais gray-scale MAMs.
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Abstract — Sparsely connected autoassociative lattice memories (SCALMs) are single layer feedforward neural networks that
compute either the maximum or the minimum of a finite subset of the input signals. These memories are computationally cheaper
and mathematically simpler than traditional models and many other memories, including the gray-scale morphological associa-
tive memories (MAMs) of Ritter and Sussner, because they rely only on a complete lattice structure, that is, an ordered set in
which the supremum and infimum operations are well defined. This paper provides theoretical results concerning the SCALMs
defined on an arbitrary complete lattice. Precisely, we characterized the recalling phase of a SCALM in terms of its fixed points
and we showed that any endomorphic lattice polinomial on the fundamental memory set is a fixed point of the memory. Also,
we established a relationship between the SCALMs and the original gray-scale MAM:s.
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1. Introducao

Uma Memoria Associativa ¢ um modelo inspirado na forma com que o cérebro humano armazena e recorda informagdes por
associagdo. Estes modelos sdo projetados para armazenar pares de associacdes. Além disso, uma memoria associativa também
deve ser capaz de recordar um padrdo memorizado mesmo apds a apresentagcdo de uma versao distorcida ou incompleta de um
item armazenado [1,2].

Uma classe de memorias, chamadas memdrias associativas morfologicas (MAMs), foi introduzida por Ritter e Sussner em
meados de 1990 [3]. Estas MAMs sdo definidas em termos de operacGes matriciais definidas numa sub-algebra da dlgebra de
imagens, chamada dlgebra minimax [4], onde as operagdes de soma e multiplicacio sdo substituidas por operag¢des de reticulados.
Como consequéncia, as propriedades desta classe de memdrias sdo muito diferentes dos modelos de redes neurais tradicionais.
Por exemplo, estas MAMs exibem caracteristicas desejaveis, como 6tima capacidade absoluta de armazenamento e convergéncia
em uma Unica iterag@o no caso autoassociativo com feedback. Adicionalmente, estes modelos foram usados com sucesso para a
reconstru¢do de imagens em tons de cinza corrompidas com ruido positivo ou negativo [5]. Por isso, serdo referidos nesse artigo
como gray-scale MAMs.

As memdrias autoassociativas esparsas em reticulados completos (MAERCSs), anteriormente denominadas memdrias autoas-
sociativas morfoldgicas esparsas, correspondem a um modelo de rede neural morfolégica de camada tnica baseado somente em
operacdes de supremos e infimos [6]. Precisamente, a saida de cada neurdnio da rede é dado pelo maximo ou minimo de algumas
de suas entradas. Além disso, estes modelos sdo muito gerais uma vez que necessitam somente de uma estrutura de reticulado
completo, ou seja, um conjunto parcialmente ordenado onde as operagdes de supremo e infimo estdo bem definidas. Conse-
quentemente estas memorias possuem muitas aplicagdes. Por exemplo, as MAERCs podem ser usadas para o armazenamento e
recordacdo de padrdes multivalor, que incluem imagens coloridas como caso particular [6, 7].

Do ponto de vista computacional, as MAERCs sdo sintetizadas usando um esquema de armazenamento que geralmente
fornece uma rede com conexdes esparsas e, consequentemente, requerem muito menos recursos computacionais que outros
modelos de memdria associativa. Por exemplo, para armazenar doze imagens coloridas de tamanho 512 x 512 pixels numa
MAERGC, foram necessarios aproximadamente 83 MB de espaco. Em contraste, seriam necessarios aproximadamente 384 GB
para o armazenamento das mesmas doze imagens coloridas utilizando as gray-scale MAMs.
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Neste artigo demonstramos as propriedades das MAERCs para um reticulado completo arbitrario. Especificamente, mostra-
mos que as MAERCs exibem 6tima capacidade absoluta de armazenamento e convergéncia em uma tnica iteracdo. Além disso,
tal como as gray-scale MAMs, a fase de recordacdo das MAERC:s foi caracterizada por seus pontos fixos. Adicionalmente,
estabelecemos uma relacdo entre as MAERC: e as originais gray-scale MAMs.

O artigo estd organizado da seguinte forma. Na secdo 2 revisamos os conceitos basicos das MAERCs. Resultados tedricos
sdo apresentados na secdo 3. Uma relag@o entre as originais gray-scale MAMs e as MAERC:s foi estabelecida na se¢do 4. O
artigo termina com a conclusio na segao 5.

2. Uma Breve Revisao das Memorias Autoassociativas Esparsas em Reticulados Completos

Uma memdria autoassociativa € um sistema de entrada e saida que permite o armazenamento e a recordacdo de um dado item
mesmo apds a apresentagdo de uma versdo ruidosa ou incompleta do item armazenado [1,2]. Formalmente, dado um conjunto
finito de itens {x!,...,x?} C X, chamado conjunto de memdrias fundamentais, uma memdria autoassociativa corresponde a
uma aplicagio A : X — X tal que A(x%) = x¢ paratodo & = 1,...,p. Além disso, uma memdria autoassociativa deve exibir
alguma tolerancia a ruido, ou seja, .A(Scf ) = x¢, onde %¢ é uma versio corrompida ou incompleta da memoria fundamental x§.

Neste trabalho, assumimos que X', o conjunto onde pertencem as memorias fundamentais, € dado pelo produto cartesiano de
um reticulado completo V, ou seja, X =V x ... x V = V™. Lembrando que V € um reticulado completo munido de uma ordem
parcial < tal que todo subconjunto ndo vazio X C V possui um supremo e um infimo em V [8,9]. Denotaremos o supremo e o
infimo de X C V, respectivamente, por \/ X e A X.

Dado um conjunto de memérias fundamentais {xl, ...,xP} C V", onde cada padrio x¢ corresponde a um vetor x¢ =
[x'it, ..., 5] € V", a ordem parcial em V é usada como segue para determinar o conjunto S C V' x N, onde N = {1,...,n}
denota o conjunto dos inteiros positivos menores ou iguais a n:

S:{(i,j):xggxf,V{zl,...,p}. (1)

Posteriormente, as operacdes de supremo e infimo sdo usadas para definir dois modelos de Memorias Autoassociativas Esparsas
em Reticulados Completos (MAERCS). Precisamente, as MAERCs sdo as aplicagdoes YW e M em X definidas com segue para
todo padrdo de entrada x = {x1,...,2z,} € V™

W) = \/{z; : (,5) €S}, VieN, 2)

M) = Nz : (i) €S}, VieN. 3)

Os modelos dados em (2) e (3) correspondem a uma rede neural de camada tnica onde os neur6nios da rede calculam o
supremo ou o infimo de algumas de suas entradas. Um elemento em S afirma que existe uma conexdo entre a j-ésima entrada e o
i-ésimo neurdnio da rede. Desta forma, o conjunto S corresponde ao conjunto de jungdes sindpticas das MAERCs W e M. Do
ponto de vista computacional, a cardinalidade do conjunto S, e portanto, o nimero de jun¢des sindpticas dos modelos W e M
usualmente decrescem consideravelmente com o aumento do nimero de memorias fundamentais [6].

Em contraste com as memdrias associativas convencionais que séo baseadas sobre o anel (R, +, x) e as originais gray-scale
MAMs que sdo definidas em uma extensao de reticulado limitado com ordem de grupo, as MAERCs dadas por (2) e (3) dependem
somente de uma estrutura de reticulado completo V [3,6, 10]. O seguinte exemplo apresenta uma aplicagdo das MAERCs W and
M para o armazenamento de padrdes definidos num reticulado simples composto de 4 letras. Todavia, esses modelos possuem
um vasto dominio de aplica¢des que incluem a reconstrug@o de imagens coloridas como um caso particular [6,7].

Exemplo 1. Suponha que o conjunto finito V. = {a, b, ¢, d} é ordenado de acordo com o diagrama de Hasse apresentado na
Figura 1. Observe que ambas inequagdes a < b < de a < ¢ < d sdo vélidas. Além disso, embora os elementos b e ¢ sejam
incomparaveis, tem-se b V ¢ = d and b A ¢ = a. Portanto, V representa um reticulado completo.

Dado o conjunto das memdrias fundamentais {x!,x2,x3} C V4, onde x! = [d, b, ¢, |, x%> = [d,c,a,b] e x* = [b,a,c,d], a
equacdo (1) fornece o seguinte conjunto de jun¢des sindpticas:

S= {(17 1)’ (la 2)7 (2, 2)5 (37 3)7 (473>7 (474)}' 4

@/@

Figura 1: Diagrama de Hasse do reticulado V = {a, b, ¢, d} do Exemplo 1.
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Se o padrio x = [c, b, ¢, a] € V* é apresentado como entrada para as MAERCs, tem-se como saida os padrdes:

W(x) = [x1 V @9, 22, 23,23 V 24] = [V b,b,c,cV a] = [d,b,c, ], 5)

M(X) = [wla 1 A Z2,T3 Ay, 1'4] = [Cv c A ba cAa, a} = [Ca a, a, a]’ (6)
Note que W(x) = x! embora x # x'.
3. Resultados Teoricos das Memorias Autoassociativas Esparsas em Reticulados Completos

Nesta se¢do provamos alguns resultados tedricos a respeito da capacidade de armazenamento e tolerincia a ruido das
MAERCS dadas por (1), (2) e (3). Especificamente, demonstramos as propriedades dos modelos de memorias W e M usando
os conceitos da teoria dos reticulados e da morfologia matematica. As principais referéncias utilizadas foram Birkhoff [8] e
Heijmans [9].

Primeiramente, observamos que o conjunto X = V™, onde pertencem as memorias fundamentais, herda a estrutura de
reticulado completo de V se, para quaisquer x = [z1,...,z,] ey = [y1, ..., Yn] em X, definirmos

x<yy seesomentese x; <yy; VieN. @)

O subscrito foi adicionado ao simbolo “<” para enfatizar que os esquemas ordenados sio definidos em X e V, respectivamente.
O infimo e o supremo de um subconjunto nao vazio X C V sdo calculados componente a componente como segue:

{\/X]:\/mi e {/\X]:/\wi, VieN. (8)
’ xeX ¢ xeX
O primeiro teorema mostra que as memorias ¥V e M formam uma adjuncio em X

Teorema 1. Dado um conjunto de memorias fundamentais {xl, ..., XP}, defina as memdrias W e M através de (1), (2) e (3).
Neste caso, o par (M, W) é uma adjun¢do em X, ou seja, a seguinte relagdo é verdadeira para todo X,y € X':

Wy)<xx & y<xyM(x). 9)

Demonstracdo. A prova deste teorema segue das seguintes equivaléncias que sdo verdadeiras para todo x,y € X:

W) <xex & W) <vay, YieN, o \Hu:Gi)eSt<vay, YjeA,
& oy <vazj, V(i) €S, e yi<v Nz (ji) €S}, VieN,
&y <y M), VienN, &y <x M(x).
O
A adjuncdo entre M e WV pode ser usada para enunciar as seguintes propriedades a respeito destes modelos de memoria.
Coroldrio 2. Para qualquer conjunto de memdrias fundamentais {x*,... ,xP}, as memérias W e M dadas por (1), (2) e

(3) realizam uma dilatacdo e uma erosdo da morfologia matemdtica. Em outras palavras, as seguintes equagcoes permanecem
verdadeiras para todo subconjunto X C X.

w(VX)=Vwx e M(AX)= A\ M)

Além disso, as memdrias VW e M estdo relacionadas como segue para todo padrado de entrada x € X:

W(x) = /\{y eX :x<xy M(y)} e M(x)= \/{y € X :W(y) <x x}. (10)
Demonstragdo. O resultado segue do Teorema 3.13 e da Proposi¢@o 3.14 da referéncia [9]. O

Além do fato das memdrias M e W realizarem, respectivamente, uma erosio e uma dilatagdo, estes operadores também
representam uma abertura e um fechamento da morfologia matematica [9, 11]. Lembre-se que um operador ¢y em um reticulado
completo é uma abertura se for idempotente (1?2 = ), crescente (x < y implica ¥(x) < 1 (y)) e anti-extensivo (1)(x) < x).
Dualmente, ) é um fechamento se for idempotente, crescente e extensivo (x < 1 (x)). Aberturas e fechamentos ocorrem em
diversos ramos da matemdtica como a topologia [9]. Na morfologia matemadtica, estes operadores sdo usados, por exemplo, em
granulometria [12], e também podem ser usados para recuperar imagens corrompidas por ruido.
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Teorema 3. Para qualquer conjunto de memdérias fundamentais {x*, ... ,xP}, as memdrias W e M dadas por (1), (2) e (3)
realizam um fechamento e uma abertura, respectivamente.

Demonstragdo. Mostraremos que WV € um fechamento. A demonstragdo que M € uma abertura segue de forma analoga.

Segue da operagdo de supremo que o modelo de meméria W € crescente e extensivo, mostraremos que YV € idempotente. De
fato, dado um padrio x € X, definay = W(x) e z = W(y), vamos mostrar que z = y.

Por um lado, para qualquer ¢ € N\, tem-se

2= W) =y : (,4) € S} = y;-,

onde j* é um indice tal que (4, j*) € S e y; <v y;- para todo j tal que (i, j) € S. Semelhantemente,

yir = Wl = \aw: (77, k) € S} = 2,

para algum indice k* tal que (j*,k*) € S. Note, contudo, que (i,5*) € Se (j*,k*) € S se, e somente se, as desigualdades
ocorrem xi <y x§ <y xf, paratodo & = 1,...,p, consequentemente (i, k*) € S e

yi = W) = \/{zk : (i,k) € S} >y 24 = 2. (11)

Como y; >v 2; para todo i € N, segue que y >y z. Por outro lado, y <y z pela extensividade de W. Portanto, tem-se a
igualdade y = z. O

O préximo coroldrio caracteriza os padrdes recordados pelas memérias VW e M em termos de seus pontos fixos. Em outras
palavras, os padrdes recordados pela WV representam o menor ponto fixo do modelo, maior ou igual ao padrao de entrada x. Por
dualidade, os padrdes recordados pela M representam o maior ponto fixo do modelo, menor ou igual ao padrdo de entrada.

Lembre-se que o dominio de invaridncia de um operador ¢ : X — X é o conjunto dos pontos fixos de 1, ou seja, Inv(y) =
{x € X : Y(x) = x}. Note que ambos Inv(W) e Inv(M) sido subconjuntos de X. O coroldrio do Teorema 3 afirma que
todo subconjunto X C Inv(WW) possui um infimo em Inv(W), ou seja, Inv(W) é inf-fechado. Por dualidade, Inv(M) é
sup-fechado, o que implica que o \/ X € Inv(M) para qualquer subconjunto X C Inv(M). O Coroldrio 4 também relaciona
os padrdes recordados pelas memérias YW e M com seus dominios de invaridncia.

Coroldrio 4. Dado um conjunto de memdrias fundamentais {x',... xP}, defina as memdrias VW e M através de (1), (2) e
(3). Os conjuntos Inv(W) e Inv(M) sdo inf-fechados e sup-fechados, respectivamente. Além disso, as seguintes equacdes sao
verdadeiras para qualquer padrdo de entrada x € X

W(x) = /\{y eInoW):x<xy} e M(x)= \/{y € Inv(M) 1y <y x}. (12)

Demonstragdo. Segue do Teorema 3 que W € um fechamento e M uma abertura. Portanto, este coroldrio segue diretamente do
Lema 3.22 e do Teorema 3.23 da referéncia [9]. O

O Coroldrio 4 fornece informagdes sobre a tolerancia a ruido das memdrias VW e M. Especificamente, a memdria WV consegue
recordar um padrdo original x¢ somente se x < x¢. Dualmente, M consegue recordar x¢ somente se x > x¢.

O teorema seguinte revela que as memorias VW e M sdo invariantes sob certos tipos de transformacdes. Antes de enunciar o
Teorema 5 recordemos que um operador ¢ : V — V é um endomorfismo em um reticulado completo V se preserva a estrutura
de V [8]. Em outras palavras, ¢ ¢ um endomorfismo em um reticulado completo V se as seguintes equacgdes sdo verdadeiras para
todo subconjunto X C V:

o(VX)= Ve e o(Ax)= A o). (13)

zeX zeX

Teorema 5. Considere um endomorfismo ¢ em um reticulado completo V e seja ® : X — X uma aplicacdo definida como
O(x) = [p(x1),...,0(xn)] para todo x = [z1,...,1,] € X. Para qualquer conjunto de memdrias fundamentais {x*, ... xP}
as memdrias W e M dadas por (1), (2) e (3) s@o invariantes sob ®, ou seja, W(P(x)) = ®(W(x)) e M(P(x)) = (M (x))
para todo x € X.

Demonstragdo. As seguintes igualdades, vélidas para todo x € X e i € N, seguem da defini¢do de W e do fato que ¢ é um
endomorfismo em V:

(@) = [Wlo(ar). d(w2), .. o@a)))] = Vo)) : (.)€ 8} = & (VHa; : (0.4) € 8})
= o(WEl:) = [eve))] .

i
A prova que a memoria M ¢ invariante sob ® segue de forma anéloga. O
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Uma consequéncia imediata do Teorema 5 é que os conjuntos Inv(W) e Inv(M) sdo invariantes sob endomorfismos. Em
outras palavras, se x € Inv(W), entdo ®(x) € Inv(W). Semelhantemente, se x € Inv(M), entdo ®(x) pertence a Inv(M).
O Teorema 6 revela algumas caracteristicas do dominio de invaridncia das memorias W e M.

Teorema 6. Para qualquer conjunto de memdrias fundamentais {x",...,xP} C X, o dominio de invariancia das memdrias W
e M dadas por (1), (2) e (3) coincidem e incluem todas as memdrias fundamentais. Além disso, o conjunto T = Inv(W) =
Inv(M) é um subreticulado completo em X com relagdo a ordem <y, ou seja, \| X € Te \ X € T para todo X C T.

Demonstragdo. Mostraremos, primeiramente, que WW(x¢) = x¢, ou seja, x¢ € Inv(W), paratodo € = 1,...,p.
De fato, tem-se da defini¢do do conjunto S que (4,j) € S se, e somente se :r§ < xf paratodo { = 1,...,p. Além disso, para
qualquer £ € {1,...,p} ei € N, a desigualdade x§ < xf permanece verdadeira para todo indice j tal que (4,5) € S. Tomando

o supremo de xﬁ, concluimos que
W] = \/{a$ : (4,4) € S} <v a5.

Logo a desigualdade W(x¢) <y x¢ é verdadeira para todo ¢ = 1,...,p. Por outro lado, segue da extensividade de W a
seguinte desigualdade WW(x¢) >x x¢. Portanto, a igualdade W(x®) = x¢ é verdadeira para todo ¢ = 1,...,p.

Mostraremos agora que Inv(W) e Inv(M) sdo iguais, ou seja, x € Inv(W) implica que x € Inv(M) uma vez que a
reciproca é andloga. Suponha que x = W(x) e seja z = M(x). Verifiquemos que ambas desigualdades x <y z e z <y X
ocorrem. A primeira desigualdade segue de (10). Especificamente, tem-se que x € {y € X : W(y) <y x}, pois x = W(x)
por hipétese. Além disso, como o supremo de um conjunto € maior ou igual que qualquer elemento do conjunto, concluimos que

zzM(x):\/{yeX:xZXW(y)}zx.

A desigualdade z <y x segue do fato que M € uma abertura, ou seja, M ¢é anti-extensivo, logo z = M(x) <y x.

Finalmente, do Coroldrio 4 segue que os conjuntos Inv(W) e Inv(M) sdo inf-fechados e sup-fechados. Como Z =
Inv(W) = Inv(M), o conjunto Z C X € inf-fechado e sup-fechado. Em outras palavras, para qualquer subconjunto X C Z,
os elementos A X e \/ X pertencem a Z. Entfo, o dominio de invaridncia Z de YW e M é um subreticulado completo em X. [J

Por um lado, o Teorema 6 afirma que as memérias VW e M exibem 6tima capacidade absoluta de armazenamento. Por outro
lado, ele também revela que as memorias VW e M possuem uma grande quantidade de memdrias espurias. De fato, qualquer
elemento no conjunto Z\ {x!, ..., x?} é uma memdria espdria de ambas W e M. A seguinte defini¢iio recursiva, que generaliza
a nog¢do de polindmio reticulado [8], caracteriza uma grande familia de elementos de 7.

Definicio 1. (Polinémio Reticulado Endomérfico) Toda memdria fundamental x¢ é um polinomio reticulado endomérfico em
{x',...,xP} C X. Dados dois polinomios reticulados endomdrficos y e z e dois endomorfismos componente a componente

O(y) e ¥(z) em X, 0 mdximo ®(y) V U(z) e o minimo ®(y) N U(z) sdo também polindmios reticulados endomdrficos em
{x!,...,xP}.

O Teorema 6 e a no¢do de polindmio reticulado endomoérfico podem ser combinados no seguinte coroldrio relativo aos pontos
fixos das memoérias W e M.

Corolario 7. Dado um conjunto de memérias fundamentais {x', ... ,xP} C V", defina as memdrias W e M dadas por (1), (2)
e (3). Entdo, qualquer polindmio reticulado endomdrfico no conjunto de memdrias fundamentais é um ponto fixo de VW e M.

Demonstragdo. A demonstracio deste coroldrio segue dos Teoremas 5 e 6. Segue do Teorema 6, que os polindmios reticulados
endomérficos x, ..., x? sdo todos pontos fixos de ambas W e M, ou seja, x¢ € T para todo & = 1,...,p. Agora, assuma
quey € T e z € T sejam dois polindmios reticulados endomérficos em {x!, ..., xP}. Dados dois endomorfismos componente
a componente ¢ e ¥ em V", pelo Teorema 5, os padrdes ®(y) e ¥(z) também pertencem a Z. Como Z é um subreticulado
completo em V™, os polindmios reticulados endomérficos ®(y) VvV ¥(z) e ¢(y) A ¥(z) sdo também pontos fixos de We M. [

4. Relacao entre as MAERCs e as Memorias Autoassociativas Morfologicas em Tons de Cinza

Nesta secdo, faremos uma breve discussdo sobre a relagdo entre as memdrias autoassociativas esparsas em reticulados e as
memarias autoassociativas morfologicas (gray-scale MAMs) de Sussner and Ritter [3, 5, 13, 14]. Com este propdsito, supomos
que as memorias autoassociativas esparsas em reticulados sejam definidas no conjunto dos nimeros reais estendidos, ou seja,
V=RU{—00,400}, e X = V" denota o conjunto ao qual pertencem os padrdes em tons de cinza.

Em vista da estrutura dos reais, o reticulado completo V pode ser equipado com duas operacdes bindrias adicionais “+” e
“+’”, que coincidem com a operagao usual de adigéo em R. Estas duas operac¢des sdo estendidas como segue para +oo e —oo:

(=00) + (+00) = (+00) + (=o00) = (=00) e (—00) +' (+00) = (+00) +' (=00) = (+00). (14)

Dessa forma, assumimos que V = R U {—o00, +00} constitui uma extenséo de reticulado limitado com ordem de grupo [15].
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Existem dois tipos de produtos de matrizes com entradas em V. Dadas as matrizes A € V"*P ¢ B € VP*" as matrizes
C =AM Be D = AR B, chamadas respectivamente de produto méximo e produto minimo de A e B, sdo definidas pelas
seguintes equagdes, paratodo: =1,...,mej=1,...,n:

p p
\/ aie + bgj e dijj = /\ (aig + bgj). (15)
e=1 e=1

As memorias originais gray-scale MAMs de Ritter e Sussner, denotadas aqui por Wx x € M x x, sdo definidas como segue.
Dado um conjunto de memdrias fundamentais {xl, ..., xP} C X, determine as matrizes Wxx € V"*" e Mxx € V"*" por
meio das seguintes equagdes para todo 7, € N:

p p
(W x]ij /\ e [Mxx)ij \/ (16)
=1 e=1
onde x*, chamado o elemento conjugado de x € V, € definido como:
-z, se z€R,
¥ = —00, se x =400, (17)
+o0, Sse T = —o0.

Finalmente, as gray-scale MAMs Wx x e M xx sdo definidas em termos do produto mdximo e produto minimo como segue
para todo padrdo de entrada x € X:

WX)((X)ZWXXmX e MX)((X)ZMX)(WX. (18)

Antes de estabelecer uma relagdo entre gray-scale MAMs Wx x e M x x e as MAERCS, recordemos da seguinte proposi¢ao
a respeito das matrizes Wx x e Mx x [3].

Proposicao 8. Para qualquer conjunto de memdrias fundamentais {xl, .., XP} C X, as matrizes Wxx € V"™ e Mxx €
V™*™ dadas por (16) satisfazem as equagdes:

Wxx =\/{Ae V™" Apx® <x5, VE=1,...,p}, (19)

Mxx = N{BeV>":BEx*>x5, V¢{=1,...,p}. (20)

A Proposic¢do 8 afirma que as MAMs definidas em (18) sdo 6timas no seguinte sentido: se existe uma memoria .4, dada por
A(x) = AU x, tal que A(x®) = x¢ para todo &, entdo a MAM Wx x também satisfaz Wx x (x¢) = x* e Wxx(x) > A(x)
para todo x € X. Semelhantemente, se existe uma memdria B tal que B(x) = BRAx* = x¢, entdo Mxx(x¢) = x‘ e
B(x) > Mx x(x) paratodox € X.

O Teorema 9 formaliza a relagdo entre as MAERCs W e M e as gray-scale MAMs Wx x e Mx x.

Teorema 9. Dado um conjunto de memdrias fundamentais {Xl, ..., xP} C X, defina as memdrias W e M através de (1), (2), e
(3). Neste caso, existe uma vinica matriz de pesos sindpticos W € V™"*" e uma matriz M € V"*" tais que as seguintes equagdes
sdo verdadeiras para todo x € X':

W(x)=WHMx e M(x) = M A x. (1)

Além disso, estas duas matrizes podem ser obtidas a partir das matrizes de pesos sindpticos Wx x e Mx x definidas em (16)
como segue para todo i,j € N:

Wi; = ,T_([WXXLJ‘) e mij :T"'([MXXL‘]')’ (22)
onde T_ :V = Ve T, : V — V sdo os operadores dados por:
0, sex >0, . 0, sex <0,
T-(x) = { —00, caso contrdrio, e Ti(@)= { +00, caso contrdrio. (23)

Demonstragdo. Faremos a prova somente para a memoria YV, uma vez que a prova para a memoria M segue de forma andloga.
Seja S o conjunto das jun¢des sindpticas da memoria W e defina a matriz W € V%" da seguinte forma:

- _Jo se  (i,7) €S,
Wi = 0 se (i,7) ¢ S.

6
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Considerando a operacdo + definida em (14), e o fato que 0 € a identidade em +, e que —oo é o menor elemento de V, as
seguintes igualdades sdo verdadeiras para qualquer x € X e paratodoi =1,...,n:

Wmx]: = \?wij+$j :{\/{0+:cj):(zj GS}} {\/{ —co+1;) : (i,§) ¢ S}
— {\/{szzj GS}] [ } \/{z; : (i.5) € S} = W)L

Agora, suponha que exista uma outra matriz A € V**™ tal que W(x) = A M x para qualquerx € X esejae, = [ex1,- - ., ekn}T S
V" vetores definidos como segue para todo j,k € N:

— —00, se k#]a
ki = 0, se k=14

Mostraremos a seguir que a;; = w;y, para todo i, k € N:

\/ a;; + €k] [AM ekL = [W(ek)] = [WIE ek \/ wij + ekj = Wik-

Concluindo, note que ambas w;; e T_ ([WX X} ij) possuem somente os valores 0 e —oo. Adicionalmente, tem-se
wi;=0 & (@(,j)eS & aS<af,Vé=1..p & a4 (a5) >0, VE=1,.

o /p\(a:f+/($§)*)20 & [WXX]ijZO o T,([WXX]U):O.

Logo, w;; = T— ([WXX] ) paratodoi,j =1,...,n. O

O Teorema 9 mostra que as memdrias VW e M podem ser obtidas a partir das MAMs Wx x e M x x simplificando a matriz
de pesos sindpticos, especificamente, removendo pesos sindpticos. Em vista da Proposi¢c@o 8, podemos esperar que as gray-scale
MAMs superem as MAERCs na reconstrucio de padrdes. Esta observacdo foi confirmada computacionalmente em [6] e pode
ser formalizada em termos do seguinte coroldrio:

Corolario 10. Para qualquer conjunto de memorias fundamentais {x*, ... ,xP} C X, o dominio de invariancia T das memorias
W e M definidas por (1), (2), e (3) incluem todos os pontos fixos das gray-scale MAMs Wx x e M x x definidas por (16) e (18),
ou seja, InoWxx) CZeInv(Mxx) CZ.

Demonstragdo. Primeiramente, recordemos que as gray-scale MAMs Wy x e M x x constituem, respectivamente, um fecha-
mento e uma abertura da morfologia matematica [3,5]. Do Teorema 9 segue que as desigualdades W(x) < Wxx(x) e
Mxx(x) < M(x) ocorrem para todo x € X. Portanto, do Teorema 3.24 em [9], concluimos que Inv(Wxx) C Z e
Inv(Mxx) CT. ]

Concluimos esta se¢do salientando que as MAERCs podem ser obtidas das gray-scale MAMs excluindo algumas liga¢des
sinapticas. Consequentemente, as MAERCs exibem tolerdncia a ruido inferior com relacdo a padrdes corrompidos com ruido
positivo ou negativo. A principal vantagem das MAERCs sobre as gray-scale MAMs se refere a aspectos computacionais e
tedricos. De fato, os modelos esparsos usualmente requerem muito menos esfor¢co computacional que as gray-scale MAMs. Do
ponto de vista tedrico, as MAERCs sdo definidas em um reticulado completo enquanto que as gray-scale MAMs sdo definidas
em uma extensao de reticulado limitado com ordem de grupo que, além da estrutura de reticulado, requer duas operagdes bindrias
adicionais.

5. Conclusao

Neste artigo, demonstramos algumas propriedades das MAERCs W e M, que sao modelos de memdrias autoassociativas
definidas no produto cartesiano X = V™ de um reticulado completo V. Especificamente, provamos os seguintes resultados sobre
as MAERC:s definidas em (2) e (3), com o conjunto de jungdes sindpticas S dado por (1):

1. Ambas MAERCs exibem 6tima capacidade absoluta de armazenamento (Teorema 6). Em outras palavras, podem ser
armazenados nestas memorias quantos padrdes forem desejados.

2. Cada padrao de saida permanece estdvel sob repetidas aplicacdes das MAERCs (Teorema 3). Em outras palavras, ambas
MAERC:s exibem convergéncia em um tnico passo se empregadas com feedback.
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3. O padrdo recordado pela MAERC W representa o menor ponto fixo do modelo maior ou igual ao padrdo de entrada x
(Coroldrio 4). Assim, esta meméria recorda um padrio original x¢ = [:cﬁ, . 79051] corretamente somente se as compo-
nentes da entrada x = [z1, ..., x,] satisfizerem a desigualdade z; < azf paratodo ¢ =1,...,n.

Dualmente, o padrdo recordado pela MAERC M representa o maior ponto fixo do modelo menor ou igual ao padrao de
entrada. Desta forma, um padrio original x¢ é recordado corretamente por uma memdria M somente se ;vf < x; para
todoi=1,...,n.

4. O conjunto dos pontos fixos das memdrias VW e M incluem os padrdes originais no conjunto de memorias fundamentais,
bem como um grande nimero de padrdes espurios (Teorema 6). De fato, qualquer polinonio reticulado endomoérfico no
conjunto de memorias fundamentais é uma memoria espuria das MAERCs W e M (Corolario 7). Lembre-se que um
padrio esptirio € uma memoria que foi armazenada involuntariamente no modelo.

E importante observar que as propriedades listadas acima aparecem, sem demonstracio e para um reticulado completo particular,
em [6]. Nesse artigo provamos e generalizamos estes resultados para um reticulado completo V arbitrario. Também introduzimos
o conceito de polindomio reticulado endomérfico, que generaliza a no¢do de polindmio reticulado de Birkhoff. Finalmente,
estabelecemos uma relacdo entre as MAERCs e as gray-scale MAMs de Ritter e Sussner. Em particular, mostramos que as
MAERC:Ss exibem tolerancia a ruido inferior com relagdo a padrdes corrompidos com ruido positivo ou negativo.
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