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Resumo — A teoria dos jogos é um ramo da matemética dedicado ao estudo de situacdes que surgem quando multiplos agentes
de decisdao buscam atingir seus objetivos individuais, possivelmente conflitantes entre si. Em sua formulagdo dinamica linear
quadrética (LQ), as solugdes de equilibrio de Nash dos jogadores podem ser obtidas em termos das equacdes algébricas de
Riccati (ARE) acopladas, que, a depender do método numérico utilizado para seu célculo, podem gerar resultados insatisfatorios
sob o ponto de vista da estabilidade e precisdo numérica. Neste sentido, esta dissertagdo propde um novo algoritmo para uma
solucdo alternativa das equagdes algébricas de Riccati acopladas associadas aos jogos dindmicos LQ, com estrutura de informagao
em malha aberta, utilizando, para isso, conceitos da teoria da dualidade e otimizag¢do convexa. Em adi¢do, obtém-se uma nova
metodologia para a sintese de controladores 6timos sem o uso das ARE acopladas.

Palavras-chave — Equagio Algébrica de Riccati Acoplada, Equilibrio de Nash, Jogo Dindmico Linear Quadratico.

Abstract — The game theory is a branch of mathematics concerned with the study of situations that arise when multiple deci-
sion agents seek to attain their own objectives, possibly conflicting each other. In a dynamic linear quadratic (LQ) formulation,
the Nash equilibrium solutions of the players can be obtained in terms of the coupled algebraic Riccati equations, which, depend-
ing on the method used for calculation, can yield unsatisfactory results under the stability and the numerical precision points of
view. In this sense, this work proposes a new algorithm for an alternative solution for the coupled algebraic Riccati equations
associated with the LQ dynamic games, with open-loop structure information, through concepts of the duality theory and convex
optimization. In addition, a new methodology for the synthesis of optimal controllers it’s obtained without using the coupled
ARE.

Keywords — Coupled Algebraic Riccati Equation, Nash Equilibrium, Dynamic Linear Quadratic Game.

1 INTRODUCAO

A teoria dos jogos é um ramo da matemadtica dedicado ao estudo de situacdes que surgem quando multiplos agentes de
decisdo buscam atingir seus objetivos individuais, possivelmente conflitantes entre si. Nos dltimos anos, tem crescido o interesse
no estudo de problemas de engenharia através de ferramentas da teoria dos jogos. Em particular, a partir dos anos 90, os jogos
dinimicos lineares quadraticos (LQ) [1-5], juntamente com alguns métodos de programacgdo convexa revelaram-se uma opcao
bastante atraente para a obtenc¢do da solug@o de problemas de controle até entdo nao resolvidos, como por exemplo, o problema
de controle com multilplos objetivos.

E bem conhecido que a solugdo de equilibrio de Nash em malha aberta [1-3, 6] em jogos dindmicos LQ é obtida em termos
das equacgdes algébricas de Riccati (ARE) acopladas. Haja vista a importancia pratica das ARE acopladas, diversos métodos
numéricos que diferem em precisdo, estabilidade numérica, custos de implementacdo computacional e eficiéncia, t€ém sido pro-
postos para a solucio das mesmas [3,7-10]. Entretanto, a depender do método numérico utilizado para seu cdlculo, podem ser
gerados resultados insatisfatorios sob o ponto de vista da estabilidade e precisdo numérica.

Em [11], é apresentada uma metodologia para a solu¢do do problema do regulador linear quadratico, onde, através de
principios da dualidade, o problema ¢é redefinido em sua forma dual, via método de Lagrange, e, posteriormente, transformado
em um problema estitico. Baseando-se nessa nova formulagao, €, também, apresentado um novo algoritmo para a solugdo das
equacdes algébricas de Riccati (ARE) e uma nova metodologia para a sintese de controladores. Este trabalho ( [11]) serviu de
motivacdo para que a transformag@o de um jogo dindmico descrito por equacdes complexas em um jogo estitico dual equiva-
lente, descrito por equacdes mais simples [12], fosse considerada como um passo intermedidrio para a proposi¢do de uma nova
metodologia de jogos dindmicos LQ de tempo discreto, baseada nas estratégias de equilibrio de Nash em malha aberta.

Neste sentido, este artigo propde um novo algoritmo para uma solucdo alternativa das equagdes algébricas de Riccati acopladas
associadas aos jogos dindmicos LQ de tempo discreto, com estrutura de informacio em malha aberta, utilizando, para isso, con-
ceitos da teoria da dualidade e otimiza¢do convexa. Em adicdo, obtém-se uma nova metodologia para a sintese de controladores
6timos sem o uso das ARE acopladas.

As demais se¢des deste trabalho estdo organizadas da seguinte forma: na Secdo 2 sdo apresentados os aspectos da teoria dos
jogos necessdrios para fundamentacio deste trabalho. O novo algoritmo para a solu¢do da ARE acoplada € apresentado na Secao
3. A Secdo 4 relata as simulacdes computacionais realizadas. O artigo é, entdo, concluido na Secao 5.
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2. TEORIA DOS JOGOS

Nesta se¢do, 0s aspectos mais importantes da teoria dos jogos necessarios para a fundamenta¢ido da metodologia proposta na
Secdo 3 sdo apresentados.

2.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DA ESTRATEGIA DE EQUILIBRIO DE NASH

Em [1], a existéncia da solu¢ao de Nash € obtida pelo teorema do ponto fixo de Brouwer. Neste trabalho, propde-se, dada a
particularidade do jogo aqui considerado, através do Teorema 2.1 e da Proposicdo 2.1, as condic¢des suficientes de existéncia e
unicidade para se obter a solucdo de equilibrio de Nash em jogos estaticos ndo cooperativos de IV jogadores.

Proposicao 2.1 Seja a funcdo custo J; : Uy x...xUn — R conjuntamente continua em todos os seus argumentos e estritamente
convexa em w;, para todou; € U;, j €I, j#i. Entdo, existe uma funcdo L : U — U tal que u = L(u), onde, usando
notagdo vetorial, u = {uy,..,un} €U 2 U; x .. x Uy e L = {ly, ..., Ix}.

Demonstracgiao: Devido a convexidade estrita, existe um Gnico mapeamento /; : U_; — Uj, tal que u; = [;(u_;) unicamente
minimiza J;(uy, ..., uy) para qualquer u_,. Com efeito, [; é a curva de reacdo de AD; nesse jogo. Dessa forma, usando notagio
vetorial, pode-se representar os mapeamentos [; : U_; — U; para todos os N jogadores na forma compacta u = L(u), onde
u={uy,.,un} €UEU; x..xUyeL=1{l,..,Ix}.0O

Teorema 2.1 Considere que para cada i € I, seja U; um subconjunto compacto e convexo de um espaco Euclidiano S; dotado
de uma métrica d;, onde d; : U; x U; — R. Suponha S; completo em relacdo a d;. Se o mapeamento L : U — U, conforme
Proposicdo 2.1, for uma contracdo em relacdo a métrica d de U, onde d : U x U — R, entdo, o jogo de soma ndo zero de N
Jjogadores considerado, admite solugdo de equilibrio de Nash e essa solucdo é tinica.

Demonstracgao: Na seqii€ncia serd mostrado que as curvas de reagdo individuais /; sdo continuas em seus argumentos e, por isso,
L é um mapeamento continuo. Ja que L promove o mapeamento de um subconjunto compacto U de um espago de dimensdo
finita no préprio subconjunto, e que esse mapeamento ¢ uma contragdo em relacdo a métrica d de U, entdo a seguinte equacdo é
valida para quaisquer {@, 0} € U:

d(L(@), L(®)) < pd(0,8), 0<p< 1. ()

Logo, pode-se afirmar, com base no teorema do ponto fixo de Banach, cuja demonstracio pode ser encontrada em [13], que existe
um tnico u* € U tal que u* = L(u*), onde u* é o ponto fixo de L e, obviamente, os elementos de u* constituem a solugio de
equilibrio de Nash, que, nesse caso, serd tnica.

O complemento da demonstragdo do Teorema 2.1, que resume-se em mostrar a continuidade de /;, pode ser encontrado
em[1]. O

2.2 JOGOS DINAMICOS LINEARES QUADRATICOS

Nesta seciio, a solucdo de equilibrio de Nash em malha aberta' para o jogo dindmico LQ é apresentado como um jogo de
referéncia frente a nova proposta a ser desenvolvida na Secdo 3. Entretanto, primeiramente, o jogo dindmico LQ de soma nio
zero com duragdo fixa (T estdgios, onde K = {0,...,7 — 1} é o conjunto desses estdgios) é definido na seqiiéncia.

Defini¢do 2.1 Um jogo dindmico discreto deterministico de N agentes de decisdo (jogadores), sendo {AD;}, Vi€ I,i € I =
{1, ..., N} o conjunto desses agentes, é do tipo linear quadrdtico se X = R™ (conjunto dos estados), U,i = R™ (conjunto dos
controles de AD;),

x(k+1) = Ax(k)+ > Buu(k), k€ K, 2)

representa um sistema dindmico linear e, neste caso, em particular, invariante no tempo, e

N =

-1 N 1
Ji(ug, ... uy Z { k)Qix(k) + ZujT(k)Rijuj(k)} + §XT(T)Qix(T), icl, (3)

k=0 j=1

representa a fungdo custo quadrdtica de AD;, onde A, B;, Q; e R;; sdo matrizes de dimensdes n X n, n x m;, n X n e m; X m;
respectivamente, Q; é simétrica semi-definida positiva e R;; simétrica definida positiva para i € I.

Nos jogos dinimicos cuja a estrutura de informagio encontra-se em malha aberta, como é aqui o caso, somente o estado inicial x(0) do jogo é conhecido.
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O teorema que segue sintetiza, entdo, a solu¢do de equilibrio de Nash em malha aberta para um jogo dindmico LQ de soma
nao zero.

Teorema 2.2 Dado um jogo dindmico discreto deterministico de N jogadores do tipo linear quadrdtico definido em (2.1), sejam
E(k) e M,;(k) (i € I,k € K) matrizes com dimensées compativeis, definidas por:

N

E(k) =1+ B;R;'BIM;(k+1), 4)
j=1
M;(k) = ATM;(k + DE ' (F)A +Qi, My(T) = Q. )

Se as matrizes E(k) (k € K), definidas de maneira recursiva, sdo inversiveis, o jogo admite uma tinica solugdo de equilibrio de
Nash em malha aberta, dada por:

u; (k) = —R; ' (k)BI (A)M;(k + DVE" ' (B)A(k)x*(k) (i€1,ke K), (6)
onde trajetoria de estados étima {x*(k 4+ 1); k € K} associada ao jogo é determinada por:
x*(k+1) = E"Yk)A(k)x*(k), x*(0) = x(0), @)
e ganhos dindmicos de realimentagdo de estados do tipo u;(k) = —F;(k)x(k) (i € I) podem ser obtidos como:
Fi(k) = R;;'B/Mi(k + DE™'(k)A = Rj;'B] (AT) 71 (Mi(k) — Q). (8)

Demonstracao: [13].

Considerando o caso no qual o nimero de estigios do jogo dindmico tende ao infinito e que as equagdes a diferengas acopladas
de Riccati (equagio (5)) possuem comportamento assintético?, M, (k) atingird um valor de estado estaciondrio M, de tal forma
que M; (k) =M;(k+1) = 1\7Ii, resultando nas Equacdes Algébricas de Riccati (ARE) acopladas, dadas por:

N
M; = A"ME'A+Q;, E=1+) B,R;'B/M;, )
j=1
e as matrizes de ganho de realimentagao de estado invariantes no tempo sao dadas por:
F, =R;'B/M,E'A =R;;'BY (AT)" (M, — Q)). (10)
3 NOVO ALGORITMO PARA A SOLUCAO DAS ARE ACOPLADAS

Nesta secdo, a teoria da dualidade [14-16] € utilizada para que um jogo dindmico LQ, descrito por equacdes complexas,
possa, através da sua formulagfo dual, ser transformado em um jogo estatico, descrito por equagdes mais simples. Baseado nesta
nova formulagao de jogo, é apresentado um novo algoritmo para a solucdo das equagdes algébricas acopladas de Riccati em jogos
dindmicos LQ de tempo discreto e, em adi¢@o, é proposto um novo método para a sintese de controladores LQ independente das
ARE acopladas.

3.1 FORMULACAO ESTATICA VIA TEORIA DA DUALIDADE

O jogo dinadmico LQ descrito na Definicdo 2.1 pode ser formulado como um problema de minimizacdo quadritico com
restricdo linear, de tal forma que a fungéo dual L;(p;) associada a esse problema é definida como:

Li(pi) = min J{ (uy, ..., uy), (11)
em que J#! ¢ a fungdio custo aumentada (ou Lagrangeano) e p; = [pZ (1), ..., pZ (T)]T (vetor de co-estados) encontra-se na forma

agregada. Com efeito, associando ao custo funcional, dado pela equacgao (11), as condicdes necessarias de otimalidade [13] como
restricdes lineares, t€m-se o seguinte problema dual:

T-1 N N
maxmin S = { % (X" (k)Qix(k) + Y _ul (k)Riju; (k)] + p (k + 1) [Ax(k) + Y Bju;(k)]
k=0 j=1 j=1
~ DT | = T (DX(T) + 3T (TQuX(T), (12)
x(k) = Q" (pi(k) — ATpi(k + 1)), (13)
x(T) = Q; 'pi(T), (14)
u;(k) = —R;'Bipi(k +1). (15)

2Em [2] sdo estabelecidas as condi¢des necessarias para a existéncia das solucdes das equacdes algébricas acopladas de Riccati.

3



X Congresso Brasileiro de Inteligéncia Computacional (CBIC’2011), 8 a 11 de Novembro de 2011, Fortaleza, Ceara
(© Sociedade Brasileira de Inteligéncia Computacional (SBIC)

O teorema que segue mostra como o problema dindmico descrito pelas equagdes (12) a (15) pode ser transformado em um
problema de otimizagdo estatica.

Teorema 3.1 Dada a concavidade estrita da fungdo dual L;(p;) e as restri¢oes dadas por (13), (14) e (15), o problema dual
dindmico pode ser resolvido através da seguinte forma quadrdtica estdtica:

1 .
max Lz(ﬁb) = 55?}1;,@1 + ﬁ;[bz + ¢y, (16)

T
s.a. B; € R

onde

Vi, Vi N e
Vi Vz Vi, Ax(0) _szzl, i leRjngj p;(1)
Hj; = b = ~ 2= B.J'Rjj B;p;(2) |
Vi ir N o
. B ’ p— T
Vir oy Vi = 2=, j# BiRy; B p;(T)
1 ;N T pi(1)
ci = 5x(0)"Qix(0) + 5 ) uf (k)Ryu;(k), B, = : eR".
=1, j#i k=0 pi(T)

Parak ={1,..,T}: Vi, =-V3-Q; ", Vi, ., =V, Vi _ =V, V},=-V,-Q;', Vi =B,R;;'B, V, = AQ;'
eVy;=AQ;'A” + B,R;;'BT.

Demonstracgao: [13].
Observagio 3.1 Pode-se garantir que a matriz He; seja definida negativa através de um Lema proposto em [11].
3.2 Solucio de Equilibrio de Nash

A obtenc¢do da solucdo de equilibrio de Nash para o jogo quadrético estdtico definido em (16) envolve a determinacdo das
curvas de reagdo de cada agente. Como o problema dual é um problema de maximizagéo, ou seja, L;(3;) é uma funcéo estri-
tamente concava, as curvas de reacdo podem ser definidas como o resultado da maximizagdo das respectivas fungdes objetivo
(L;(B;)) em relagdo as varidveis de decis@o, como é mostrado abaixo:

OL;(By,...,B : A
Wi(By,...,Bn) = ( 18,8- ) =H;;8; - Z H};8; + 1, 17
: j=1.5#i
b;
onde
nR-lpT Ax(0)
| B;R;; B, 0
H;; = Iy = . . (18)
AT .
B;R;; B; 0
Dessa forma, uma solugéo de equilibrio de Nash deve satisfazer o sistema de equacdes W,;(3,...,8y) =0, ¢ € I que pode
ser reescrito na seguinte forma compacta _
HB + T =0, (19)
onde
H;, -Hj, Hiy
H— ~H3, H3, ' —-H3y , 20)
_H%1 - H%z e H%N
~T
B = (By,...,8y) et = (r1,...,ry), sendo entdo possivel estabelecer a unicidade e a existéncia da solugdo de equilibrio

de Nash, através da seguinte proposicio:
4
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Proposic¢io 3.1 O jogo estdtico e quadrdtico de Nash de N jogadores definido pelas fungdes objetivo (16), onde H:, < 0,
admite uma solugdo tinica B* se, e somente se, a matriz definida por (20) for inversivel.

Demonstracao: De (19), tém-se que ﬁ* =_-—H'F. U

Observacao 3.2 Neste trabalho, através do Teorema 2.1, tém-se estabelecido as condicbes de suficiéncia que garantem a exis-
téncia e unicidade da solucdo de equilibrio de Nash, baseando-se nas hipdteses de convexidade estrita e na contracdo das curvas
de reagdo, particularmente para o caso especial do sistema de equagoes W;(34,...,8y5) =0, i € L.

3.3 NOVO ALGORITMO

Em conformidade com a formulagfo estédtica do jogo dindmico LQ, sdo derivados dois importantes resultados: Proposi¢des
3.2 e 3.3, que permitem a obtencdo de um novo algoritmo para a solu¢do das ARE acopladas.

Proposicao 3.2 Um jogo linear quadrdtico de 2 jogadores e T estdgios de tempo, tem o custo funcional étimo de AD; dado
pela seguinte equagdo:

T

1
Ji(ug,u2) = 0){Qi - AT(h} + hg)A}X(O) - XT(O)AT{Z[(hﬁl + hg)TTJ‘j(hﬁ + h§21)
k=1
(b5 4 BT, (] ¢ hé%)J}Axm), viel, j=I-{i}, I={12). e

onde T;; = B; R;lein;le?, a inversa da matriz H, com dimensdes nN'T x nNT, ¢ definida para N = 2, como:

_ Hy;, Hy ]
H'=| M 22 22
[ H>; Hs» @2)

onde cada bloco ﬁij, Vi, 4 € I, com dimensdes nT x nT, é definido, paraT' = 2, como:

o hll h12
Hij |: h21 h22 :| 9 (23)
de tal forma que cada sub-bloco hlL;, Vi,ce{l,...,T}eVi,j €I, possui dimensdes n x n.

Demonstracao: [13]. [

Corolario 3.1 Considerando o caso particular de um jogo de 1 jogador, ou seja, um problema de controle étimo, a equagcdo
(21) torna-se:

Ji (1) = 5x7(0){Q1 — AT (hi1)A}x(0). (24)

Demonstracao: Nesse caso, t€ém-se que T = T15 = 0, jd que By = 0. Além disso, hb =0, pois Hi» = 0, j4 que ndo existe
um segundo jogador. Dessa forma, substituindo estas igualdades na equacio (21), obtém-se a equacdo (24). Tal resultado fora
anteriormente obtido em [11] para o projeto de controladores 6timos.

Proposicao 3.3 Um jogo linear quadrdtico de N = 2 jogadores e T estdgios de tempo, tem a matriz de Riccati de AD;, no
instante k = 0, dada pela seguinte equagcado:

M;(0) = Q; — A" (hj{ + hj3)A (25)

Demonstracao: [13].
Para o caso de um jogo linear quadratico em estado estaciondrio (I' — oo) de 2 jogadores, a equacdo algébrica acoplada de
Riccati de AD; é novamente dada por:
M; = Q; — A" (hj} + hj;)"A. (26)

Observacao 3.3 Na prdtica, ndo é, de fato, necessdrio fazer I’ — oo para se obter a M. Devido ao comportamento assintotico
caracteristico das equagdes a diferengas acopladas de Riccati, existe um t € N finito, tal que M; (k) = M;(k + 1) = M, para
k>t
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3.4 SINTESE DE CONTROLADORES LQ

Nesta se¢do, é sugerido um método de se obter uma lei de controle com realimentacdo de estado para um jogo de 2 jogadores

(I = {1,2}) com estrutura de informa¢do em malha aberta, sem a utilizagdo das correspondentes ARE acopladas, onde a
realimentacao de estado é do tipo:

w; (k) = —Fix(k), iel 27)

A proposi¢do que segue ilustra o método de se calcular os ganhos de realimentacao.

Proposicao 3.4 Considere um jogo linear quadrdtico de 2 jogadores que utiliza realimentacdo de estado do tipo dado pela
equacdo (27). Os ganhos de realimentacdo de estado podem ser dados por:

F;=-R;'BI(h}] +h}})A, icl (28)
Demonstracao: Com efeito, a equagdo (28) é obtida substituindo a equagdo (26) na equacdo (10) para: € I. [J

Observacao 3.4 Como se pode observar na equacdo (28), o algoritmo proposto no novo método necessita da inversa da matriz
H. A primeira vista, isto pode representar um obstdculo para aplicagées em tempo real com horizonte infinito, entretanto,
esta inversa pode ser, previamente, computada off-line utilizando diversos métodos numéricos diretos tais como: fatorizacdo de
House-Holder, rotagdo de Givens, fatoragcdo de Cholesky e decomposi¢do em valores singulares [17].

4. RESULTADOS

Esta secdo apresenta um exemplo de projeto de controlador LQ, para que, através de simulagdes computacionais, a nova
metodologia desenvolvida na Secdo 3 seja confrontada com o jogo de referéncia descrito na Secdo 2, evidenciando as carac-
teristicas de cada uma das abordagens utilizadas e suas particularidades frente as especificagdes de projeto.

A matriz de Riccati em regime permanente € o ganho de realimentagdo, associados a AD;, obtidos pelo método tradi-
cional (jogo de referéncia) serdo designados por M; e F;. Enquanto a matriz de Riccati em regime permanente e o ganho de
realimentaco associados a AD; e obtidos pelo novo método serdo designados por M, e F;.

Considera-se o sistema dinamico estudado em [12], dado por:

x(k+1) = { 05 1o } x(k) + { . } w (k) + { ! } us(k), x(0) = { . } , (29)
cuja fung@o objetivo a ser minimizada é
Ji=Jy = ;ng(k) { oo 07%1 ] (k) + w2(k) + (k). (30)
Para esse jogo em particular, J; = J, = J, e o desempenho otimizado pode ser dado por [13]:
J* = %x*(O)TMi(O)x*(O), i=1ou2, (31)
ou, utilizando a nova metodologia, por:
Jr = (0{Q; — AT (h}{ + hj})A}x(0), i=1ou2,. (32)

O custo 6timo obtido utilizando as duas obordagens consideradas (equacdes 31 e 32) coincidiu em J* = 0, 0295.

Utilizando a equagdo a diferengas de Riccati (5), é possivel evidenciar a caracteristica assint6tica que a matriz M; (k) adquire
a medida que o ndmero de estdgios 7" do jogo é aumentado. Como o valor de M; (k) é obtido recursivamente de trds para frente
(backward) em termos dos instantes de tempo (M,;(T") = Q;), o valor de regime (Mi) serd atingido a medida que & — 0, desde
que 7T seja suficientemente grande para o jogo em questao.

Considerando que a matriz M; (k) seja dada por:

mu(k) mlg(k)

Mi(k) = ma1(k)  maa(k)

, Mpe(k) €R, Vp,q € {1,2}, Vk € K, (33)
é possivel observar na Figura 1 o comportamento dos elementos da matriz M; (k) ao longo do tempo e sua convergéncia para os
elementos da matriz 1\7[2».

Na Tabela 1, pode-se comparar o novo método para o cdlculo da matriz de Riccati em regime permanente (M =M, = M,)
com o método tradicional via ARE (M = M; = M,).

Na Tabela 2, pode visualizar o ganho obtido para AD; utilizando o novo método para sintese do controlador variando-se o
nimero de estagios do jogo, e 0 qudo proximos estes ganhos estdo dos obtidos pelo método tradicional.
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Figura 1: Convergéncia dos coeficientes da matriz M;(k) com T = 50.

Estégios (T M M M — M|

0,0168  —0,0193 0,0168  —0,0193
—0,0193  0,0759 —0,0193  0,0759

10 0,0203  —0,0268 0,0203  —0,0268
—0,0268  0,0922 —0,0268 0,0922

0,0203  —0,0268 0,0203  —0,0268
—0,0268  0,0023 —0,0268  0,0923

3 } 6,2542 x 10~ 17

} 8,8967 x 10~ 17

100 } 2,6930 x 10~16

Tabela 1: Comparacdo entre as matrizes acopladas de Riccati obtidas pelo método tradicional e pelo novo método.

Estagios (1)) F O |Fy — ]
3 [ 0,0041 —2,3355x 1074 ] [ 0,0041 —0.0002 ] 1,6457 x 10717
10 [ 0,0084 —0,0096 ] [ 0,0084 —0,0096 ] 4,1921 x 10~17
100 [ 0,0084 —0,0096 ] [ 0,0084 —0,0096 ] 11,0889 x 10716

Tabela 2: Comparacio entre ganhos 1 obtidos pelo método tradicional e pelo novo método.

Observando as Tabelas 1 e 2, percebe-se a equivaléncia entre o novo método e o método tradicional, tanto para o cdlculo da
matriz acoplada de Riccati, quanto para o cdlculo dos ganhos de realimentag@o de estado. Além disso, como anteriormente dito
na Observacao 3.3, ndo hd mudancas significativas nos resultados com o aumento dos estigios do jogo, desde que com o niimero
atual de estdgios tenha-se atingido o regime permanente. Como com 7" = 10 o sistema dinmico j4 atingiu o regime permanente,
conforme Figura 1, ndo ha melhoria significativa ao se utilizar 7' = 100.

Nas Figuras 2(a) e 2(b), pode-se observar a equivaléncia, tanto para as trajetérias de controle quanto de estado, entre os
resultados obtidos pelo novo método e pelo método tradicional. Nos dois métodos utiliza-se 7" = 10 para o cdlculo dos ganhos
de realimentagao.

Trajetéria de Estado, T=10 x10° Trajetéria de Controle, T=10
12 T T 15

= = = Método | é
e ol = = = Método |
AL étodo Tradicional i Método Tradicional

0.6 1

Estado xl(k)

04r 1

Controle ul(k)
o
T

0.2 1

02 ! ! ! ! ! ! 15 ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30
Estagios (k) Estagios (k)
(a) Estado x1 (b) Controle u;

Figura 2: Trajetdrias de estado e controle obtidas através do método tradicional e novo método.
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5. CONCLUSAO

Este trabalho apresentou, sob a forma de uma proposicdo matemadtica, uma nova metodologia para a solucdo das equagdes
algébricas de Riccati acopladas associadas aos jogos dindmicos lineares quadraticos com estrutura de informacdo em malha
aberta. Na metodologia de jogos dindmicos LQ proposta, empregou-se a programacao convexa para a formula¢io do problema
original dindmico em um problema estitico dual descrito por equagdes mais simples, sendo esse passo primordial para o de-
senvolvimento do novo algoritmo. A nova metodologia de sintese de controladores para problemas de jogos dindmicos LQ esta
matematicamente consolidada através de uma proposi¢ao originalmente formulada.

Com a andlise dos resultados obtidos via simulagdo computacional, foi possivel comprovar a equivaléncia entre o novo algo-
ritmo e o algoritmo tradicional para a solu¢dao das ARE acopladas, e a equivaléncia entre o novo método e o método tradicional
via ARE para a sintese de controladores LQ.
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