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Resumo –Este artigo apresenta uma metodologia para projeto de controle nebulosoTakagi-Sugeno(TS) para sistemas não-
lineares. O Regulador Linear Quadrático (LQR) e o ḿetodo de alocaç̃ao de ṕolos s̃ao combinados em um contexto nebuloso
de maneira a garantir um controladorótimo com desempenho temporal satisfatório baseado em pólos adequadamente alocados.
A análise e a definiç̃ao da regĩao fact́ıvel, para o projeto do controlador nebuloso multi-objetivo, considerando a influência dos
pólos desejados sobre as matrizes de ponderação Q e R, da funç̃ao de custo quadrática, foram estabelecidas. Resultados de
simulaç̃ao, com aplicaç̃ao sobre um manipulador robótico, mostram a eficiência da metodologia proposta.

Palavras-chave –Controle nebuloso, regulador linear quadrático, alocaç̃ao de ṕolos, sistemas ñao-lineares, região fact́ıvel.

Abstract – This paper proposes aTakagi-Sugeno(TS) fuzzy control design methodology to nonlinear systems. The Linear
Quadratic Regulator (LQR) and pole placement techniques are combined in a TS fuzzy structure in order to guarantee an optimal
controller with satisfactory temporal performance based on poles properly allocated. The analysis and definition of the feasible
region, for the multi-objective fuzzy controller design, considering the influence of the desired poles on the weighting matrices
Q andR, of the quadratic cost function, were established. Simulations results, with application on a robotic manipulator, show
the efficience of the proposed methodology.

Keywords –Fuzzy control, linear quadratic regulator, pole placement, nonlinear systems, feasible region.

1. INTRODUÇÃO

Os problemas de controle atuais apresentam uma tendência natural de aumentar sua complexidade em virtude dos critérios
de desempenho multi-objetivos, e a sua satisfação com alta precis̃ao e exatid̃ao. As aplicaç̃oes industriais, em geral, apresentam
plantas de entradas e saı́das ḿultiplas (MIMO1). Nesse contexto, a teoria de controle clássica, caracterizada pela representação por
entrada-sáıda, apresenta limitações, uma vez que não permite o acesso completo a todas as variáveis deste tipo de planta industrial.
Isto tem motivado a busca por novas estratégias de controle, explorando a representação por espaço de estados, o que definiu o
surgimento da teoria de controle moderna. A partir de então, v́arias metodologias foram propostas, desde aquelas mais simples
para tratar de plantas industriais lineares (neste caso, asnão-linearidades e incertezas são consideradas desprezı́veis) at́e aquelas
mais sofisticadas onde o projeto do controlador leva em contaas caracterı́sticas ñao-lineares, incertas e/ou variantes no tempo da
planta industrial [1–4]. Atualmente, a busca por abordagens baseadas na utilização deinteligência computacional, lenvando-se
em conta o impacto de técnicas como sistemasnebulosos, entre outras, tem permitido as suas aplicações na modelagem e controle
de plantas complexas, alcançando resultados promissoresque corroboram o seu uso cada vez mais crescente [5–7]. A teoria de
sistemas nebulosos, em particular, tem recebido grande atenção por parte dos pesquisadores naárea de controle, por ser capaz de
tratar eficientemente com incertezas e não-linearidades através da sua estrutura funcional. Este interesse tem crescido nosúltimos
anos devido a possibilidade de se incorporar na estrutura docontrolador nebuloso o conhecimento do especialista bem como o
formalismo mateḿatico oriundo da teoria de controle moderna, resultando em controladores com alto grau de transparência,
interpretaç̃ao, e ao mesmo tempo garantindo robustez e estabilidade nas malhas de controle. Na literatura, são numerosas as
aplicaç̃oes bem sucedidas de sistemas de controle nebuloso que apresentam as caracterı́sticas supracitadas. Em [8]é proposta
uma metodologia geral que usa lógica nebulosa de forma sistemática e formal para sintetizar sistemas de controle não-lineares,
que s̃ao est́aveis pelo projeto. Embora baseadas na teoria de Lyapunov, ela evita a busca pelas funções de Lyapunov, permitindo
que o processo de sı́ntese seja sisteḿatico bem como formal e, especialmente, independente de heurı́stica. Em [9], um novo
método de projeto de controlador nebuloso robustoé proposto para estabilizar uma classe de sistemas caóticos com par̂ametros
incertos baseado em seus modelos nebulososTakagi-Sugenoequivalentes. Com esse método, um controlador nebuloso com
realimentaç̃ao de estadóe projetado para estabilizar o equilı́brio do sistema cáotico incerto, robustamente, baseado na teoria de
Linearizaç̃ao exata e T́ecnica de Compensação Paralela e Distribuı́da. O controlador projetado, com simples estrutura e rápida

1Do inglêsmultiple-input, multiple-output.
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resposta, pode estabilizar vários tipos de sistemas hipercaóticos e cáoticos. Em [10], aṕos um estudo e sı́ntese de controladores
baseados em redes neurais e lógica nebulosa para controleótimo de sistemas não-lineares incertos, são propostos tr̂es tipos
de arquiteturas de controladores hierárquicos e o estudo demonstra que o esquema de controle baseado em ĺogica nebulosa e
redes neurais propostoé muitoútil em aplicaç̃oes para sistemas não-lineares. Este artigo apresenta uma estratégia de controle
nebulosoTakagi-Sugeno(TS)ótimo com alocaç̃ao de ṕolos no espaço de estados para sistemas não-lineares. A alocação de ṕolos
é uma t́ecnica na qual todos os pólos de malha-fechada são alocados nas posições desejadas de modo a garantir que a resposta
do sistema apresente aspectos previamente estabelecidos,como especificaç̃oes da resposta temporal, quais sejam velocidade,
coeficiente de amortecimento, máximo de sobre-sinal, como também especificaç̃oes de regime permanente. Como técnica de
controleótimo seŕa utilizado o regulador linear quadrático (LQR), que permite calcular de maneira sistemática a matriz de ganho
de realimentaç̃ao de estado para o sistema regulador. Essas duas técnicas ser̃ao aqui combinadas em um contexto nebuloso de
maneira a garantir um controladorótimo com desempenho temporal satisfatório baseado em pólos adequadamente alocados.
A estrutura do artigóe como segue: na Seção 2 s̃ao apresentadas a estrutura fundamental do sistema de inferência nebuloso
Takagi-Sugenono espaço de estados que será utilizada para representar o comportamento dinâmico de uma planta não-linear,
bem como o formalismo matemático para combinação das t́ecnicasLQRe alocaç̃ao de ṕolos no contexto nebuloso. Na Seção 3,
são apresentados os principais resultados computacionais referentes̀a regĩao multi-objetiva fact́ıvel definida pelas técnicasLQRe
alocaç̃ao de ṕolos, e a aplicaç̃ao da metodologia proposta como regulador nebuloso multi-objetivo de um manipulador robótico.
A Seç̃ao 4 apresenta as conclusões e propostas para trabalhos futuros.

2. CONTROLE NEBULOSO ÓTIMO COM ALOCAÇ ÃO DE PÓLOS

O método do regulador linear quadrático (LQR) permite o ćalculo da matriz de ganhoK i de realimentaç̃ao de estado de
maneira sisteḿatica. Nesta seção seŕa proposta uma associação entre a t́ecnica de alocação de ṕolos e oLQR, no contexto
nebuloso, de modo que seja possı́vel alocar os ṕolos de malha-fechada nas posições desejadas e ao mesmo tempo garantir um
controleótimo.

2.1 Sistema de infer̂encia nebulosoTakagi-Sugeno no espaço de estados

Um sistema de inferência nebulosoTakagi-Sugeno(TS) usa no consequente de suas regras SE-ENTÃO uma express̃ao fun-
cional da varíaveis lingúısticas do antecedente. Ai|[i=1,2,...,l]-ésima regra TS, ondel é o ńumero de regras,́e dada por

Ri : SE x̃1 é F i
j|x̃1

E ... E x̃n é F i
j|x̃n

ENTÃO ẋ(t) = Aix(t) + Biu(t) (1)

O vetor x̃ ∈ R
n contem as variáveis lingúısticas do antecedente. Cada variável lingúıstica tem seu próprio universo de

discursoUx̃1
,...,Ux̃n

particionado pelos conjuntos nebulosos representando os termos lingúısticos correspondentes. A variável
x̃t|

t=1,2,...,n pertence ao conjunto nebulosoF i
j|x̃t

com um valorγi
Fj|x̃t

definido por uma funç̃ao de pertin̂enciaγi
x̃t

: R → [0, 1],

com γi
Fj|x̃1

∈
{

γi
F1|x̃1

, γi
F2|x̃1

, ..., γi
Fpx̃t

|x̃1

}

, ondepx̃t
é o ńumero de partiç̃oes do universo de discurso associadoà varíavel

lingúısticax̃t. As matrizesAi eBi representam os parâmetros doi-ésimo modelo local do sistema nebuloso. O grau de ativação
hi para a regrai é dado pelo operador de conjunção norma-t:

hi = γi
Fj|x̃∗

1

∧ γi
Fj|x̃∗

2

∧ ... ∧ γi
Fj|x̃∗

n

(2)

ondex̃∗
t é algum ponto emUx̃∗

t
. O grau de ativaç̃ao normalizado para a regrai é definido como:

λi(x̃) =
hi(x̃)

l
∑

r=1

hr(x̃)

(3)

Esta normalizaç̃ao implica que
l

∑

i=1

λi(x̃) = 1 (4)

A resposta do modelo TŚe uma soma ponderada dos consequentes, istoé, uma combinaç̃ao convexa dos modelos locais:

˙̃x(t) =
l

∑

i=1

λi(x̃) (Aix(t) + Biu(t)) (5)

Tal modelo pode ser visto como um sistema linear variante nospar̂ametros (LPV). Neste sentido, um modelo TS pode ser
considerado como uma mapeamento do espaço do antecedente (entrada)̀a regĩao convexa (politopo) no espaço dos submodelos
locais definidos pelos parâmetros do consequente. Esta propriedade simplifica a análise de modelos TS num contexto de sistema
linear robusto tanto para identificação como para projeto de controladores com caracterı́sticas de malha-fechada desejadas ou
ańalise de estabilidade [11].
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2.2 Problema do regulador linear quadŕatico nebuloso com alocaç̃ao de ṕolos

Seja o problema do regulador quadráticoótimo, que possibilita o ćalculo sisteḿatico da matriz de ganhoK de realimentaç̃ao
de estado do vetor de controleótimo dado por

u(t) = −Kx(t) (6)

inerente ao sistema descrito pela equação

ẋ = Ax + Bu (7)

para minimizar a funç̃ao objetivo, ou óındice de desempenho dado por

J =

∫ ∞

0

(

xT Qx + uT Ru
)

dt (8)

ondeQ e R são matrizes de ponderação sobre o estadox e a entradau, respectivamente. A matrizQ é uma matriz hermitiana
definida ou semidefinida positiva ou ainda real simétrica e a matrizR é hermitiana definida positiva ou ainda real simétrica.

No contexto nebuloso, o sistema definido pelas equações (6) e (7) corresponde ao submodelo linear relativoà i-ésima regra
do sistema nebuloso. Fazendo a substituição da equaç̃ao (6) na equaç̃ao (7), obt̂em-se:

ẋ = Aix − BiK iu = (Ai − BiK i)x (9)

Admitindo-se que a matrizAi − BiK i seja est́avel, ou ainda, que seus autovalores tenham partes reais negativas,é posśıvel
obter a matriz de ganhoK i de realimentaç̃ao de estado desde que se resolva a chamadaequaç̃ao matricial reduzida de Riccati,
dada por:

AT
i P + PAi − PBiR−1BT

i P + Q = 0 (10)

para a matrizP. Existem v́arias matrizesP que satisfazem esta equação. Contudo, se o sistemaé estavel, sempre existe uma
matriz positiva definidaP para satisfaẑe-la. Assim, encontra-se a matriz positiva definidaP que soluciona a equação matricial
reduzida de Riccati, o que irá garantir que a matrizAi − BiK i seja est́avel. Por conseguinte, obtem-se o ganhoK i atrav́es da
equaç̃ao:

K i = R−1BT
i P (11)

A equaç̃ao (11) fornece a matriźotimaK i e consequentemente se obtem o sinal de controleótimo:

u(t) = −K ix(t) = −R−1BT
i Px(t) (12)

Cada matrizK i encontrada para oi-ésimo subsistema deve garantir a estabilidade dos demais subsistemas. Com o objetivo
de possibilitar uma alocação de ṕolosótima utilizando as matrizesQ e R, considere-se um sistema genérico de segunda ordem
na sua forma can̂onica controĺavel:

ẋ =

[

0 1
−ai

2 −ai
1

]

x +

[

0
1

]

u (13)

As matrizesQ eR ser̃ao definidas como

Q =

[

µ 0
0 1

]

(14)

R =
[

β
]

(15)

ondeµ ≥ 0 eβ > 0.
A matrizP a ser obtida, consiste numa matriz real simétrica dada por:

P =

[

p11 p12

p21 p22

]

(16)

ondep12 = p21. Substituindo o valor da matrizAi encontrado em (13) e os valores deQ, R e P definidos em (14), (15), (16),
respectivamente, na equação (10) obt̂em-se

[

0 −ai
2

1 −ai
1

] [

p11 p12

p12 p22

]

+

[

p11 p12

p12 p22

] [

0 1
−ai

2 −ai
1

]

−

[

p11 p12

p12 p22

] [

0
1

]

[β]
−1 [

0 1
]

[

p11 p12

p12 p22

]

+

[

µ 0
0 1

]

=

[

0 0
0 0

]

(17)
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Desenvolvendo-se a equação (17), obt̂em-se:







−2ai
2p12 −

(p12)
2

β
+ µ p11 − ai

1p12 − ai
2p22 −

p12p22

β

p11 − ai
1p12 − ai

2p22 −
p12p22

β
2p12 − 2ai

1p22 −
(p22)

2

β
+ 1






=





0 0

0 0



 (18)

Da equaç̃ao (18)é obtido o seguinte sistema de equações:

−2ai
2p12 −

(p12)
2

β
+ µ = 0

p11 − ai
1p12 − ai

2p22 −
p12p22

β
= 0

2p12 − 2a1p22 −
(p22)

2

β
+ 1 = 0

(19)

Da soluç̃ao do sistema descrito em (19) são obtidos os valores dep11, p12 ep22:

p11 = ai
1p12 + ai

2p22 + p12p22

β

p12 = −ai
2β +

√

(

ai
2

)2
β2 + µβ

p22 = −ai
1
β+

√

(ai
1)

2

β2+2

(

−ai
2
β+

√

(ai
2)

2

β2+µβ

)

β+β

(20)

Da equaç̃ao (11), obt̂em-se:

K i = [β]
−1 [

0 1
]

[

p11 p12

p12 p22

]

=
[ p12

β
p22

β

]

(21)

ou ainda
K i =

[

ki
1 ki

2

]

(22)

onde

ki
1 = −ai

2 +

√

(ai
2)

2

β2+µβ

β

ki
2 = −ai

1 +

√

(ai
1)

2

β2+2

(

−ai
2
β+

√

(ai
2)

2

β2+µβ

)

β+β

β

(23)

A equaç̃ao caracterı́stica do sistema pode ser determinada, uma vez obtida a matriz de ganhoK i de realimentaç̃ao de estado,
como segue:

|sI − Ai + BiKi| =

s2 +







√

β

(

(ai
1)

2

β−2ai
2
β+2

√

β
(

(ai
2)

2

β+µ
)

+1

)

β






s +

√

β
(

(ai
2)

2

β+µ
)

β
= 0

(24)

Com base na teoria do regulador linear quadrático e nas equações (23) e (24) obtidas,é posśıvel designar ṕolos para cada
um dos submodelos de um dado sistema e projetar a matriz de ganho Ki de realimentaç̃ao de estado que aloque tais pólos e
que garanta as condições de definiç̃ao da matrizesQ e R, em termos deµ e β. O procedimento b́asico para a aplicação da
metodologia propostáe como segue: primeiramente são escolhidos os pólos de malha-fechada desejados para o sistema. Em
seguida, determina-se a equação caracterı́stica relativa a esses pólos. Esta equação seŕa comparada com a equação (24) - dáı se
obtem um sistema em termos das variáveisµ eβ e dos par̂ametros dos submodelos. Se forem encontradas soluções reais positivas
deµ eβ para todos os submodelos do sistema, prossegue-se determinando a matriz de ganho de realimentação de estado a partir
da equaç̃ao (23). Caso contrário, entende-se que nãoé posśıvel alocar os ṕolos de malha-fechada escolhidos para o sistema em
quest̃ao. Tal restriç̃ao é oriunda do controle linear quadrático ótimo. Deste modo, cria-se um elo entre a teoria de alocação de
pólos e o regulador linear quadrático, permitindo que ao mesmo tempo que se aloque arbitrariamente ṕolos de malha-fechada
para um determinado sistema, também seja satisfeito o critério otimalidade.

3. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Nesta seç̃ao ser̃ao apresentados os principais resultados obtidos para ilustrar a abordagem proposta utilizando como exemplo
um sistema regulador de um manipulador robótico.
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3.1 Regulador nebuloso TS multi-objetivo aplicado a um manipulador robótico

A equaç̃ao diferencial que representa o comportamento do manipulador é:

ml2θ̈ + Blθ̇ + mgl sin (θ) = Tc (25)

ondeB = 1 kgm2/s é o fator de amortecimento;m = 1 kg é a massa el = 1m é o comprimento do braço do manipulador;
g = 9.81m/s2 é a constante gravitacional eTc é a varíavel de entrada, ou seja, o torque aplicado no manipulador. Oângulo
θ é a varíavel de sáıda, ou seja, a posição angular do manipulador. Considerando o interesse na dinâmica do sistema na faixa
de [−90◦, 90◦], foi feita a representação do sistema (já linearizado nos pontos de operação) no espaço de estados como segue.
Sejam as variáveis de estadox1(t) ex2(t). Assim,

{

x1(t) = θ ⇒ ẋ1(t) = θ̇

x2(t) = θ̇ = ẋ1(t) ⇒ ẋ2(t) = θ̈
(26)

Dáı se definėx(t) =

[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]

ex(t) =

[

x1(t)
x2(t)

]

. Considerando a representação no espaço de estados, foi desenvolvido um

modelo nebuloso TS utilizando como pontos de operação0◦, ±30◦, ±60◦, e±90◦ [12]. Foi obtida a base de regras do modelo
nebuloso, composta por7 regras e tamb́em do controlador, que apresenta estrutura bastante similar a do modelo, diferindo na
função do consequente que, neste caso, está relacionada ao sinal de controle do sistema.

Modelo Controlador

R1: Seθ é − 90◦ ent̃ao ẋ(t)=





0 1
0 −1



x(t)+





0
1



u1
∗ R1: Seθ é − 90◦ ent̃aoũ(t) = −K1x̃(t) + u1

R2: Seθ é − 60◦ ent̃ao ẋ(t)=





0 1
−4.9050 −1



x(t)+





0
1



u2
∗ R2: Seθ é − 60◦ ent̃aoũ(t) = −K2x̃(t) + u2

R3: Seθ é − 30◦ ent̃aoẋ(t) =

[

0 1
−8.4957 −1

]

x(t) +

[

0
1

]

u3
∗ R3: Seθ é − 30◦ ent̃aoũ(t) = −K3x̃(t) + u3

R4: Seθ é0◦ ent̃aoẋ(t) =

[

0 1
−9.81 −1

]

x(t) +

[

0
1

]

u4
∗ R4: Seθ é0◦ ent̃aoũ(t) = −K4x̃(t) + u4

R5: Seθ é30◦ ent̃aoẋ(t) =

[

0 1
−8.4957 −1

]

x(t) +

[

0
1

]

u5
∗ R5: Seθ é30◦ ent̃aoũ(t) = −K5x̃(t) + u5

R6: Seθ é60◦ ent̃aoẋ(t) =

[

0 1
−4.9050 −1

]

x(t) +

[

0
1

]

u6
∗ R6: Seθ é60◦ ent̃aoũ(t) = −K6x̃(t) + u6

R7: Seθ é90◦ ent̃aoẋ(t) =

[

0 1
0 −1

]

x(t) +

[

0
1

]

u7
∗ R7: Seθ é90◦ ent̃aoũ(t) = −K7x̃(t) + u7

Tabela 1: Bases de regras do modelo e do controlador nebulosoTakagi-Sugeno para o manipulador robótico descrito pela equação
(25).

Na base de regras do modelo nebuloso,ui
∗ representa uma entrada genérica do submodelo dai-ésima regra. Para a base do

controlador tem-se queu1 = 9.81, u2 = 3.3592, u3 = 0.4567, u4 = 0, u5 = −0.4557, u6 = −3.3592, u7 = −9.81. De forma
geńerica, o sinal de controle nebuloso, neste caso, pode ser escrito como:

ũ(t) = −

7
∑

i=1

λiKix̃ +

7
∑

i=1

λiui (27)

ondeλi denota o grau de ativação normalizado. As matrizes de ganho de realimentação de estado, para os pontos de operação
escolhidos de−90◦ a90◦, na ordem, foram determinadas a partir do procedimento ilustrado na Seç̃ao 2.2. Os resultados obtidos
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pelo ḿetodo proposto para alguns pólos designados, são mostrados na Tabela 2. Como se pode observar, o segundo elemento de
cada uma das matrizes de ganhoé sempre o mesmo. Este fato se explica através da ponderação da matrizQ sobre o vetor de
estadox(t), pois o par̂ametroµ afeta somente a variável de estadox1(t). Assim, quaisquer ṕolos que porventura venham a ser
designados ir̃ao proporcionar matrizes de ganho de realimentação de estado, para alocá-los, com essa caracterı́stica.

Pólos θ0 µ β K Pólos θ0 µ β K

−90◦ 08.258 0.0323 [16.000 07] −90◦ 39.264 0.0061 [80.000 17]
−60◦ 05.683 0.0245 [11.095 07] −60◦ 36.896 0.0058 [75.095 17]
−30◦ 03.830 0.0208 [07.504 07] −30◦ 35.156 0.0056 [71.504 17]

[−4,−4] 0◦ 03.156 0.0198 [06.190 07] [−8,−10] 0◦ 34.518 0.0055 [70.190 17]
30◦ 03.830 0.0208 [07.504 07] 30◦ 35.156 0.0056 [71.504 17]
60◦ 05.683 0.0245 [11.095 07] 60◦ 36.896 0.0058 [75.095 17]
90◦ 08.258 0.0323 [16.000 07] 90◦ 39.264 0.0061 [80.000 17]

−90◦ 18.778 0.1111 [13.000 05] −90◦ 69.333 0.0256 [52.000 11]
−60◦ 07.706 0.0532 [08.095 05] −60◦ 54.906 0.0205 [47.095 11]
−30◦ 03.725 0.0385 [04.504 05] −30◦ 47.004 0.0179 [43.504 11]

[−3 ± j2] 0◦ 02.542 0.0349 [03.190 05] [−6 ± j4] 0◦ 44.486 0.0171 [42.190 11]
30◦ 03.725 0.0385 [04.504 05] 30◦ 47.004 0.0179 [43.504 11]
60◦ 07.706 0.0532 [08.095 05] 60◦ 54.906 0.0205 [47.095 11]
90◦ 18.778 0.1111 [13.000 05] 90◦ 69.333 0.0256 [52.000 11]

Tabela 2: Relaç̃ao entre os crit́erios de desempenho através das matrizesQ eR, definidas pelas equações (14) e (15), respectiva-
mente, e a alocação dos ṕolos.

Uma vez projetadas as matrizes de ganho de realimentação de estado para cada um dos submodelos lineares nos pontos de
operaç̃ao do manipulador rob́otico, tais modelos, juntamente com os ganhos, foram agrupados numa estrutura nebulosaTakagi-
Sugenopara implementaç̃ao do sistema regulador proposto.
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Figura 1: Diagrama de simulação do sistema de controle
nebuloso multi-objetivo.
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Figura 2: Desempenho do controlador nebuloso multi-objetivo:
a linha cont́ınua designa os pólos em[−4,−4], a linha traço e
ponto designa os pólos em[−3±j2] e a linha pontilhada designa
os ṕolos em[−8,−10].

Na Figura 1́e mostrado o diagrama de simulação no softwareMatlab/Simulink2 da estrutura do controlador e da planta
(manipulador rob́otico). Na figura 2 s̃ao mostradas as curvas de resposta do sistema, e do sinal de controle, para alguns dos pólos
designados na Tabela 2. O bloco ‘funções de pertin̂encia’ indica a etapa defuzificaç̃ao, na qual s̃ao atribúıdas as ponderações
sobre a sáıdax1(t) conforme o ajuste das funções de pertin̂encia triangulares. Em sequência, os graus de ativação s̃ao norma-
lizados segundo a equação (3) e por conseguinte alimentam os blocos ‘LQR / Alocação’ e tamb́em o bloco ‘Offsets’. Neste,

2Matlab é um produto daThe MathWorks.
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est̃ao situados os ganhos numéricos advindos da etapa de linearização do sistema e naquele, constam as matrizes de ganho de
realimentaç̃ao de estado relativas aos pólos designados. As saı́das desses blocos são somadas, conforme a equação (27) e o sinal
de controle geradóe conectadòa entrada da planta não-linear, cuja estrutura foi elaborada por simulação anaĺogica com base
na equaç̃ao (25), que rege sua dinâmica. Por fim, s̃ao adicionados blocos para visualização dos sinais de posição angularx1(t),
velocidade angularx2(t) e tamb́em do sinal de controleu(t). Foi utilizada uma condiç̃ao inicial de50◦ para a posiç̃ao angular e
de0 rad/s para a velocidade angular do manipulador.

3.2 Análise da regĩao multi-objetiva factı́vel

Em virtude do caŕater multi-objetivo da abordagem proposta, torna-se imposśıvel alocar quaisquer pólos no semiplano es-
querdo do plano complexo, como propõe a t́ecnica de alocação de ṕolos quando vista isoladamente, devido aos critérios de
otimalidade estabelecidos. Desse modo, pode-se falar em uma regĩao contida no semiplano esquerdo do plano complexo na
qual est̃ao todos os ṕolos que podem ser alocados, ou seja, pólos que uma vez designados, geram uma solução real positiva
em termos das matrizesQ e R conforme a discussão apresentada na seção 2.2. Se, por exemplo, for escolhido o par de pólos
complexos conjugadoss1 = −0.1 + j0.1 e s2 = −0.1 − j0.1, os valores deµ e β correspondentes são µ = −4 × 10−4 e
β = −1, o que contraria o que foi anteriormente estabelecido quando das definiç̃oes das matrizesQ e R nas equaç̃oes (14) e
(15), respectivamente:µ ≥ 0 e β > 0. O mesmo fato ocorre para pólos reais, que também podem fornecer valores deµ e β
negativos: tomando-se um pólo s1 = −0.5 e outro ṕolo s2 = −0.7, os valores deµ e β encontrados s̃ao−0.4712 e−3.8462,
respectivamente. Assim, pode-se agora estabelecer a região fact́ıvel, definida pelas duas técnicas usadas (LQR e alocaç̃ao de
pólos) na metodologia proposta, como mostram as figuras 3 e 4:

Figura 3: Regĩao multi-objetiva fact́ıvel para o problema
de alocaç̃ao de ṕolos complexos.

Figura 4: Regĩao multi-objetiva fact́ıvel para o problema
de alocaç̃ao de ṕolos reais.

Em ambas as figuras, a região fact́ıvel est́a na cor preta e a não-fact́ıvel est́a na cor cinza. Na figura 3, a faixa de amostragem
de ṕolos vai de−0.1 a−10 no eixo real e de−5 a5 no eixo imagińario. Assim, ao se escolher um par de pólos complexos para
o sistema, verifica-se primeiramente se eles se localizam naregĩao em preto ou na região em cinza. Caso estejam nestaúltima,
não podem ser alocados. Na figura 4, a faixa de amostragem se estende de−10 a10 para ambos os eixoss1 e s2. Similarmente
ao caso dos complexos, também s̃ao designados um par de póloss1 e s2 (reais, neste caso) e então verifica-se se o par ordenado
(s1, s2) se encontra na região preta ou na região cinza para informação da possibilidade de alocar tais pólos ou ñao.

4. CONCLUSÃO

A combinaç̃ao das t́ecnicas de alocação de ṕolos e LQR num contexto nebuloso se mostraram bastante adequadas para
projeto de controle. Os resultados de simulação evidenciaram que o controlador proposto permitiu uma resposta temporal sa-
tisfatória para o manipulador robótico de acordo com a alocação dos ṕolos desejados, garantindo a otimalidade de desempenho.
A região fact́ıvel obtida, em virtude do caráter multi-objetivo, mostra quée imposśıvel alocar quaisquer pólos no semiplano
esquerdo do plano complexo, considerando-se individualmente a t́ecnica de alocação de ṕolos devido aos critérios de otimalidade
estabelecidos. Considera-se, a partir de então, como pesquisa futura, os seguintes aspectos de interesse:

• Análise de desempenho da metodologia proposta para sistemas dinâmicos com atraso de tempo;

• Aplicação da metodologia proposta no contexto adaptativo, uma vez que formulaç̃oes analı́ticas para o projeto do contro-
lador nebuloso foram obtidas;

• Estudo e aplicaç̃ao da metodologia proposta no contexto multivariável.
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