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Resumo – Este trabalho apresenta resultados experimentais que mostram que a posição dinâmica de haste de bombeio 
mecânica pode ser inferida a partir da corrente de motor de indução trifásico, utilizando modelos de identificação de sistemas 
não-lineares. Uma atenção particular é dada ao ciclo de identificação, a fim de se utilizar uma metodologia adequada para 
obtenção dos modelos. Os experimentos foram realizados em um laboratório desenvolvido para testes. Um conjunto de dados 
de entrada e saída foram coletados sob condições controladas, os quais foram divididos em dados de estimação e validação. 
Modelos NARX baseados em wavelet network, foram usados para realizar a identificação do sistema. As performances desses 
modelos estimados foram avaliadas por meio do erro médio quadrático (MSE). Os resultados obtidos na etapa de validação 
mostram que, para o conjunto experimental utilizado neste trabalho, o melhor modelo estimado pode ser usado no lugar dos 
transdutores físicos de posição. 
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1 Introdução  

A unidade de bombeio mecânico (UBM) é o método de elevação artificial mais utilizado para poços de petróleo terrestres [1]. 
Devido razões estratégicas e econômicas, para a indústria do petróleo, torna-se essencial conhecer as condições do poço e 
controlar a sua produção. A UBM age de maneira a transformar o movimento de rotação de um motor, em um movimento 
alternativo vertical, de modo a fornecer energia para a elevação do fluido [2]. Este movimento alternado (posição dinâmica) da 
haste polida da UBM auxilia no diagnóstico das condições do poço podendo ser usado em seu controle [2]. Embora muitos 
artigos tenham sido publicados dando ênfase à modelagem fenomenológica da relação unidade de bombeio mecânico e poço 
de petróleo [3]-[7], ainda nos dias de hoje, a aquisição em campo da posição da haste da UBM é feita utilizando transdutores 
físicos de posição (em geral encoder). Recentemente, foi mostrado em [8] que a posição dinâmica da haste polida da UBM 
pode ser inferida a partir da corrente de torque de motor de indução trifásico, fornecida por inversor de frequência vetorial.  
Contudo este trabalho mostra que a posição dinâmica da haste de bombeio mecânico pode ser inferida diretamente da corrente 
de saída de inversor de frequência (que é a corrente de entrada do motor), dispensando assim o uso da corrente de torque.  
Assim como em [8], neste artigo são usados modelos de identificação de sistemas não-lineares [8]. Uma das principais 
vantagens desse tipo de abordagem, é que não se faz necessário o uso de nenhum outro equipamento adicional para ser 
instalado em campo, uma vez que a estrutura de identificação pode ser implementada diretamente no inversor de frequência. 

 A obtenção de modelos matemáticos capazes de representar as características estáticas e dinâmicas de um sistema 
real, baseados nos dados experimentais, constitui o princípio básico da identificação de sistemas. Embora em alguns casos as 
aproximações lineares [9], [10] sejam suficientes para representar aplicações práticas, os sistemas dinâmicos encontrados no 
mundo real são, em última análise, não-lineares [11]. Para sistemas que operam em larga faixa de operação ou sistemas 
altamente não-lineares, modelos lineares não são suficientes [12]. Modelos não-lineares como redes neurais artificiais (RNAs) 
[13], modelos não-lineares autoregressivos com entradas exógenas (NARX) [12] e de Hammerstein-Wiener [13], baseados em 
RNAs e em wavelet networks (wavenet) [14], têm recebido muita atenção nas três últimas décadas [13]-[21], devido à 
aprendizagem de mapeamentos complexos a partir de um conjunto de dados reais. Estes modelos são estruturas flexíveis que 
basicamente durante a etapa de treinamento ajustam seus parâmetros internos de acordo com os dados observados na entrada 
e/ou saída, e possuem a habilidade de reproduzir diferentes regimes dinâmicos para diferentes pontos de operação para os quais 
foram treinados [12].  

 Trabalhos importantes no estudo das decomposições wavelets, como em [21] e [22], possibilitaram a [14] o 
desenvolvimento da wavenet. A wavenet foi proposta a princípio como alternativa à rede neural feedforward [13]. De acordo 
com [17], a ausência de métodos mais eficientes para determinar a estrutura da rede e os parâmetros dos neurônios fazem com 
que o desempenho das RNAs, muitas vezes, não seja satisfatório. Basicamente, a wavenet é uma decomposição wavelet [21] 
implementada em uma rede neural de uma camada escondida, onde as wavelets são funções de ativação dos neurônios 
escondidos [23]. A decomposição wavelet é uma ferramenta poderosa para identificação de sistemas devido à capacidade de 
aproximar funções em diferentes escalas [21]. De acordo com [23], graças ao uso heurístico da transformada wavelet para 
ajustar o valor inicial dos parâmetros da rede a partir de dados observados, a wavenet tem mais facilidade para superar o 
problema de mínimos locais do que as redes neurais. Vale ressaltar que diferente das RNAs, as funções bases da decomposição 
wavelet não são rígidas, uma vez que se adaptam aos dados observados [17]. O resultado da combinação da decomposição 
wavelet e das redes neurais se resume em uma ferramenta com métodos construtivos eficientes [14], [15], [17], [22]-[25], para 
a escolha da estrutura e determinação dos parâmetros da rede, e capaz de resolver problemas de larga dimensão [17].  
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 Apesar das técnicas de identificação de sistemas lineares e não-lineares (como as citadas anteriormente) serem 
ferramentas robustas para a modelagem de sistemas dinâmicos, é importante ressaltar que a identificação caixa preta não é uma 
tarefa trivial [13], e que o seu sucesso nem sempre ocorre de acordo à aplicação de uma lógica síncrona. A identificação de 
sistemas é um processo que em geral envolve muitas etapas, todavia, muitas vezes quando são representadas e/ou descritas na 
literatura (como em [9] e [10]), encontram-se condensadas em poucos blocos ou simplesmente não são consideradas. 
Abordagens simplificadas são interessantes do ponto de vista teórico, pois em geral são suficientes para identificação de 
sistemas virtuais (descritos por equações matemáticas e simulados em software). No entanto, a aplicação prática desses 
diagramas para a identificação de sistemas reais pode exigir mais esforço do que o representado, uma vez que algumas etapas 
importantes (como a perturbação da planta e o tratamento do sinal amostrado) são situações que devem ser tratadas com a 
especificidade de cada caso. Baseado nas metodologias utilizadas em [9], [10], [11] e [13], neste artigo são abordados (de 
maneira sucinta) todos os pontos da metodologia da identificação aqui desenvolvida. 

 Este trabalho é organizado da seguinte forma: na seção 2, o diagrama de blocos é desenvolvido para identificação do 
sistema da unidade de bombeio mecânico (UBM); na seção 3, realiza-se uma breve revisão teórica a respeito do modelo 
NARX e da wavenet; na seção 4, descreve-se o sistema utilizado para coleta dos dados e logo em seguida, inicia-se a 
identificação do sistema; na seção 5, a identificação é concluída e os resultados são apresentados. Por fim, a conclusão é feita 
na seção 6.  

2 Metodologia para Identificação de Sistemas  
Nesta seção é descrito de maneira sucinta os principais blocos representados na Figura 1. O leitor deve se reportar a [9]-
[19], [26], [27] para uma abordagem detalhada sobre os aspectos teóricos que envolvem cada um destes blocos. 

 Bloco “Escolha o Sinal de Entrada”: De acordo com [9], “o sinal de entrada precisa ter alguma relação com o 
sinal de saída fim de a modelagem fazer sentido”. Funções de correlação cruzada entre os sinais pretendentes à 
entrada e entre os sinais de entrada e saída ajudam fortemente na escolha das variáveis amostradas serem usadas 
na identificação [10], [13]. Técnicas mais elaboradas como PCA (do inglês: análise dos componentes principais) 
também podem ser usadas [13]; 

 Bloco “O sistema permite manipular o sinal de entrada?”: Em alguns sistemas é possível manipular diretamente 
o sinal de entrada, seja aplicando degraus, gerando sinais aleatórios, pseudo-aleatórios, etc [12]. Em outros tipos 
de sistemas o usuário apenas consegue observar o sinal de entrada, sendo impossível a sua manipulação por via 
direta; 

 Bloco “Escolha uma variável capaz de excitar o sistema, de modo a excitar os sinais que serão coletados”: Para 
o caso em que não se pode manipular diretamente o sinal de entrada, faz-se necessário escolher, sempre que 
possível, uma variável manipulável do sistema a fim de causar as excitações desejáveis a serem capturadas pelo 
“sinal observável”, citado no parágrafo acima; 

 Bloco “Escolha o tempo de amostragem”: sinais subamostrados tornam o modelo identificado incapaz de 
reproduzir as características do sistema a ser identificado, por outro lado, sinais superamostrados possuem 
redundância de informação no sistema identificado pela adição de parâmetros linearmente dependentes [10]. Para 
o caso de sinais superamostrados, a técnica da análise da autocovariância linear e não-linear [10] pode ser usada 
para se determinar uma taxa de reamostragem  [28], a partir dos dados previamente amostrados; 

 Bloco “Os dados precisam ser tratados?”: O usuário deve verificar se há a necessidade de filtrar os dados 
coletados, remover seu nível DC, reamostrá-lo, etc [10]. A análise em frequência dos sinais amostrados é de 
grande valor para as tomadas de decisão [9]. É importante ressaltar que na maioria dos casos, o mesmo processo 
de tratamento deve ser aplicado a ambos os sinais de entrada-saída coletados, a fim de manter as possíveis 
relações lineares. 

 Bloco “Pré-processe os dados”: Consiste em aplicar técnicas de processamento digital de sinais [28], a fim de 
adequar os dados coletados, para a etapa de estimação dos parâmetros; 

 Bloco “O sistema é linear?”: Caso essa informação seja desconhecida e seja possível perturbar o sistema em 
questão, recomanda-se [10], [12] testes básicos como observar a dimensão do ganho obtido em malha aberta em 
resposta a um pequeno degrau. Se a não-linearidade estática é forte, então o ganho estático irá mudar 
significadamente, para diferentes pontos de operação dentro da faixa operacional [13]. Caso os dados já tenham 
sido coletados e esta informação ainda não tenha sido obtida, recomenda-se, em [9] e [13], a estimação não-
paramétrica da resposta ao impulso para obter algum conhecimento sobre o sistema; 

 Bloco "Detrmine/escolha a estrutura linear": Refere-se à seleção do modelo linear (no caso ARX [9], ARMAX 
[10], Box-Jenkins [10], erro na saída [13], etc), da ordem (pólos e zeros), número de atrasos e tempo morto do 
modelo [27]. Critérios como MSE (do inglês, mean square error – erro médio quadrático), AIC (do inglês, 
Akaike information critério – critério de informação de Akaike), função custo, FPE (do inglês final prediction 
error – erro de predição final), etc, são normalmente usados [9]. A função custo é definida por 푉  (휃|푍 ) =
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det (푉 ), onde: 푉 = 1
푁∑ 휀(푡,휃 ) 휀(푡,휃 ) , 푍 = [푦(1),푢(1),푦(2),푢(2), … ,푦(푁),푢(푁)] é o conunto de dados 

amostrados, e 휀(푘, 휃 ) =  푦(푘) − 푦(푘|휃 ) é o erro de predição parametrizado por θ. Já para o FPE, tem-se: 
퐹푃퐸 = 푉 (휃|푍 ), onde 푛  é o número de parâmetros estimados e os demais termos foram definidos 

anteriormente. Para o MSE, tem-se 푀푆퐸 = 1
푁∑ 푦(푘) − 푦(푘) [9]. Este tópico é discutido detalhadamente 

em [9]; 

Figura 1– Ciclo de identificação de sistemas. 
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 Bloco “Determine/escolha a estrutura não-linear”: Refere-se à seleção do modelo não-linear, dos regressores 
(entradas e saídas deslocadas no tempo) padrão ou de regressores não-lineares, geralmente para os modelos 
NARX e NOE (do inglês: nonlinear output error) [15]. Para os modelos de Hammerstein-Wiener refere-se à 
seleção da ordem do bloco linear [13]. Com relação aos estimadores de não-linearidade, refere-se à quantidade de 
neurônios e camadas, funções de ativação, algoritmo de treinamento, etc [8]; 

 Bloco “Ajuste o modelo aos dados”: Observando os dados que são apresentados a estrutura escolhida, o 
computador estima/seleciona os parâmetros do modelo utilizando algoritmos de treinamento. Detalhes sobre os 
algoritmos de treinamento para sistemas lineares podem ser vistos em [10]. Para sistemas não-lineares em [26] 
são detalhados os algoritmos de aprendizagem das diversas estruturas de RNAs e em [17] e [14] são descritos os 
principais algoritmos de aprendizagem das wavenets; 

 Bloco “Valide o modelo”: Durante a validação, deve-se utilizar um conjunto de dados independente dos dados de 
estimação para que o que os resultados obtidos não sejam tendenciosos [15]. Em seguida, utiliza-se uma equação 
capaz de mostrar o ajuste do modelo obtido aos dados experimentais de validação. A chamada “equação do 
ajuste” (do inglês, fit) pode ser utilizada, esta equação lembra a função do coeficiente de determinação 푅  (que 
também é normalmente utilizada para este fim) e representa o percentual da variação de saída que é explicada 

pelo modelo pode ser usada. No caso,  푓푖푡 = 1 − ∑ ‖ ‖
∑ ‖ ‖ × 100, onde 푦 (푦, … , 푦 ) é a saída medida, 

푦 (푦 , … ,푦 ) é a saída simulada do modelo,  푦 é a média do vetor  yk , e ||.|| representa a norma euclidiana [10]. 

3 NARX e Wavelet Networks 
Nesta seção são revisados os modelos que serão aplicados no estudo de caso. 

A. Modelo NARX 

O modelo NARX é baseado no modelo linear ARX e corresponde a um subsistema do modelo NARMAX, por conter apenas a 
sua parte determinística [13]. A estrutura NARX utilizada neste trabalho é uma combinação série-paralela, como mostra a 
Figura 2 (a). Onde, os valores medidos de entrada atuais e passados de u, e os valores medidos passados de y são arranjados no 
primeiro bloco (bloco de construção dos regressores). Em seguida, entram em ambos os blocos pertencentes ao estimador de 
não-linearidade 푓. 

 
Baseado na Figura 2(a) pode-se escrever a equação do modelo NARX 

 푦(푘) = 푓(푥)= F 푥(푘) + 푥(푘)휃 + 푙                                                                                                                                       (1)   
Em que 퐹(. ) representa a saída do bloco de função não-linear, 푥(푘) = y k-1 , … ,y k-푛푎 ,u k -푛푘 , … ,u k - 푛푘-푛푏+1  é vetor de 
regressores de entrada da rede, onde 푛푎 representa o número de auto-regressores, 푛푏 representa o número de regressores 
exógenos, 푛푘 é o número de amostras de entrada que ocorre antes da entrada afetar a saída.  푥(푘)휃 + 푙 é a saída da função 
linear, 휃 representa os coeficientes lineares, e 푙 é o offset de saída [17], [29]. O bloco linear é inserido na estrutura estimadora 
de não-linearidade, a fim de melhor condicionar o sinal de saída. A capacidade de aproximação da função linear é discutida 
detalhadamente em [29]. 

Uma vez que o modelo tenha sido identificado de acordo com a configuração da Figura 2 (a), a configuração da 
Figura 2 (b) será considerada para a simulação. Na Figura 2(b) nota-se que os dados preditos na saída do sistema são 
realimentados na rede (de acordo com a escolha dos regressores) a fim de se obter a saída esperada. Vale lembrar que no 
processo de simulação serão considerados dados diferentes dos usados na estimação, a fim de se validar o modelo.  
B. Wavelet Networks 
A wavelet network utilizada neste trabalho é formada por wavelets radiais que constituem um frame1(quadro) em 퐿 (ℝ ), e 
foram propostas em [14] devido a similaridade entre a transformada wavelet inversa discretizada (ver [21] para mais detalhes) 

                                                        
1 Wavelets radiais que satisfazem a condição de frame fornece um método conveniente para a construção de wavelets 
multidimensional [11]. O leitor pode se referir a [15] para uma discussão detalhada sobre wavelet frames. 

(b) 
Figura 2 - Estruturas NARX com configuração série-paralela para identificação de sistemas (a) e simulação (b). 
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e a rede neural de uma camada escondia [26]. A idéia básica é que um sinal f(x) ∈  퐿 (ℝ ) pode ser representado como uma 
soma ponderada de funções wavelets radiais 

푓(푥) = ∑ 푎 휑(퐷 (푥 − 푟)푄 − 푡 ) + ∑ 휔 휓(퐷 (푥 − 푟)푄 − 푡 ) + 푥(푘)푃휃 + 푙                                                (2) 

Em que, a função gaussiana 휑(푥) = 푒
| |

 e a segunda derivada da função Gaussiana (o chamado "chapéu mexicano") 휓(푥) =

dim(푥)− |푥| 푒
| |

 correspondem, respectivamente, a função de escala (também chamada de wavelet pai) e a função 
wavelet (conhecida como wavelet mãe). As quais foram escolhidas para compor a função expansão (2), devido à boa 
localização tempo-frequência [21]. Onde 푥 corresponde ao vetor de regressores dilatado, transladado e bem condicionado 
(aplicando técnicas de análise dos componentes principais (PCA)) [13].  Onde, r é a média do vetor de regressores (1 x m), P é 
uma matriz de subespaço linear (m x p), Q é uma matriz do subespaço não-linear (m x q) obtida através da aplicação da análise 
dos componentes principais aos regressores em x, 휃  é o vetor de coeficientes lineares estimados da função afim (p x 1); 푎  é 
o vetor de coeficientes associado com os scalons (ns x 1), 휔  é o vetor de coeficientes associado com os wavelons (nw x 1), 
퐷  é a matriz de dilatação associada com os scalons (ns x 1), 퐷  é a matriz de dilatação associada com os wavelons  (nw × 
1); 푡  é a matriz de translação associada com os scalons (ns x q), 푡  é a matriz de translação associada com os wavelons (nw 
x q), 푙 é offset de saída (escalar), ns é o número de scalons e nw o número de wavelons. A arquitetura da wavelet network 
usada neste trabalho é mostrada na Figura 3. 

 
Lembrando que a wavenet utilizada neste trabalho representa o bloco estimador não-linear da estrutura NARX. Então, para a 
parte não-linear e para a parte linear da estrutura NARX e da wavenet, respectivamente, pode-se verificar que: F(. ) (do 
modelo NARX) = ∑ 푎 휑(. ) +∑ 휔 휓(. ) (da wavenet); e 푥(푘)휃 + 푙 (do modelo NARX) = 푥(푘)푃휃 + 푙 (da 
wavenet). A inicialização dos parâmetros da rede advém das informações fornecidas pela decomposição wavelet [17]. Os 
algoritmos de treinamento da estrutura e seleção de funções bases utilizados neste artigo, são detalhados em [17]. 

A escolha do número de funções bases utilizadas na estrutura wavenet deste artigo foi feita através do algoritmo de 
validação cruzada generalizada (do inglês generalized cross-validation (GCV)) [17]. Este algoritmo escolhe as funções que 
melhor contribuem para minimização do erro de estimação 

퐺퐶푉(푆) = ∑ (푓(푢 ) − 푦 ) + 2 푆 휎                                                                                                                          (3) 

onde, GCV é minimizado com respeito a S. 푓  é a aproximação dada pela wavenet ao sinal de entrada 푢  , 푆 é o número de 
funções de base da rede, N é o comprimento dos dados amostrado, 푦  é a saída e 휎  é a variância do ruído. Os algoritmos de 
estimação dos parâmetros da rede são detalhados em [14], [19]. 

4 Estudo de Caso  
O experimento relatado nesta seção foi realizado no laboratório de elevação artificial (LEA), localizado na Escola Politécnica 
da Universidade Federal da Bahia. Foi identificada a relação posição de haste de bombeio mecânico e corrente de saída do 
inversor.  

O leitor interessado pode-se reportar a [2] para uma abordagem detalhada sobre o funcionamento da unidade de bombeio. 

A. O poço de petróleo e unidade de bombeio mecânico 
Para realização do experimento foi utilizado um poço desenvolvido para testes. No caso, um poço vertical com 32 metros de 
profundidade, com fundo visível e acessível, uma unidade de bombeio mecânico (UBM) e um sistema SCADA (do inglês 
Supervisory Control and Data Acquisition – sistema de supervisão, controle e aquisição de dados). A unidade de bombeio é 

Figura 3 – Estrutura típica da wavelet network.  

ω 

l 

F(x) ω 
a
sk

a

. 

. 

. 

.

y(k-1) 

y(k-na) 

u(k-nk) 

u(k-nb-nk-1) 

φ

φ 

ψ 

ψ 

 

. 

.

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

θ 



X Congresso Brasileiro de Inteligência Computacional (CBIC’2011), 8 a 11 de Novembro de 2011, Fortaleza, Ceará 
 © Sociedade Brasileiro de Inteligência Computacional (SBIC) 

 

6 
 

equipada com um motor assíncrono de indução trifásico com 5 HP, 6 pólos e velocidade nominal de 1160 RPM controlada por 
inversor de frequência2 (do inglês AC-drive) [30]. A Figura 4 (a) ilustra de maneira simplificada o poço de petróleo e a UBM 
utilizados no experimento. O sistema de aquisição da posição, controle do motor e aquisição da corrente é detalhado na Figura 
4 (b).  

 
B. Ciclo de Identificação 
Baseado em conhecimento a priori, o período de amostragem de 0,05 segundos foi escolhido e os sinais de entrada u(k) 
(corrente de entrada de motor de indução trifásico) e saída y(k) (posição de haste de bombeio mecânico) foram amostrados. 
Um total de 26000 amostras (푍 = {푢(1), 푦(1), … ,푢(26000), 푦(26000)}) de dados foram adquiridas (ver Figura 5 (a)), e  os 
dados foram então divididos em dados de estimação (푧푒 = {푢(1), 푦(1), … , 푢(16000),푦(16000)}) e dados de validação 
푧푣 = {푢(16001), 푦(16001), … ,푢(26000), 푦(26000)}. A fim de excitar a dinâmica do sistema e simular condições reais de 
operação, a frequência da unidade de bombeio foi variada de maneira aleatória e o nível do poço foi variado da condição de 
operação normal, até a condição de pancada de fluido3.  A análise da correlação cruzada [10] mostrou que os sinais são 
fortemente correlacionados, portanto faz sentido obter um modelo que relacione essas variáveis. Aplicando a transformada 
rápida de Fourier (FFT) [28] ao sinal de saída (y(k)) observou-se que a máxima frequência que este sinal pode alcançar é de 
0,15 Hz, e que ele não está corrompido com ruído de potência espectral relevante, como mostra Figura 5 (b). Aplicando a 
transformada rápida de Fourier (FFT) ao sinal de entrada (u(k)) observou-se que este sinal possui um espectro rico em 
harmônicos, bem como ruído branco de baixa potência adicionado (ver Figura 5 (c)). Portanto, a fim de adequar este sinal para 
a identificação de sistemas, uma vez que estes harmônicos e ruídos são desinteressantes para esta aplicação, um filtro elíptico 
digital passa baixa de primeira ordem [28], no caso 퐻(푧) = (0.084817 푧 +  0.084817)/(푧 −  0.83037) foi projetado.  Este 
mesmo filtro também foi aplicado ao sinal de saída y(k), a fim de manter as possíveis relações lineares. Desta forma, foram 
obtidos dados filtrados de estimação (chamados de zef) e validação (chamados de zvf).  

 
                                                        
2 No caso, inversor com controle vetorial de fluxo sem sensor (sensorless). O leitor pode referir-se a [24] para uma abordagem 
detalhada sobre este equipamento.  
3 A pancada de fluido ocorre quando o nível no anular é insuficiente para o enchimento completo da câmara de pistão (ver [2] 
pata mais detalhes). 

(b) 
(c) 

(a) 
(b) 

(c) 
Figura 5 – (a) Uma janela de tempo de 150 segundos do conjunto de dados de posição (saída (y)) e corrente (entrada (u)). 
    Espectro de amplitude de lado único do sinal de saída (b), e entrada (c). 

 Figura 4– Conjunto de experimentos. Poço de petróleo e unidade de bombeio (a), e sistema de aquisição de posição, e corrente (b). 
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5 Resultados  

Como era conhecido priori que o sistema em questão é fortemente não-linear, o modelo NARX baseado em wavelet 
networks foi escolhido para identificação do sistema. Três diferentes ordens de termos regressores foram sugeridas para e. Em 
seguida, estes modelos foram estimados, usando o conjunto de dados de estimação 푧푒푓, e avaliados pela análise erro médio 
quadrático (MSE). Como mostra a Tabela I, o resultado dado pelo MSE sugere que modelo NARX-2, construído com 17 
scalons (funções 휑) e 58 wavelons (funções 휓) (selecionados pelo critério da validação cruzada generalizada (GCV) dado em 
(3)) irá superar todos os demais modelos estimados na etapa de validação. Após simular a saída (푦(푘)) de NARX-1, NARX-2 
e NARX-3, injetando a sequência de entrada u(k) presente no conjunto de dados de validação zvf, e comparando com a saída 
filtrada também presente em zvf, constatou-se pela observação da equação do ajuste, que o modelo NARX-1 não possuía 
termos regressores suficientes para representar adequadamente a dinâmica do sistema. Também se observou que o modelo 
NARX-3 sofreu aumento da variância do erro de estimação, devido à grande quantidade de regressores utilizados. No entanto, 
o resultado obtido para o modelo NARX-2, 푦(푘) = 푓 푦(푘 − 1), 푦(푘 − 2), 푢(푘 − 1), 푢(푘 − 2) , superou todos os demais modelos 
estimados, com um ajuste de 91,35% (ver Figura 6 (a)). 

Para efeito de comparação, o mesmo sistema também foi identificado com o modelo linear ARX, dado pela seguinte forma: 
푦(k) + 푎 y k-1 + ⋯+ 푎 y k-푛푎 = 푏 u k -푛푘 + ⋯+ 푏 u k - 푛푘-푛푏+1 + 푒(푘). Onde os parâmetros foram estimados 
minimizando a função custo [10]. Este modelo corresponde ao caso particular do modelo não-linear ARX, quando 푓 é uma 
função linear. O resultado da simulação, para o modelo estimado com 푛푎 = 2, 푛푏 = 2 e 푛푘 = 1 (mesma ordem escolhida para 
estimação de NARX-2) são mostrados na Figura 6 (b). 

 
Tabela 1 – Resultado para a estimação dos parâmetros e ajuste. 

Modelo Regressores Nº de 
Wavelets 

MSE Ajuste 

(%) 

NARX-1 푥(푘) = [푦(푘 − 1), 푢(푘 − 1),푢(푘 − 2)] 114 47,29.10-02 -2,32 

NARX-2 푥(푘) = [푦(푘 − 1), 푦(푘 − 2), 푢(푘 − 1),푢(푘 − 2)]  75 0,41.10-02 91,35 

NARX-3 푥(푘) = [푦(푘 − 1), 푦(푘 − 2), 푦(푘 − 3), 푢(푘 − 1),푢(푘 − 2)] 54 1,30.10-02 81,15 

6 Conclusão 
Baseado no ciclo de identificação desenvolvido, este trabalho apresentou uma estimativa de um sistema da unidade de 
bombeio mecânico. A validade do modelo foi obtida pela comparação entre a saída simulada e a saída medida. Os resultados 
obtidos mostraram que o modelo NARX baseado em wavelet networks construído com 75 wavelets, superou os demais 
modelos estimados, mostrando-se suficiente para inferir a posição dinâmica da haste de bombeio mecânico, a partir da corrente 
de entrada de motor de indução trifásico, que é dada por inversor de frequência vetorial. Isto mostra que é possível vislumbrar 
a substituição do sensor de posição utilizado na unidade de bombeio mecânico, por um modelo caixa-preta não-linear, o qual 
pode ser incorporado em um sistema de microprocessado. 

 

(b) (a) 
Figura 6 – Comparação entre dados medidos (linha contínua) e dados simulados (linha tracejada) para o modelo, NARX-2 (a), e o 
modelo linear ARX (b). Uma janela de tempo de 50 segundos. 
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