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Abstract—The RBF network is commonly used for classifi-
cation and function approximation. The center and radius of
the activation function of neurons is an important parameter
to be found before the network training. This paper presents a
method based on computational geometry to find these coefficients
without any parameters provided by the user. Experimental
results showed that our approach is promising.

I. INTRODUCAO

Através de uma fun¢do ndo linear ¢(-), a rede neural Radial
Basis Function (RBF) realiza o mapeamento dos dados do
espago de entrada R™ para um espago de alta dimensionalidade
R™, tal que m >> n. De acordo com o teorema de Cover [1],
neste novo espaco, o problema pode ser separado linearmente
de forma mais simples. Este principio é compartilhado pelas
Support Vector Machines (SVM) [2] que utilizam kernels
previamente ajustados para a inducdo de um mapeamento nao
linear, seguido da estima¢do de um hiperplano de margem
maxima.

Em contraste com a rede Multilayer Perceptron (MLP),
que pode ser projetada com mais de uma camada escondida,
a rede RBF, geralmente, é formulada com apenas uma ca-
mada escondida, como mostra a Figura 1. O primeiro passo
para a construcdo da topologia da rede RBF € encontrar o
nimero de neurdnios da camada escondida que corresponde

ao numero de fungdes base ¢(-). Normalmente, ¢(-) € descrita
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portanto, necessdrio definir os valores do centrolci e do raio
o; para cada (i-ésimo) neurdnio oculto. Estudos propostos na
literatura para determinacio dos centros e, consequentemente,
do ndmero de neurbnios ocultos, sao baseados nos métodos
K-médias e suas variacdes [3]: Fuzzy C-means (FCM), redes
Self-Organizing Maps (SOM) [4] e winner-takes-all (WTA).
E importante ressaltar que, no uso dos métodos k-médias e
FCM, ¢ necessdrio definir pelo menos um parametro a priori:
o numero k de centros. Os raios o; das fungdes ¢(-), sdo
normalmente definidos de forma empirica ou com base nas
distancias euclidianas entre os centros. Outra forma de se
encontrar os parametros ¢; e o; € através do uso de cross-
validation [5].

como uma fungéo gaussiana p(x) = exp

Para superar as dificuldades na determinacdo dos
parametros, este artigo apresenta uma nova estratégia direcio-
nada a problemas de classificag¢@o. Os valores 6timos de c; e o;
sdo encontrados sem a necessidade de qualquer informacao a
priori. Usando ferramentas da Geometria Computacional [6], o

método proposto busca pelos padrdes pertencentes a margem
de separacdo das classes, de forma que estes exemplos sdo
assinalados como centros das fungdes base o(-) de uma rede
RBF. Além de ndo necessitar de pardmetros adicionais para a
obtencdo dos centros, nossa abordagem conta com as coorde-
nadas geométricas de cada exemplo da margem para encontrar
o respectivo o; de cada neur6nio. Um estudo experimental
preliminar com benchmarks conhecidos na literatura mostra
que o método proposto € promissor. Os resultados obtidos sao
comparados a uma SVM.

O restante do artigo encontra-se organizado da seguinte
forma. A Secdo II apresenta a formulagdo da rede neural RBF.
A Secao III descreve os conceitos tedricos que fundamentam
nossa abordagem. Na Secdo IV, nossa estratégia para projeto
de redes RBF ¢ apresentada. Na Secdo V, sdo descritos a
metodologia adotada na conducdo dos experimentos, bem
como os resultados obtidos com a aplicacdo do novo método.
Finalmente, a Se¢do VI traz as conclusdes.

Figura 1.

Topologia da Rede RBF.

II. REDE NEURAL RBF

Uma rede neural RBF (Radial Bases Function) é con-
siderada uma rede neural artificial que utiliza fungdes de
bases radiais como fungdes de ativacdo dos neurdnios da
camada escondida. Diferentemente da rede MLP que pode
ser construida com varias camadas intermediarias, a rede RBF
geralmente é formulada com somente uma camada escondida.
Formalmente, a rede RBF € construida utilizando somente trés
camadas como mostra a Figura 1. A primeira camada ¢é res-
ponsavel pela entrada dos padrdes na rede. A segunda, também
conhecida como camada escondida, realiza o mapeamento dos
padrdes de entrada para um espago de alta dimensionalidade,
utilizando fungdes de ativagdo de bases radiais ndo lineares.
E a terceira, a camada de saida, é responsédvel pela resposta



da rede apds os estimulos apresentados pelos padrdes de
entrada. De acordo com o teorema de Cover [1], o problema
de classificacdo inicialmente formulado no espaco de entrada,
que € posteriormente transformado em um espaco de alta
dimensao, torna-se mais fécil de ser separado linearmente.
Na formulagdo da rede RBEF, o problema de classificacdo é
transformado em um problema de aproximagdo de fungdo em
um espaco multi-dimensional. Neste novo espago, também
conhecido por espaco de caracteristicas, o objetivo passa ser
encontrar o modelo que gera a melhor aproximagdo dos dados
de treinamento [7].

Para realizar o mapeamento dos dados para o espago de
caracteristicas, a RBF faz uso de funcgdes bases diferente das
sigmoides utilizadas na rede MLP. Estas fungdes bases sdo
utilizadas como fungdes de ativagdo dos neurdnios da camada
intermedidria da rede (segunda camada), vide Figura 1. Dado
o conjunto de dados V' = {xj,yi|i = 1...N} onde x; = {x; €
R"i =1,2...N} e yi = {y; € R!|i = 1,2...N}. O problema
se traduz em minimizar a funcio
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c; € o centro da fungdo de ativagdo do neurdnio i, € o; € O
raio de abrangéncia da funcgdo.

Para encontrar os parametros o; € ¢;, utilizados na funcao
de ativag@o gaussiana mostrada na Equagdo (3), sdo utilizadas
heuristicas. Os métodos mais utilizados sdo: K-médias, FCM,
rede SOM e WTA. Na maioria das vezes, esses métodos
necessitam de mais pardmetros além do nimero de centros
ja definidos. Ap0Os encontrados estes pardmetros, o vetor de
pesos w que minimiza a Equacdo (1) é calculado através da
Equagao (4)
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e Ut éa pseudo-inversa linear Moore-Penrose [8] de W.

III. REFERENCIAL TEORICO
A. Diagrama de Voronoi

O Diagrama de Voronoi representa a decomposicdo de um
espago em regides de acordo com a distdncia entre deter-
minados pontos [9]. Dados dois pontos p,q € S, onde S
representa um conjunto de pontos em um plano, a bissetriz
B(p, q) corresponde a uma reta perpendicular que atravessa o
centro do segmento de reta pg; §(-) é o operador que fornece
a distancia euclidiana entre dois pontos (vetores). O diagrama
de Voronoi (Vor(S)) pode ser considerado como a divisdo
do plano em m poligonos convexos P [10], [6]. A Figura
2(a) ilustra um exemplo. Um poligono P(x;) é chamado
de poligono de Voronoi relativo a x; e é formado através
da interse¢do do conjunto das bissetrizes B(z;, P(z;)). Um
ponto p € S pertence a P(x;) se, e somente se, a seguinte
desigualdade for satisfeita,

B. Triangulacdo de Delaunay

No diagrama de Voronoi Vor(S), cada elemento v € S
estd associado a um poligono de Vor(S). O grafo dual de
Vor(S) tem por vértices os elementos de S e por arestas
os pares de elementos de S, cujos poligonos de Vor(S) sdo
vizinhos [11], [12]. Tal diagrama resultante é chamado de
Diagrama de Delaunay[10], [6], conforme ilustrado na Figura
2(b). A Triangulacdo de Delaunay (T'D) é uma subdivisdo de
um objeto geométrico em tridngulos. A T'D pode ser modelada
através de um grafo planar G),, composto por um conjunto de
vértices V' e um conjunto de arestas 2 ndo ordenadas, como
pode ser visto na Figura 2(c). Uma aresta (v;,v;) € G, €
definida se, e somente se, existir um circulo contendo o par
(vs,v;) e se todos os outros vértices de V' forem exteriores a
este circulo. Essa caracteristica € ilustrada na Figura 2(d).

(© (d

Figura 2. (a) Diagrama de Voronoi. (b) Grafo Dual do Diagrama de
Voronoi. (c) Triangulagdo de Delaunay resultante. (d) Par de pontos de Voronoi
que possuem uma aresta em comum representado em uma Triangulacido de
Delaunay.

C. Grafo de Gabriel

O grafo de Gabriel (G¢) é um subconjunto de pontos do
Diagrama de Voronoi e também um subgrafo da Triangulacdo



de Delaunay [13], ou seja, Gg C Tp C Vor. Segundo [6], o
Grafo de Gabriel G de um conjunto de pontos S, é um grafo
cujo conjunto de vértices V = S e seu conjunto de arestas E
deve obedecer a seguinte definicdo,

(vi,uj)EE<—>62(1zi,vj)§[62(vi,z)+62(vj 7z)] YV zeV,vi,v#z @)

o que implica que, para (v;,v;) constituir uma aresta de G¢,
ndo pode haver nenhum outro vértice dentro do circulo cujo o
didmetro € a distincia euclidiana entre v; e v;.

O KNN (K-Nearest Neighbors) é um método de
classificacdo cuja idéia principal € classificar um elemento no
espaco n-dimensional de acordo com a classe dominante de
seus K vizinhos mais préximos, obtidos no conjunto de treina-
mento. Um dos problemas encontrados no método é encontrar
o melhor valor para o pardmetro K. O Grafo de Gabriel e
o Diagrama de Voronoi também podem ser usados para esse
propésito, mas diferentemente do KNN, ndo necessitam do
parimetro K. Como mencionado na Secdo III-A, um ponto no
Diagrama de Voronoi representa um poligono convexo, cujas
fronteiras representam seus vizinhos mais préximos.

IV. METODOLOGIA PROPOSTA

A metodologia proposta nesse artigo busca pelas amostras
encontradas na margem de separagdo entre as classes. Seu
algoritmo pode ser formulado de acordo com os seguintes
passos:

1) Obtém-se o Grafo de Gabriel (G) com o conjunto
de vértices sendo formado por todos os padrdes de
entrada, i.e., V = {x; |[i=1...N}, e o conjunto
de arestas E' satisfazendo a condig@o estabelecida na
Equacdo (7). Veja exemplo na Figura 3(a).

2)  Este passo do algoritmo € responsdvel por detectar
e remover o ruido dos dados. Para todo x; € V,
analisa-se o subgrafo induzido pelo vértice x;, ou
seja, o subgrafo formado pelas arestas que possuem
x; como uma das extremidades. Se a maioria dos
vizinhos (vértices adjacentes de x;) possui rétulo
diferente de y;, entdo x; é considerado como ruido
e eliminado de V. Esse passo deve ser repetido até
que ndo haja mais exclusdao. A Figura 3(b) ilustra
o conjunto de dados apds a eliminagdo dos dados
ruidosos.

3) A borda B, das classes € encontrada da seguinte
forma: seja x; € V e, Vx; € V com j # i, caso
a aresta (x;,x;) for formada por vértices de classes
distintas (com rétulos diferentes), entdo ela € incluida
no conjunto B,., conforme ilustrado pela Figura 3(c).

4)  Neste passo sdo calculados os pontos médios entre
os exemplos que compdem as bordas das classes.
Para cada aresta (x;, xj) pertencente ao conjunto B,,
calcula-se o ponto médio entre os vértices x; € x; de
acordo com a seguinte expressao,

Xij =y p(xi(t),x;(t)) ®)

onde n € numero de atributos (caracteristicas) dos
padrdes de entrada e p(-) é o operador que calcula
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Figura 3. (a) Conjunto de padrdes de entrada modelado com o Grafo de
Gabriel. (b) Conjunto resultante ap6s a eliminacdo dos dados ruidosos. (c)
Detec¢do da borda das classes.



a média para o t-€simo atributo. Ap6s o célculo dos
pontos médios para todas as arestas de B,., obtém-se
um conjunto de ponto médios (P,y) relativo as bordas
das classes, conforme ilustrado pela Figura 4.

5) Dado o conjunto de dados V' (conjunto resultante do
passo 2), as Equagdes (9) e (10) a seguir fornecem os
dados de entrada e saida para o treinamento da rede

RBF,
X=[VUPyl,VNPy=10 ©)]
-1 sexjeVey;=-1
Y = 1 sexjeVey;=1 (10)

0 sex; € Py

onde X ¢é o conjunto de todos os exemplos de V,
acrescido do conjunto Pp; encontrado no passo 4.
Por sua vez, Y € o conjunto de rétulos, onde y; € Y,
yi = 0 se x; € X for um ponto médio.
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Figura 4. Pontos médios relativo as bordas das classes.

6) Cada elemento do conjunto B, é utilizado como
centro da fung@o de ativacdo dos neurdnios da rede
RBF, ou seja, cada exemplo que compde a borda é
um centro ¢; € B, para funcio de ativagdo ¢; de um
neurdnio da rede. O nimero de exemplos no conjunto
B, ¢é igual ao nimero m de neurdnios da camada
escondida da rede RBF.

7) O raio o; do i-ésimo neurdnio da rede é encontrado
através da distincia entre o centro ¢; e o ponto médio
j mais proximo, onde j € Pp;. A equagdo (11)
mostra como € encontrado o o; de cada neurdnio

o; = 2(mind(c;, Prp(4))), Vi€ Py (11

onde §(.) é o operador que calcula a distincia eu-
clidiana entre os dois pontos. A Figura 5 mostra os
respectivos centros c; e raios o; de cada neurdnio,
onde (d; = 0;), e j é o ponto médio mais préximo
de ¢; para o problema mostrado na Figura 3(a). A
Figura 6 mostra o resultado do método aplicado ao
toy problem das duas luas.

V. RESULTADOS

A maioria das bases de dados foi obtida através do re-
positério publico UCI benchmark repository [14]. A base de
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Figura 5. Centros e raios das func¢des de ativagdo dos neur6nios da camada
intermedidria.
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Figura 6. Metodologia proposta aplicada ao toy problem das duas luas.

dados Appendicitis data set foi retirada do sitio Keel Data
Set Repository. Estas bases de dados sdo referenciadas em
inimeros trabalhos na literatura, o que as torna um Gtimo
benchmark para este trabalho. Todas as bases utilizadas no
trabalho sdo bindrias, sdo elas: Stalog Australian Credit (acr),
Bupa liver disorders (bld), The Statlog Heart Disease (hea),
The Johns Hopkins University ionosphere (ion), The Pima
Indians Diabetes (pid), The Wisonsin Breast cancer (wbc)
e Appendicitis data set (adc). Todas as bases foram pré-
processadas. Os exemplos contendo atributos faltantes foram
retirados e o restante dos dados foram normalizados com
média T; = 0 e desvio padrdo igual a 1. A Tabela I mostra
as caracteristicas das bases de dados, onde o ndmero de
atributos categdricos e numéricos sdo denotados por M,um
€ Meqt respectivamente, e N é o nimero total de exemplos.
Nossa metodologia foi confrontada com o classificador Sup-
port Vector Machine (SVM). A implementacdo utilizada do
método SVM foi a LIBSVM [15].

Fazendo uso da LIBSVM, o objetivo € minimizar a
Equacdo (12) abaixo
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onde

I(xi,%5) = exp(—[|xi — x3]), v>0 (13)

Para encontrar os coeficientes v e A, foi utilizado o método
10-fold cross-validation e um grid de busca. O objetivo desta
metodologia é encontrar o par (y,A) que resulta na maior
acurdcia do método cross-validation. No experimento reali-
zado, os pardmetros foram variados da seguinte forma

y={27,27(n=2 915 =5
A={27" 272 92} =15

Em contrapartida, para a rede RBF, os centros c¢; e o
raio o; da funcdo de ativagdo do ¢-ésimo neurdnio ; foram
encontrados através da metodologia proposta neste trabalho.

A Tabela II apresenta os resultados da nossa proposta (GC-
RBF) e da SVM. Para cada base de dados foram realizadas
10 repeti¢Oes, sempre aleatorizando os dados. Sao mostrados
a média da acurécia e o desvio padrio respectivamente.

Tabela 1. CARACTERISTICA DAS BASES DE DADOS

Base | npum Necat n N

acr 6 8 14 690
bld 6 0 6 345
hea 7 6 13 270
ion 33 0 33 351
pid 8 0 8 768
snr 60 0 60 208
wbc 9 0 9 683
adc 7 0 7 106

Tabela II. RESULTADOS: MEDIA DA ACURACIA E DESVIO PADRAO.

Base | CG-RBF SVM

acr | 0.8586 (0.0214) _ 0.8551 (0.0094)
bld | 0.6672 (0.0334)  0.6920 (0.0166)
hea | 0.8280 (0.0259)  0.8427 (0.0295)
ion | 0.9270 (0.0206)  0.9270 (0.0236)
pid | 0.7494 (0.0196)  0.7545 (0.0161)
st | 0.7588 (0.0629)  0.8485 (0.0326)
whe | 0.9627 (0.0084)  0.9680 (0.0104)
adc | 0.6058 (0.0566)  0.6044 (0.0477)

Para comparar os resultados, foi utilizado o teste estatistico
Wilcoxon signed rank test [16]. Este teste € bastante utilizado
na literatura para comparar dois classificadores de acordo
com o trabalho de [17] com mais de 1530 citagdes segundo
o Google Scholar. O teste de Wilcoxon é considerado um
método nado-paramétrico para comparacdo de duas amostras
ndo pareadas.

As hipdteses para o teste estatistico foram formuladas como
se segue:

e  Hj: Os dois classificadores sdo iguais. (HipStese nula)

e  Hj: Os classificadores sdo diferentes. (Hipétese alter-
nativa)

Aplicando o teste Wilcoxon signed rank test, obteve-se o p-
value igual a 0.078125. Como o p-value € maior que o nivel de
significancia de 0.05. Conclui-se com um nivel de significancia
de 5% que a hipétese nula Hy ndo deve ser rejeitada, ou
seja, para classificar as bases de dados descritas na Tabela
I, o classificador CG-RBF mostrou-se equivalente a SVM.

VI. CONCLUSAO

Este trabalho apresentou resultados preliminares de uma
nova abordagem para construir redes neurais RBF. Classifi-
cadores baseados em SVMs (Support Vectors Machines) e
redes de regularizagdo sdo normalmente projetados utilizando
métodos exaustivos e cross-validation para obtengdo de seus
pardmetros “6timos”, exigindo muito tempo e experiéncia
do usudrio. O método proposto neste artigo, por sua vez,
ndo € sensivel a pardmetros, tal que todos os parametros
necessdrios para o projeto do classificador sdo obtidos ge-
ometricamente e diretamente da base de dados, sem a ne-
cessidade de informagdo a priori. No caso particular deste
trabalho, partimos do principio de que os parametros “6timos”
encontram-se na margem de separagdo das classes e vetores de
entrada gerados a partir deles trazem informagao valiosa para
o problema. Resultados com benchmarks multivariados mos-
traram que nossa abordagem foi equivalente ao classificador
SVM dentro do dominio experimental deste trabalho, sem a
a utilizacdo de nenhum método para selecionar pardmetros ou
de ajustes conduzidos pelo usudrio. Futuramente, pretende-se
aplicar a metodologia em mais bases de dados e estendé-la
para problemas de regressao.
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