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Abstract

This work describes a series of improvements on
Dallaway’s neura network-based model for multiple
column arithmetics. Both the original model and the
improvements herein reported are firmly rooted in data
collected in studies on how children are actually taught
and learn arithmetics. Several changes in the training
data, the training regime and the actions that control
the execution of the arithmetic operations — which are
the neura network’s outputs — were carried on. This
way a more adequate model was developed, in terms of
the generalization ahility of the network that underlies
the model, the correction of the results produced and,
most important, the cognitive plausibility of the errors
generated by the model.

1. Introducéao

A cogni¢ao humanatem sido investigada ha mais de
2000 anos, mas apenas nhos iltimos 100 anos pode-se
dizer queela tem sido estudada cientificamente. O
conhecimento dos processos cognitivaes humanos
aumentou dggnificativamente nos qltimos 45 anos
devido, em pate, ao avan¢o tecnolégico dos
computadores  digitais. Dentre esses  processos
cognitivos, a aritmética tem sido modelada utilizando-
Se técnicas computacionais como sistemas de producao
eredesneuraisartificiais [1].

As redes neurais, em parte por serem modelos
computacionais inspirados no sistema nervoso central
humano, apresentam caracteristicas préximas as
encontradas em processos cognitivos humanaos (por
exemplo: aprendem pela experiéncia, generdizam a
patir de e xemplos e abstraem concetos),
caracteristicas estas que nao sao exibidas por um
sistema de producao. Essas caracteristicas demonstram
areevanciado uso de redes neurais na modelagem dos
processos cognitivas humanos [9]. No entanto, essa
tarefa ndo é smples. Em se tratando da modelagem
aritmética de miiltiplas colunas, essa tarefa &
particularmente complexa[4, 5, 6,9,13]. Isto porque:

e A aitmética de miltiplas colunas envove
processamento segiiencial. Assim, para que uma rede
neural modele este tipo de processamento é necessirio
gue arede sgja capaz de processar segiiéncias.
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» Além da necessidade de processar sagiiéncias, a
rede neurad também deve aprender a regra implicita
contidaem uma operacao aritmética de miltiplas
colunas, uma vez que é impossivel (e seria mesmo
indesgdvel) treinar a rede para todos os de casos
possiveis que uma operacao aritmética de miltiplas
colunas possa gerar.

As longas multiplicacées raramente sao efetuadas
mentamente pedo homem; a grande maioria utiliza
uma representacao externa no papel. A multiplicacao
de miltiplas colunas, sobretudo, é feita utilizando-se
uma representacao  externa, onde levase e m
consideracao a forma com que dispomos algarismos e
simbolos no papd e acapacidade de nosso olhos se
moverem e focarem nossa atencao em diferentes dreas
do papel [11]. Aprender a multiplicagao de mdltiplas
colunas é essenciadmente a prender ac ontrolar a
execugao dessas acoes apropriadas na  segiiéncia
correta.

O modedlo de Dallaway usa redes neurais artificiais
para modelar as acoes visuais e mentais que o
redizadas ao se efetuar uma operacao aritmética de
miiltiplas colunas no papel. No presente trabalho, nés
modelamos o comportamento humano na execucao da
aritmética de multiplas colunas (especificamente a
adicao ea multiplicacao), a partir do moddo de
Dallaway. A abordagem propostaaqui sana algumas
das deficiéncias apresentadas pelo modelo de
Dallaway. Além disso transportamos paraa rede
técnicas pedagaégicas utilizadas para ensinar aritmética
a crianga brasileira[2], visando aproximar ainda mais o
comportamento da rede do comportamento humano.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira. A
arquitetura do modelo de Dallaway ests descrita na
préxima secao. Na secdo 3 €10 descritas algumas das
simulagoes utilizando a nova abordagem, e a segao 4
traz a conclusao.

2. Modelo Basico

O presente trabalho utiliza como base 0 modelo de
Dallaway [5]. Neste modelo, a representagdo de um
problema de aritmética é feita por meio de uma grade,
onde a rede utiliza um foco de atengao para atender as
dreas particulares do problema (ler ou escrever um
digito) ao longo da grade. Além do Foco de Atencao
(FA), si0 usados trés registradores externos que



indicam o progresso da rede através do p roblema:
Registrador Superior (RS), Registrador Inferior (RI) e
Registrador da Resposta (RR). H4a um outro
registrador, chamado Registro do Foco de Atencao
(RFA), cuja célula pode ser armazenada e usadaem
cilculos. Quando a operacao de multiplicagao o u
adicao é chamada, o cilculo usaa célula em foco (FA)
e a dltima célula armazenada no RFA, colocando o
resultado em um acumulador (ACM).

- H4 um conjunto de vinte e quatro acoes (operacoes)
de saida que podem ser executadas tanto na
multiplicagdo como naadi¢ao, como por exemplo:
adicionar valor do FA ao acumulador (AFA); calcular
Produto (CPR); escrever unidades (EUN); fim da
operacao (FTO); marcar digito vai-um (MVU) entre
outras. Para cada operacao hd uma unidade de saida
associada a rede. A rede nao efetuaas operacoes
(ac6es) necessirias para que a operacao aritmética sgja
redizada, mas age c omo um controlador dessas
operacoes. Estas acoes dirigem mecanismos externos
paraatuadizar o problema de virias formas, como
escrever um nimero ou calcular produto.

A figura 1 traz um exemplo da representacao e da
dindmica de procedimentos para o problema 2x3, e a
tabela 1 traz o conjunto de ac6es respectivo.

2 «—RS FA RFA
|3 FA=RI |3
<«—Rl FA:=RS|[ACM
FA=RR|| &
6« RR

Fig. 1. Exemplo darepresentagao do problema 2x3.

Tabela 1. Conjunto de acoes de saida do problema 2x3

arios

Os regigtradores se posicionam e 0 nimero 3 é

¢do, isto ¢, FA apontard

nimero que o Rl est4 apontando
O numero 3 é colocado no RFA
Move o FA paraaposi¢io indicada por RS
Multiplica os digitos que estao no RFA com os que
30 no FA e coloque arespostano ACM

Move o FA paraaposi¢io indicadapor RR
Escreve arespostado ACM na posicio indicada
por FA
Terminou a operacio.

Ac¢oes
IMU

ARM
PRS
CPR

PPR
EUN

FTO

A arquitetura do modelo (Figura 2) consiste de uma
rede recorrente de trés camadas (com 9, 35 e 24
neurdnios nas camadas de entrada, escondida e de
saida, respectivamente), treinadac om o algoritmo
BPTT (backpropagation through time). A camada
escondida é copiada para a camada de contexto (com
35 neurdnios), ac ada passo, agindo como uma
memdria do estado anterior.

Os dados de entrada da rede (Figura 3) sio
representados por um vetor de 9 hits; atarefa dos bits é
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somente de e stabelecer o inicio do p rocessamento;
indicando o que a célula corrente contém, que pode ser:
um digito, um espaco em branco ou um trago.

“Escrevao Numero”

Pt

“Préxima Coluna’

“Multiplica’

Dezenas Unidades

Camada Escondida

Copia

Camada de Entrada Camada de Contexto

Fig. 2. Arquiteturado modelo / Fonte: Dallaway [5]

O conjunto de treinamento contém apenas um inico
problema de cada ingancia dos problemas aritméticos,
devido a todos produzirem exatamente a mesma
saqiiéncia de vetores de saida. Esses problemas foram
escolhidos e organizados de acordo com o grau de
dificuldade encontrado em li vros escolares (vide
Tabela 2).

E aCéulamaisa
Esauerda Superior?

EaCéula
maisa

E necessirio Eum

digito ' Vai-
4
o [iToToTolrT:To ]

Multiplicagao?

Adiga0?

EumDidito? FaCelulamaisa
Esquerda Inferior?

Espaco em
Branco?

Fig. 3. Representacio dos dados de entrada [5]

Tabela 2. Problemas utilizados paratreinar arede

1. 1+1 8: 101+109 | 15: 12x5 | 22: 12x50
2:1+1+1 9: 101+99 16: 12x9 | 23: 12x55
3:11+11 10: 101+899 |[17: 1x11 | 24: 12x59
4:11+1 11: 1x1 18: 11x11 | 25: 12x90
5: 149 12: 2x5 19: 1x111 | 26: 12x95
6: 1+19 13: 11x1 20: 12x15 | 27: 12x99
7. 100+100 | 14: 111x1 21: 12x19 | 28: 111x11

Adaptada de Dallaway [5]

O treinamento da rede é feito incrementalmente:
treina-se arede para o 1° problema e apss ser treinada
acrescenta-se 0 2° problemaao 1° e treina-se a rede
paraesse novo conjunto de treinamento (1° + 2°
problema); esse processo se repete até que todos os
problemas de treinamento sgjam incorporados ao
conjunto de trenamento inicial. Treina-se a rede até
gue uma das seguintes condi¢oes seja satisfeita:

a) max [y - d|<0,2 ondey, é asaidaobtidaed a
saida desgjada darede

b) sio atingidas 60.000 épocas de treinamento.
Neste c aso, é introduzido um novo conjunto de
treinamento e o aprendizado continua.

E feita uma andlise dos erros cometidos pela rede
(nos testes de generalizacao). Os erros estao divididos
em dois grupos:. erros observados e nao observados. Os
Erros Observados (EO) sao aqueles erros que foram
encontrados na literatura. Ji os Erros Néo-Observados



(ENO) sio agueles eros que nao sao diagnosticados
em humanos, isto é, nao sao encontrados na literatura.
Os erros nao observados estao subdivididos em Erro de
Mdquina (EM), que uma crianga jamais cometeria e
Erro Plausivd (EP), erro que nao foi catalogado, mas
gue uma crianga poderia cometer.

3. Nova Abordagem

Consideramos como comportamento semelhante ao
do homem a soma da fregiiéncia de generalizacoes
corretas mais a de EO que foram catalogados por:
Buswell, Cox, Ainsworth e Attisha, e foram li stados
em Dallaway [5].

Buswel testou 263 criancas do terceiro ao sexto ano
do ensino fundamental; Cox testou 564 criangas do
segundo a0 sexto ano do ensino fundamentd;
Ainsworth trabalhou apenas com a multiplicacao,
testando 76 criangas que foram divididas em dois
grupos: um de 8 a9 anos e o0 outro com criangas de 10
a 11 anos; Attisha nao diz a fregiiéncia da ocorréncia
de cada erro, embora liste um grande nimero de erros
[5].

O desempenho do modelo de Dalaway para
aritmética de miiltiplas colunas é considerado baixo,
pois a rede ocasiona muitos erros quando testada em
problemas nao vistos anteriormente, sendo que em
51,43% dos casos 0 comportamento é semelhante ao
do homem (14,29% de generalizacoes corretas +
37,14% de EO) e que em 48,59% do comportamento é
de miquina [5]. Quanto ao comportamento global do
modelo, ele também é considerado baixo, pois a rede,
apoés ser treinada em todos os problemas do conjunto
de treinamento, nao consegue generadizar problemas
com quatro d igitos no multiplicando em nenhum
momento, aém de nao efetuar corretamente problemas
cujo multiplicador tenha trés ou mais digitos.

Tendo como meta reproduzir o mais fielmente
possivel o comportamento humano na resolugao de um
problema aritmético, foram feitas virias alteracdes no
modelo de Dalaway (descritas nos préximos
paragrafos). Além disso, foram usadas técnicas
pedagégicas do ensino aritmético no treinamento da
rede [6].

Sendo o treinamento incremental, ao passar de um
problema de treinamento para outro, todos os pesos de
todas as camadas ficam ativos e a rede inicia seu
treinamento utilizando esses pesos. Contudo, cada
problema do conjunto de treinamento, ao ser executado
separadamente, recebe o valor zero dos nés da camada
de contexto. Sendo assim, arede se perde na execucao
do problema (pois ela é treinada de uma forma e
executada de outra). Para resolver esse problema, a
camada de contexto é zerada sempre que um novo
problema for incorporado ao treinamento da rede, em
todos os experimentos redizados.

Foram estabelecidos padrées para gerar as acoes de
saida de cada problema do conjunto de treinamento.
Além disso, a generalizacao darede foi testada para os
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trés problemas consecutivos (da mesma operacao) de
cada problema do conjunto de treinamento.

No p rimeiro experimento redizado, a rede foi
treinada utilizando uma taxa de aprendizado de 0,01
para os problemas de 1 a 24 e uma taxa de 0,001 para
0s problemas restantes. A rede generdizou 13 dos 72
problemas. O comportamento da rede é bom, pois em
84,73% dos casos 0 comportamento é semelhante ao
do homem (em Dallaway o valor é de 51,43%) e em
15,28% é de maquina.

A patir do comportamento do modeo, foi
observado que, por haver dois padroes distintos paraa
ocorréncia de um digito vai-um (um para problemas de
uma coluna como 1+9 e 2x5 e um outro padrao para
problemas de duas ou mais colunas como 1+19, 12x5,
12x19 e outros) e na leitura das células, a rede se
perdia e cometia erros. Pararesolver esse problema, foi
adotado um tnico padrao tanto na ocorréncia de um
digito vai-um (independentemente do numero de
colunas do problema que originou o digito vai-um)
como para leitura da célula (independentemente dela
conter um digito ou ser uma célula em branco).

Além disso, analisando livros escolares e as
propostas de Atividades Matemdticas [2], foi
verificado que as criancas aprendem a somar 11+1,
12+1, 13+1 eetc., antes de somar problemas como
11+11. Desta forma, foi aterado a ordem dos
problemas 3 e 4 (ver Tabela 1). Comt odas essas
mudancas, o comportamento da rede melhorou
sensivelmente, de tad m anera que 29 d entre 73
problemas foram generalizados. Além disso, o
comportamento do modelo é semelhante ao do homem
em 80,83% dos casos (39,73% correto + 41,1% EO) e
de miquina em 19,18%. Embora o comportamento do
moddo em relacao ao comportamento humano tenha
diminuido em aproximadamente 4%, houve um grande
aumento (21,67%) em relacao ao niimero de problemas
que arede generalizou corretamente.

E ssbido que quaquer multiplicacio de dois
nimeros naturais pode ser transformada em uma soma.
Entretanto, dependendo do multiplicador, o nimero de
fatores desta soma pode ser elevado. Por exemplo, a
multiplicagao de 456x115 é equivalente a uma soma
contendo 115 fatores iguais a 456. Embora factivel,
este processo nao é nada pratico. Um outro algoritmo,
ou técnica operatéria, transforma a multiplicacao em
uma soma contendo um nimero de fatores igual ao
nimero de digitos do multiplicador. Para o exemplo
acima temos: 456 x 115 = 2280 + 4560 + 45600 =
52440 [2]. E observado que este algoritmo pode ser
subdividido em duas etapas: geracao dos fatores para a
adicao ea adicao desses fatores. Esta segunda etapa
(adigao dos fatores) coincide com a adicao como
operacao isolada. Isto demonstra que, no processo da
multiplicacao, a dnica etapa que redmente necessita
ser gprendida é a geracao dos fatores, pois aadi¢ao foi
ensinada a nteriormente. Portanto, a rede necessita
aprender que, quando os fatores ja foram gerados, ea
nao mais necessita das informacoes a respeito da
geracao dos fatores e para nao p ropagar €ssas
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informacdes adiante, causando erros na adi¢ao, é
necessirio zerar a camada de contexto sempre que for
s&r iniciadaa adi¢ao das parcelas do produto. Depois
dessa alteracao, a rede generalizou 30 problemas no
total de 73 e o nimero de eros nao observados baixou
de 19,18% para 12,33%. O comportamento da rede é
semelhante a0 do homem em 87,68% dos casos
(41,1% correto + 46,58% EO) e de miquinaem
12,33%.

A0 se zerar a camada de contexto no inicio de uma
soma decorrente de uma multiplicagao, cada conjunto
de treinamento da multiplicacao (cujo multiplicador
tem duas ou mais colunas) foi transformado em dois
problemas de treinamento agrupados, um de
multiplicacao e outro da adi¢do envolvida. Sea rede
for adequadamente treinada na a di¢do, nao ha
necessdade de se repetir este treinamento nas
multiplicacoes. Desta forma, foram retiradas as acoes
referentes as somas dos problemas de treinamento das
multiplicacoes e o resultado foi que a rede generdizou
30 problemas no total de 73 (como no experimento
anterior) e afreqiiéncia dos erros de maquina baixou de
12,33% para 1,37%. O comportamento da rede é
semel hante ao do homem em 97,26% dos casos (41,1%
correto e 56,16% EO) e de maquina 2,74%.

Embora a retirada das acoes referentes as adigoes
dos problemas de multiplicacao nao tenha trazido
nenhum preuizo paraa redee m relagago ao
aprendizado e a generdizacio, arede erra as somas das
parcdas do produto (no teste de generaizacao) de
varios problemas, 0 que nos sugere que 0 nimero de
problemas de treinamento da adi¢ao nao é suficiente
para que a rede aprenda e redize uma multiplicacao
qualquer. Além disso, na generdlizacao de alguns
problemas, arede se perde ao passar o trago no final de
uma multiplicagao, somando incorretamente as
parcdas do produto.

Uma crianga observando atentamente as parcdas do
produto, sabe qual é o ultimo digito a ser adicionado.
No caso darede, esta informagiao é passada pelo traco
da multiplicagao e quando ele nao cobre todas as
colunas da parcda do produto, a rede erraa soma
dessas parcdas, pois finaliza a operagao de acordo com
a informagao contida no traco. Para resolver este
problema, foi feita uma modificacao naformaem que a
rede passa o traco depois de uma multiplicacao, para
garantir que todas as colunas contendo digitos sejam
cobertas pelo traco. Com essa modificagao a rede
generalizou p ela primeira vez o problema 111x11,
perfazendo um total de 31 problemas e os eros
cometidos nos testes de generalizacées nao sio de
maquina - 0 que por s sé é um bom resultado. Além
disso, 98,63% dos casos (42,47% correto e 56,16%
EO) do comportamento da rede é semelhante ao do
homem e 1,37% é de maquina (especificamente EP).

Como foi visto no experimento anterior que os
problemas de adi¢ao do conjunto de treinamento nao
eram suficientes para delinear cada instincia de
problemas aritméticos. Por estarazao, inserimos novos
problemas ao conjunto de treinamento (Tabela 3).
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Tabela 3. Novo conjunto de treinamento

1:1+1 14:999+9999+9999 | 27: 12x15
2:1+1+1 15: 1x1 28: 12x19
3:11+1 16: 2x5 29: 12x50
4:11+11 17:11x1 30: 12x55
5:1+9 18: 111x1 31: 12x59
6: 19+1 19: 12x5 32: 12x90
7: 100+1 20: 12x9 33: 12x95
8: 101+109 21: 1x11 34: 12x99
9: 101+99 22: 11x11 35: 99x99
10: 101+899 23:111x11 36: 199x99
11: 9999+1 24: 1x111 37: 99x999
12: 9999+9999 | 25: 11x111 38: 199x999
13: 1+10+100 26:111x111

Com a insergdo desses novos problemas, a rede
generalizou 54 problemas dentre os 119 problemas
testess. O nimero de problemas generalizados
corretamente (45,38%) é o maior aé aqui. Essa
melhora nao é apenas em relagao aos problemas
generalizados (a rede generaliza problemas com mais
de quatro digitos no multiplicando), mas também em
relacao ao tipo de erro cometido pelarede. No primeiro
experimento a taxa de erros de maquina é de 12,5%,
enquanto que agora essa taxa é de 6,72%. Em suma,
todas as mudancas efetuadas até sechegar a esse
experimento colaboraram tanto para que a rede tivesse
un m ehor desempenho (do ponto de vista
computaciona) como também para que seu
comportamento fosse mais préximo ao do homem.

Apesar de todas as modificagoes até aqui, em
nenhum m omento a rede ¢ onsegue generdizar
problemas cujo multiplicador tenha quatro ou mais
digitos. Através dos diversos testes feitos chegou-se a
conclusiao que, para resolver este problema, tem-se as
seguintes opgoes:

1) E necessirio que a rede sga treinada neste tipo
de problema: paraisso basta acrescentar ao conjunto de
treinamento problemas com o nimero de digitos no
multiplicador que se queira que ela execute. No
entanto, dependendo do problema que se queira que a
rede generalize, o conjunto de treinamento pode ficar
muito grande;

2) A rede precisaaprender a regra intrinseca aos
zeros que sao colocados na linha de resposta, de acordo
com o multiplicador: baseando no modelo humano,
essa 0pcao é a mais indicada. No entanto, apesar de
diversos testes, nao chegou-se a bons resultados.

3) Utilizar um artificio computacional que indique a
rede quantos zeros e em quais linhas de resposta eles
devem ser colocados: essa opgao resolve o problema,
mas sem considerar as questdes cognitivas.

4. Conclusao

A Utilizagao de técnicas pedagégicas do ensino da
aritmética na modelagem da aritmética por redes
neurais aproximaram sensivelmente o comportamento
do modelo do comportamento humano. Com efeito, na
maioria dos testes redizados a rede acertou aonde o



homem geralmente acerta e erou também, aonde o
homem geralmente erra. Isto nos leva acrer que as
redes neurais podem ser utilizadas nao apenas para
moddlar processos cognitivos humanos, mas que
podem ser utilizadas como plataformas para testar
novas técnicas pedagdgi cas do ensino matemti co.

Na tentativa de se modelar o comportamento
humano na resolugao de problemas aritméticos, varios
experimentos foram redizados e, através deles, foi
observado que virios sao os fatores que contribuem
para que uma rede neural artificial possa modelar a
aritmética de miiltiplas colunas, tal qual efetuada pelo
homem:

- A adocao dos padroes de operagoes utilizados para
gerar os problemas de treinamento pode interferir no
desempenho darede;

- E importante que o conjunto de treinamento utilizado
instancie corretamente os problemas aritméticos;

- A ordem dos problemas do conjunto de treinamento
interfere na generalizacao e comportamento darede;

- A dnicaetapa que realmente necessita ser aprendida
namultiplicacao é a geracao dos fatores;

- A forma de se passar o tragco da multiplicacao é
importante para que arede generalize corretamente;

- Em termos cognitivos, é dificil que a rede generalize
problemas com mais de 3 digitos no multiplicador.

Condderando que o comportamento do modelo em

84,03% dos casos (no pior resultado) é semelhante ao
do homem, podemos concordar com o que diz
Anderson [1], no intuito que outros conceitos
matematicos s ggam m odelados, utilizando o escopo
deste trabalho:
“...embora as arquiteturas das redes sejam diferentes,
todas elas apresentaram fregiientes erros e estes erros
ndo foram aleatdrios — os erros foram préximos aos
erros ocasonados pelos humanos. Além disso, cada
um dos modelos mostrou razodveis adequacées a
vdrias descobertas experimentais bem estabelecidas
para a aritmética, o que indica que o paradigma de
redes neurais ¢ apropriado para a modelagem da
recuperagdo dosfatos aritmgticos’ (p. 570).
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