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Abstract

     This work d escribes a series of improvements on
Dallaway´s neural network-based model for multiple
column arithmetics. Both the original model and the
improvements herein reported are firmly rooted in data
collected in studies on how children are actually taught
and learn arithmetics.  Several changes in the training
data, the training regime and the actions that control
the execution of the arithmetic operations – which are
the neural network´s outputs – were carried on. This
way a more adequate model was developed, in terms of
the generalization ability of the network that underlies
the model, the correction of the results produced and,
most important,  the cognitive plausibility of the errors
generated by the model.

1. Introdu

     A cogni o humana tem sido investigada h mais de
2000 anos, mas apenas nos ltimos 100 anos pode-se
dizer que e la tem sido estudada c ientificamente. O
conhecimento dos processos cognitivos humanos
aumentou significativamente nos ltimos 45 anos
devido, em parte, ao avan o tecnol gico dos
computadores digitais.  Dentre  esses  processos
cognitivos, a aritm tica tem sido modelada utilizando-
se t nicas computacionais como sistemas de produ o
e redes neurais artificiais [1].
     As redes neurais, em parte por serem modelos
computacionais inspirados no sistema nervoso central
humano, apresentam caracter sticas pr ximas s
encontradas em processos cognitivos humanos (por
exemplo: aprendem pela experi ncia, generalizam a
partir  de  e xemplos  e  abstraem conceitos),
caracter sticas estas que n o s o exibidas por um
sistema de produ o. Essas caracter sticas demonstram
a relev ncia do uso de redes neurais na modelagem dos
processos cognitivos humanos [9]. No entanto, essa
tarefa n o simples. Em se tratando d a modelagem
aritm tica de m ltiplas colunas, essa tarefa 
particularmente complexa [4, 5, 6,9,13]. Isto porque:
     • A  aritm tica  d e  m ltiplas  colunas  envolve
processamento se encial. Assim, para que uma rede
neural modele este tipo de processamento necess rio
que a rede seja capaz de processar se ncias.

     • Al m da necessidade de processar se ncias, a
rede neural t amb m deve aprender a regra impl cita
contida e m uma opera o aritm tica de m ltiplas
colunas, uma vez qu imposs vel (e seria mesmo
indesej vel) treinar a rede para  todos os de c asos
poss veis que uma opera o aritm tica de m ltiplas
colunas possa gerar.
     As longas multiplica es raramente s o efetuadas
mentalmente pelo homem; a grande maioria utiliza
uma representa o externa no papel. A multiplica o
de m ltiplas colunas, sobretudo, feita utilizando-se
uma representa o externa,  onde leva-se e m
considera o a forma com que dispomos algarismos e
s bolos no papel e a c apacidade de nosso o lhos s e
moverem e focarem nossa aten o em diferentes reas
do papel [11]. Aprender a multiplica o de m ltiplas
colunas ssencialmente a prender a c ontrolar a
execu o dessas a es apropriadas na se ncia
correta.
     O modelo de Dallaway usa redes neurais artificiais
para modelar as a es visuais e mentais que s o
realizadas ao se e fetuar uma opera o aritm tica de
m ltiplas colunas no papel. No presente trabalho, n s
modelamos o comportamento humano na execu o da
aritm tica de m ltiplas colunas (especificamente a
adi o e a  multiplica o), a partir do modelo de
Dallaway. A abordagem proposta a qui sana a lgumas
das defici ncias apresentadas pelo modelo de
Dallaway. Al m disso transportamos para a  rede
t nicas pedag gicas utilizadas para ensinar aritm tica

crian a brasileira [2], visando aproximar ainda mais o
comportamento da rede do comportamento humano.
     O trabalho est organizado da seguinte maneira. A
arquitetura  d o modelo de Dallaway est descrita na
pr xima s o. Na s o 3 s o descritas algumas das
simula es utilizando a nova a bordagem, e a s o 4
traz a conclus o.

2. Modelo B sico

     O presente trabalho utiliza como base o modelo de
Dallaway [5]. Neste modelo, a representa o de um
problema de aritm ti feita por meio de uma grade,
onde a rede utiliza um foco de aten o para atender s
reas particulares do p roblema (ler ou escrever um

d gito) ao longo da grade. Al m do Foco de Aten o
(FA), s o usados tr s registradores externos que



236

indicam o p rogresso da rede a trav s do p roblema:
Registrador Superior (RS), Registrador Inferior (RI) e
Registrador da Resposta (RR). H um outro
registrador, chamado Registro do Foco de Aten o
(RFA), cuja lula pode ser armazenada e usada e m
c lculos. Quando a opera o de multiplica o o u
adi o chamada, o c lculo usa a lula em foco (FA)
e a ltima lula armazenada no RFA, colocando o
resultado em um acumulador (ACM).
     H um conjunto de vinte e quatro a es (opera es)
de sa da que podem ser executadas tanto na
multiplica o como na a di o, como por exemplo:
adicionar valor do FA ao acumulador (AFA); calcular
Produto (CPR); escrever unidades (EUN); fim da
opera o (FTO); m arcar d gito vai-um (MVU) entre
outras. Para c ada opera o h uma unidade de sa da
associada rede. A rede n o efetua a s opera es
(a es) necess rias para que a opera o aritm tica seja
realizada, mas age c omo um controlador dessas
opera es. Estas a es dirigem m ecanismos externos
para a tualizar o p roblema de v rias formas, como
escrever um mero ou calcular produto.
     A figura 1 traz um exemplo da representa o e da
din mica de procedimentos para o problema 2x3, e a
tabela 1 traz o conjunto de a es respectivo.

Fig. 1. Exemplo da representa o do problema 2x3.

Tabela 1. Conjunto de a es de sa da do problema 2x3

A es Coment rios
IMU Os registradores s e posicionam e o mero 3 

colocado no foco de aten o, isto , FA apontar
para o mero que o RI est pontando

ARM O mero 3 olocado no RFA
PRS Move o FA para a posi o indicada por RS
CPR Multiplica os d gitos que est o no RFA com os que

est o no FA e coloque a resposta no ACM
PPR Move o FA para a posi o indicada por RR
EUN Escreve a resposta do ACM na posi o indicada

por FA
FTO Terminou a opera o.

     A arquitetura do modelo (Figura 2) consiste de uma
rede recorrente de tr s camadas (com 9, 35 e 24
neur nios nas camadas de e ntrada, escondida e de
sa da, respectivamente), treinada c om o algoritmo
BPTT (backpropagation through time). A camada
escondid opiada para a camada de contexto (com
35 neur nios), a c ada passo, agindo como uma
mem ria do estado anterior.
    Os dados de entrada da rede (Figura 3) s o
representados por um vetor de 9 bits; a tarefa dos bits 

somente de e stabelecer o in cio do p rocessamento;
indicando o qu lula corrente cont m, que pode ser:
um d gito, um espa o em branco ou um tra o.

Fig. 2. Arquitetura do modelo / Fonte: Dallaway [5]

     O conjunto de treinamento cont m apenas um nico
problema de cada inst ncia dos problemas aritm ticos,
devido a todos produzirem exatamente a mesma
se ncia de vetores de sa da. Esses problemas foram
escolhidos e organizados de acordo com o g rau de
dificuldade encontrado em li vros escolares (vide
Tabela 2).

Fig. 3. Representa o dos dados de entrada [5]

Tabela 2. Problemas utilizados para treinar a rede

1: 1+1 8: 101+109 15: 12x5 22: 12x50
2: 1+1+1 9: 101+99 16: 12x9 23: 12x55
3:11+11 10: 101+899 17: 1x11 24: 12x59
4: 11+1 11: 1x1 18: 11x11 25: 12x90
5: 1+9 12: 2x5 19: 1x111 26: 12x95
6: 1+19 13: 11x1 20: 12x15 27: 12x99
7: 100+100 14: 111x1 21: 12x19 28: 111x11

   Adaptada de Dallaway [5]

     O treinamento d a red feito incrementalmente:
treina-se a rede para o 1o problema e ap s ser treinada
acrescenta-se o 2o problema a o 1 o e treina-se a  rede
para e sse novo conjunto de treinamento (1o + 2o

problema); esse processo se repete at que todos os
problemas de treinamento sejam incorporados ao
conjunto de treinamento inicial. Treina-se a rede at
que uma das seguintes condi es seja satisfeita:
     a) maxi |yi - di|  0,2    onde yi  sa da obtida e di  a
sa da desejada da rede
     b) s o atingidas 60.000 pocas de treinamento.
Neste c aso, introduzido um novo conjunto de
treinamento e o aprendizado continua.
     feita uma an lise dos erros cometidos pela rede
(nos testes de generaliza o). Os erros est o divididos
em dois grupos: erros observados e n o observados. Os
Erros Observados (EO) s o aqueles erros que foram
encontrados na literatura. J os Erros N -Observados
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(ENO) s o aqueles erros que n o s o d iagnosticados
em humanos, isto , n o s o encontrados na literatura.
Os erros n o observados est o subdivididos em Erro de
M ina (EM), que uma crian jamais cometeria e
Erro Plaus vel (EP), erro que n o foi catalogado, mas
que uma crian poderia cometer.

3. Nova Abordagem

     Consideramos como comportamento semelhante ao
do ho mem a soma da fre ncia de generaliza es
corretas mais a de EO que foram catalogados por:
Buswell, Cox, Ainsworth e Attisha, e foram li stados
em Dallaway [5].
     Buswel testou 263 crian as do terceiro ao sexto ano
do ensino fundamental; Cox testou 56 4 crian as do
segundo ao sexto ano do ensino fundamental;
Ainsworth trabalhou apenas com a multiplica o,
testando 76 crian as que foram divididas em dois
grupos: um de 8 a 9 anos e o outro com crian as de 10
a 11 anos; Attisha n o diz a fre ncia da ocorr ncia
de cada erro, embora liste um grande n mero de erros
[5].
     O desempenho do modelo de Dallaway para
aritm tica de m ltiplas colunas onsiderado b aixo,
pois a rede ocasiona muitos erros quando testada em
problemas n o v istos anteriormente, sendo que em
51,43% dos casos o comportamento semelhante ao
do homem (14,29% de generaliza es corretas +
37,14% de EO) e que em 48,59% do comportamento 
de m quina [5]. Quanto ao comportamento global do
modelo, ele tamb m onsiderado baixo, pois a rede,
ap s ser treinada em todos os problemas do conjunto
de treinamento, n o consegue generalizar problemas
com quatro d gitos no multiplicando em nenhum
momento, al m de n o efetuar corretamente problemas
cujo multiplicador tenha tr s ou mais d gitos.
     Tendo como meta reproduzir o mais fielmente
poss vel o comportamento humano na resolu o de um
problema aritm tico, foram feitas v rias altera es no
modelo de Dallaway (descritas nos pr ximos
par grafos). Al m disso, foram usadas t nicas
pedag gicas do ensino aritm tico no treinamento da
rede [6].
     Sendo o treinamento incremental, ao passar de um
problema de treinamento para outro, todos os pesos de
todas as camadas ficam ativos e a rede inicia seu
treinamento utilizando esses pesos. Contudo, cada
problema do conjunto de treinamento, ao ser executado
separadamente, recebe o valor zero dos n s da camada
de contexto. Sendo assim, a rede se perde na execu o
do problema (pois ela treinada de uma forma e
executada de outra). Para resolver esse problema, a
camada de c ontexto zerada sempre que um novo
problema for incorporado ao treinamento da rede, em
todos os experimentos realizados.
     Foram estabelecidos padr es para gerar as a es de
sa da de c ada problema do conjunto de treinamento.
Al m disso, a generaliza o da rede foi testada para os

tr s problemas consecutivos (da mesma opera o) de
cada problema do conjunto de treinamento.
     No p rimeiro experimento realizado, a rede foi
treinada utilizando uma taxa de aprendizado de 0,01
para os problemas de 1 a 24 e uma taxa de 0,001 para
os problemas restantes. A rede generalizou 13 dos 72
problemas. O comportamento da red  bom, pois em
84,73% dos casos o comportamento semelhante ao
do homem (em Dallaway o valor de 51,43%) e em
15,28% de m quina.
     A partir do comportamento do modelo, foi
observado que, por haver dois padr es distintos para a
ocorr ncia de um d gito vai-um (um para problemas de
uma coluna como 1+9 e 2x5 e um outro padr o para
problemas de duas ou mais colunas como 1+19, 12x5,
12x19 e outros) e na leitura das lulas, a rede se
perdia e cometia erros. Para resolver esse problema, foi
adotado um nico padr o tanto na ocorr ncia de um
d gito vai-um (independentemente do n mero de
colunas do p roblema que originou o d gito vai-um)
como para leitura da lula (independentemente dela
conter um d gito ou ser um lula em branco).
     Al m disso, analisando livros escolares e as
propostas de Atividades Matem ticas [2],  foi
verificado que as crian as aprendem a somar 11+1,
12+1, 13+1 e e tc., antes de somar problemas como
11+11. Desta forma, foi alterado a ordem dos
problemas 3 e 4 (ver Tabela 1). Com t odas essas
mudan as, o comportamento da rede melhorou
sensivelmente, de tal m aneira que 29 d entre 73
problemas foram generalizados. Al m disso, o
comportamento do modelo semelhante ao do homem
em 80,83% dos casos (39,73% correto + 41,1% EO) e
de m quina em 19,18%. Embora o comportamento do
modelo em rela o ao comportamento humano tenha
diminu do em aproximadamente 4%, houve um grande
aumento (21,67%) em rela o ao n mero de problemas
que a rede generalizou corretamente.
     sabido que qualquer multiplica o de dois
n meros naturais pode ser transformada em uma soma.
Entretanto, dependendo do multiplicador, o n mero de
fatores desta soma pode ser elevado. Por exemplo, a
multiplica o de 456x115 quivalente a uma soma
contendo 115 fatores iguais a 456. Embora fac vel,
este processo n o nada pr tico. Um outro algoritmo,
ou t nica operat ria, transforma a multiplica o em
uma soma c ontendo um n mero de fatores igual ao
n mero de d gitos do multiplicador. Para o exemplo
acima temos: 456 x 11 5 = 2280 + 4560 + 45600 =
52440 [2]. observado que e ste algoritmo pode ser
subdividido em duas etapas: gera o dos fatores para a
adi o e a  adi o desses fatores. Esta segunda e tapa
(adi o dos fatores) coincide com a adi o como
opera o isolada. Isto demonstra que, no processo da
multiplica o, a nica e tapa que realmente necessita
ser aprendida  gera o dos fatores, pois a adi o foi
ensinada a nteriormente. Portanto, a rede necessita
aprender que, quando os fatores j foram gerados, ela
n o mais necessita das informa es a respeito da
gera o dos fatores e para n o p ropagar essas
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informa es adiante, causando erros na adi o, 
necess rio zerar a camada de contexto sempre que for
ser iniciada a adi o das parcelas do produto. Depois
dessa a ltera o, a rede generalizou 30  problemas no
total de 73 e o n mero de erros n o observados baixou
de 19,18% para 12,33%. O comportamento da red
semelhante ao do homem  em 87,68% dos casos
(41,1% correto + 46,58% EO) e de m quina e m
12,33%.
     Ao se zerar a camada de contexto no in cio de uma
soma decorrente de uma multiplica o, cada conjunto
de treinamento d a multiplica o (cujo multiplicador
tem duas ou mais colunas) foi t ransformado em dois
problemas de treinamento agrupados,  um de
multiplica o e outro da adi o envolvida. Se a  rede
for adequadamente treinada na a di o, n o h
necessidade de se repetir este treinamento nas
multiplica es. Desta forma, foram retiradas as a es
referentes s somas dos problemas de treinamento das
multiplica es e o resultado foi que a rede generalizou
30 problemas no total de 73 (como no experimento
anterior) e a fre ncia dos erros de m quina baixou de
12,33% para 1,37%. O comportamento d a red
semelhante ao do homem em 97,26% dos casos (41,1%
correto e 56,16% EO) e de m quina 2,74%.
     Embora a  retirada das a es referentes s adi es
dos problemas de multiplica o n o tenha trazido
nenhum preju zo para a rede e m rela o ao
aprendizado e generaliza o, a rede erra as somas das
parcelas do p roduto (no teste de generaliza o) de
v rios problemas, o que nos sugere que o n mero de
problemas de treinamento da a di o n o suficiente
para que a rede aprenda e  realize uma multiplica o
qualquer. Al m disso, na generaliza o de alguns
problemas, a rede se perde ao passar o tra o no final de
uma multiplica o, somando incorretamente as
parcelas do produto.
     Uma crian observando atentamente as parcelas do
produto, sabe qual o ltimo d gito a ser adicionado.
No caso da rede, esta informa o passada pelo tra o
da multiplica o e quando ele n o cobre todas as
colunas da parcela do p roduto, a rede e rra a  soma
dessas parcelas, pois finaliza a opera o de acordo com
a informa o contida no tra o. Para resolver este
problema, foi feita uma modifica o na forma em que a
rede passa o tra o depois de uma multiplica o, para
garantir que todas as colunas contendo d gitos s ejam
cobertas pelo tra o. Com essa modifica o a rede
generalizou p ela primeira vez o p roblema 111x11,
perfazendo um total de 31 p roblemas e os erros
cometidos nos testes de generaliza es n o s o de
m quina - o que por si s um bom resultado. Al m
disso, 98,63% dos casos (42,47% correto e 56,16%
EO) do comportamento d a red  semelhante ao do
homem e 1,37% de m quina (especificamente EP).
     Como foi visto no experimento anterior que os
problemas de adi o do conjunto de treinamento n o
eram suficientes para delinear cada inst ncia de
problemas aritm ticos. Por esta ra o, inserimos novos
problemas ao conjunto de treinamento (Tabela 3).

Tabela 3. Novo conjunto de treinamento

1: 1+1 14:999+9999+9999 27: 12x15
2: 1+1+1 15: 1x1 28: 12x19
3:11+1 16: 2x5 29: 12x50
4: 11+11 17: 11x1 30: 12x55
5: 1+9 18: 111x1 31: 12x59
6: 19+1 19: 12x5 32: 12x90
7: 100+1 20: 12x9 33: 12x95
8: 101+109 21: 1x11 34: 12x99
9: 101+99 22: 11x11 35: 99x99
10: 101+899 23: 111x11 36: 199x99
11: 9999+1 24: 1x111 37: 99x999
12: 9999+9999 25: 11x111 38: 199x999
13: 1+10+100 26:111x111

     Com a inser o desses novos problemas, a rede
generalizou 54 problemas dentre os 119 problemas
testes. O n mero de problemas generalizados
corretamente (45,38%) o maior at qui. Essa
melhora n o apenas em rela o aos problemas
generalizados (a rede generaliza problemas com m ais
de quatro d gitos no multiplicando), mas tamb m em
rela o ao tipo de erro cometido pela rede. No primeiro
experimento a taxa de erros de m quin de 12,5%,
enquanto que agora essa tax de 6,72%. Em suma,
todas as mudan as efetuadas at se c hegar a esse
experimento colaboraram tanto para que a rede tivesse
um m elhor desempenho (do ponto de vista
computacional)  como tamb m para que seu
comportamento fosse mais pr ximo ao do homem.
     Apesar de todas as modifica es at qui, em
nenhum m omento a rede c onsegue generalizar
problemas cujo multiplicador tenha quatro o u mais
d gitos. Atrav s dos diversos testes feitos chegou-se a
conclus o que, para resolver este problema, tem-se as
seguintes op es:
     1) necess rio que a rede seja treinada neste tipo
de problema: para isso basta acrescentar ao conjunto de
treinamento p roblemas com o mero de d gitos no
multiplicador que se queira que e la execute. No
entanto, dependendo do problema que se queira que a
rede generalize, o conjunto de treinamento pode ficar
muito grande;
     2) A rede precisa a prender a regra intr nseca a os
zeros que s o colocados na linha de resposta, de acordo
com o multiplicador: baseando no modelo humano,
essa op o a mais indicada. No entanto, apesar de
diversos testes, n o chegou-se a bons resultados.
     3) Utilizar um artif cio computacional que indiqu
rede quantos zeros e em quais linhas de resposta eles
devem ser colocados: essa op o resolve o problema,
mas sem considerar as quest es cognitivas.

4. Conclus

 A utiliza o de t cnicas pedag gicas do ensino d a
aritm tica na modelagem da a ritm tica por redes
neurais aproximaram sensivelmente o comportamento
do modelo do comportamento humano. Com efeito, na
maioria dos testes realizados a rede acertou aonde o
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homem geralmente acerta e errou tamb m, aonde o
homem geralmente erra. Isto nos leva a c rer que as
redes neurais podem ser utilizadas n o apenas para
modelar processos cognitivos humanos, mas que
podem ser utilizadas como plataformas para testar
novas t nicas pedag gicas do ensino matem tico.
     Na tentativa de se modelar o comportamento
humano na resolu o de problemas aritm ticos, v rios
experimentos foram realizados e, atrav s deles, foi
observado que v rios s o o s fatores que c ontribuem
para que uma rede neural artificial possa modelar a
aritm tica de m ltiplas colunas, tal qual efetuada pelo
homem:
- A ado o dos padr es de opera es utilizados para
gerar os problemas de treinamento pode interferir no
desempenho da rede;
- importante que o conjunto de treinamento utilizado
instancie corretamente os problemas aritm ticos;
- A ordem dos problemas do conjunto de treinamento
interfere na generaliza o e comportamento da rede;
- A nica etapa que realmente necessita ser aprendida
na multiplica o a gera o dos fatores;
- A forma de se passar o tra o da multiplica o 
importante para que a rede generalize corretamente;
- Em termos cognitivos, dif cil que a rede generalize
problemas com mais de 3 d gitos no multiplicador.
     Considerando que o comportamento do modelo em
84,03% dos casos (no pior resultado) semelhante ao
do homem, podemos concordar com o que diz
Anderson [1], no intuito que outros conceitos
matem ticos s ejam m odelados, utilizando o  escopo
deste trabalho:
“...embora as arquiteturas das redes sejam diferentes,
todas elas apresentaram freq entes erros e estes erros

foram aleat rios – os erros foram pr ximos aos
erros ocasionados pelos humanos. Al m disso, cada
um dos modelos mostrou razo veis adequa es a
v rias descobertas experimentais bem estabelecidas
para a aritm tica, o que indica que o pa radigma de
redes neurais apropriado para a modelagem da
recupera o dos fatos aritm ticos” (p. 570).
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