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Abstract 
 

A great part of the scientific applications and of the 
engineering problems, they can be considered as search 
and optimization problems. Due to need to obtain better 
results in these problems, several tools were developed 
looking for the optimal global. Search methods have 
been developed based on natural and physical proc-
esses. The most usual are: Genetic Algorithm (AG) and 
Simulated Annealing (SA). In this paper applies AG and 
SA separately, with the objective of reinforcing the per-
formance of the Neuro-Fuzzy system in a function ap-
proximation problem, whose improvement and effi-
ciency shown the results. 
 
 

1. Introdução 
 

O MANFIS (Mamdani Adaptive Fuzzy Inference 
System) [1] é uma técnica implementada a partir de um 
sistema fuzzy em uma estrutura de rede neural, tal como 
se mostra na Figura 1. Em sua essência é um Neuro-
fuzzy Híbrido baseado na regra de inferência de Ma-
mdani [2]. Este sistema foi aplicado para reconhecer 
padrões em "Descargas Parciais", com bastante sucesso 
[3]. Outras aplicações, como uma função de aproxima-
ção puramente teórica e um problema de predição de 
séries temporais, foram utilizadas para demonstrar a 
capacidade de identificação do sistema MANFIS. 

O MANFIS se caracteriza por ter uma estrutura de 
quatro camadas. Na primeira camada os dados de entra-
da são fuzzificados, utilizando uma função contínua 
"Bell Shape". Na segunda camada se faz a montagem 
das regras, hierarquizadas convenientemente para ativar  
uma ou mais regras na camada seguinte, nesta camada 
(conseqüentes fuzzy) utilizam-se os critérios de inferên-
cia fuzzy de Mamdani (Max-Min) e na ultima camada 
implementa-se o defuzzificador. Os pesos em todas as 
conexões, entre camadas, são fixos e unitários.  

O sistema de treinamento do MANFIS é do tipo su-
pervisionado. O erro é  medido  na saída do defuzzifica-
dor (erro de saída), este erro é retropropagado para as 
camadas anteriores onde os parâmetros das funções fu-
zzy de fuzzificação são corrigidos, tornando-se funções 
adaptativas. Técnicas tradicionais, como: gradiente des-
cendente, métodos de Newton, gradiente conjugado, 

Quase-Newton e estratégias de métrica variável usadas 
para achar o mínimo de suas funções objetivos (valor 
esperado), são capazes de encontrar ótimos locais, sendo 
ineficazes para os casos de otimização de funções mul-
timodais, não-diferenciáveis e não-contínuas. 
 

2. MANFIS 
 

Esta técnica é uma estrutura neural simples tal como 
se ilustra na Figura 1, para um sistema de variáveis, 
entrada (x,y) e uma saída (z). Os neurônios representa-
dos por círculos contendo bellshapes são os nós adapta-
tivos enquanto que, aqueles representados por apenas 
um circulo, são as regras fuzzy.  
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Figura 1: Sistema híbrido neuro-fuzzy 

 
A primeira camada de neurônios é o fuzzificador, 

implicando a cada função de ativação do neurônio uma 
função de pertinência fuzzy 'bellshapes'. Para simplifi-
car, cada espaço da variável de entrada é dividido em 
três regiões fuzzy, gerando nove possíveis regras após 
todas as combinações de antecedentes fuzzy, assim o 
número de nós ativados (regras disparadas) são apresen-
tados na camada de conseqüentes fuzzy. Entre o fuzzifi-
cador e a camada conseqüentes fuzzy está a camada de 
mínimos (regras fuzzy). 

O defuzzificador tem um neurônio único que avalia 
o centro de pesos, gerado pela combinação das funções 
de pertinência, alcançando a máxima saída z (crisp) [4], 
pela seguinte equação: 

 1

1

( )
n

i ii
n

ii

m c
z

m
=

=

=

�

�  (1) 



176 

onde n é o número de nós da camada de conseqüentes 
fuzzy e mi representa o máximo do nó i, em que a função 
bellshape é centralizada na vizinhança de ci. O mi é ob-
tido na camada de conseqüentes fuzzy a través da regra 
de inferência composicional max-min de Mamdani [2] 
 

O erro quadrático (Erq) associado ao nó de saída, é 
dado por: 

 21
( )

2 dErq z z= −  (2) 

onde zd é a saída desejada num algoritmo de treinamento 
supervisionado. O termo erro ε  é retropropagado pela 
rede de acordo com a derivada do Erq com respeito à 
rede de entrada e ao nó de saída, assim dado: 

 ( ) 'dz z fε = − −  (3) 

onde f é a função de ativação do nó e f' sua derivada 
com respeito a mici. Tomando derivadas parciais de f 
com respeito a mi e ci dados por: 
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Deve-se ter precaução neste ponto, na aplicação da 
retropropagação do erro, porque as camadas do MAN-
FIS nem sempre estão totalmente conectadas, dependem 
das possíveis correlações existentes entre dados de en-
trada e saída do modelo físico que se quer simular. 

No processo de retropropagação são atualizados os 
parâmetros de cada função de ativação 'bellshape', cara-
terizados pela função de pertinência )(⋅µ . Para 'x' se 

tem: 
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onde o valor da função µ  é definido no intervalo [0, 1], 

c  é o centro da função bellshape, a  é o ponto de cru-
zamento e b  define a função steepness ( ab 2  é a incli-

nação da função bellshape para  acx −= ), x  represen-
ta uma variável de entrada no nó. 

Aplica-se, a um nó ,j  um parâmetro geral jp  da 

função de ativação bellshape que pode ser a , b  ou c  
na Eq. (6). O termo atual deste parâmetro geral jp  é 

dado por: 
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onde η  é a taxa de aprendizagem e jε  o termo erro 

propagado pelo nó .j  O parâmetro geral é atualizado 

por: 
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Então, desenvolvendo as derivadas parciais de µ  

com respeito aos parâmetros ,a b  e  c  dados por [4]: 
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3. Função Teste e Modelo Aproximado 

 
O modelo matemático usado para testar o MANFIS é 

dado pela Eq. (12), para 121 pares de dados de entrada 
(x,y) para o treino. A Figura 2 apresenta as funções 
bellshapes que representam as variáveis x , y  e z  em 

seus respectivos espaços fuzzy. Repare que as variáveis 
x e y são representadas por um espaço fuzzy dividido 
apenas em três conjuntos fuzzy. A partir da Figura 1, 
pode-se facilmente ver que o número total de regras 
fuzzy possíveis é nove, e o espaço da variável z  é divi-
dido em  nove conjuntos fuzzy ou nove possíveis combi-
nações de conjuntos fuzzy  x, y (ver Figura  2).  
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Figura 2: Funções de pertinência fuzzy antes do treino 
MANFIS. 
 

A Figura 3 ilustra o desempenho do MANFIS. Ob-
serva-se que a primeira curva é o erro médio quadrático 
do treino (APE), esta decresce rapidamente. A segunda 
curva é a taxa de aprendizagem. Ambas curvas caracte-
rísticas, garantem um bom desempenho do MANFIS, 
mesmo usando só três conjuntos fuzzy por variável. Au-
mentando o número de conjuntos fuzzy, o MANFIS ob-
tém uma melhor aproximação desta função. Já na Figura 
4, observa-se que os conjuntos fuzzy se deslocaram em 
forma adaptativa em cada iteração nos domínios respec-
tivos de seus parâmetros ,a b  e .c  Na saída do MAN-
FIS se tem uma concentração dos conjuntos fuzzy deslo-
cados de suas origens antes do treino. Esta saída revela 
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que esta função de aproximação pode ser representada 
com menos de nove regras fuzzy.  
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Figura 3: Erro de aprendizagem (APE) e taxa de apren-
dizagem do MANFIS com três conjuntos fuzzy 
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Figura 4: Funções de pertinência fuzzy após o treino 
MANFIS 
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Figura 5: Função teste aproximada pelo MANFIS usan-
do apenas três conjuntos fuzzy. 

 
Na Figura 5 espera-se uma boa aproximação da fun-

ção, porém alguns patamares não foram alcançados, 
razão pelo qual podem ser considerados como um pro-
blema de otimização. 

O MANFIS adapta seus parâmetros (a, b e c) usando 
gradiente descendente na condição de garantir um mí-
nimo valor (erro médio quadrático) para seu desempe-

nho, esta estrutura faz com que o MANFIS dependa das 
derivadas parciais de seus parâmetros, que podem con-
vergir facilmente para ótimos locais. Outra característica 
importante é que, nem todos os neurônios de uma cama-
da estão conectados, e estes pesos (sinapses) servem só 
de conexão com valor unitário. Os pesos de cada cone-
xão não são atualizados pela retropropagação do erro. 
Só os parâmetros de cada bellshape se atualizam a cada 
iteração do algoritmo, denominado processo adaptativo. 

Os parâmetros a, b, c e cz variam a cada iteração, até 
chegarem a um equilibro e não se deslocarem mais. O 
certo é que nem toda função problema é bem comporta-
da, podendo surgir casos não convergentes. Estes incon-
venientes podem ser superados implantando-se uma 
rotina de otimização, usando AG's ou SA. 

 

4. Otimização dos Resultados do MANFIS 
por  AG's e SA 
 
AG's e SA serão tratados separadamente, adequan-

do-se os parâmetros do MANFIS para cada um deles. 
Os resultados serão comparados com a função teórica e 
com a função aproximada obtida pelo MANFIS. 

Diversos trabalhos sobre SA citam vantagens desse 
método sobre os AG's, e vice-versa. É evidente que cer-
tos algoritmos adaptam-se melhor do que outros a de-
terminados problemas, e isso contribui para acalorar 
essa discussão. 

 
4.1. Otimização do MANFIS por  AG's 

 
Os AG's são métodos de busca estocásticos que emu-

lam teorias evolucionárias biológicas para resolver pro-
blemas de otimização. Caracterizam-se por sua flexibili-
dade e facilidade de paralelização. As vantagens atribuí-
das aos algoritmos de SA são sua melhor fundamentação 
analítica, que permitem um maior controle sobre as ca-
racterísticas do algoritmo e, principalmente, a existência 
de uma prova de convergência para um ótimo global. 
Entretanto, os AG's são mais utilizados para administrar 
problemas de descontinuidade, não diferenciável, mul-
timodais e não convexos, por sua facilidade de conviver 
com estes problemas [5]. 

Eles se adaptam mais naturalmente aos problemas de 
otimização combinatória, devido a sua natureza intrínse-
ca discreta. Já os algoritmos de SA se adequam com 
menos esforço a problemas contínuos [ 5], [6]. Entre os 
componentes básicos dos AG's destacam-se: 
- Representação genética das soluções viáveis do pro-

blema. 
- Determinação de uma população inicial de cromos-

somos. 
- Definição da função de avaliação dos cromossomos. 
- Definição dos operadores genéticos eficazes na re-

produção de novos cromossomos. 
- Definição dos parâmetros que compreendem o tama-

nho da população, critérios evolutivos, estagnação e 
outros critérios de parada. 
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4.1.1. Adequação de Parâmetros M ANFIS para AG's 
 

As atualizações dos parâmetros a, b, c e cz serão ge-
radas por critérios determinados pelos AG's, formando 
uma população de indivíduos. 

O espaço de busca será determinado pelas fronteiras 
de cada parâmetro reunido na matriz W. 
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Os elementos da matriz [ 27 1]xW  formam o espaço 

de busca, estes serão sorteados aleatoriamente dentro 
dos domínios respectivos, de maneira que em cada gera-
ção se tenha uma população formada por um certo nú-
mero de indivíduos. Os Domínios de cada parâmetro 
são: 

 
 9,4      ],51,0[ ≤∆−→ máxaa  (14) 

 
 9,4      ],51,0[ ≤∆−→ máxbb  (15) 

 

 1,10      ],51,5[ ≤∆−→ −
máxcc  (16) 

 

 1,10      ],51,5[ ≤∆−→ −
máxczcz  (17) 

 
Os AG's precisam da informação do valor de uma 

Função Objetivo do problema. O erro quadrático da 
saída do MANFIS assumirá este papel, muitas vezes 
nomeado como  a energia de um estado. 

)),,,(()( czcbazfzE =  é a função minimante, onde, 

} ,...,,{ 12121 zzzz =  então a energia do estado i pode 

ser representada por: 
 

 iii EzzdErro =−= 2)(  (18) 

 
O MANFIS achará a energia para cada geração a 

que uma população é submetida.  
 

4.1.2. Implementação do Algor itmo Genético 
 
O algoritmo básico para AG apresenta a seguinte 

configuração: 
- Gerar um conjunto de soluções viáveis para o pro-

blema dentro do espaço W de busca, restringidos pe-
las Eqs.(13 –17). 

- A população é avaliada pela função objetivo (para 
cada indivíduo), quanto maior seja a adaptação do 
indivíduo no ambiente, maior será o valor da função 
objetivo e maiores serão as chances dele sobreviver 
no ambiente e se reproduzir, passando parte de seu  
material genético a gerações futuras. 

- A seleção de indivíduos é feita pela probabilidade 
proporcional ao fitness relativa a cada indivíduo na 
população. 

- Se faz o cruzamento entre indivíduos adotando um 
processo simples aleatório que ocorre com probabi-
lidade fixa assumida. 

- Realiza-se o processo de mutação selecionando uma 
posição num cromossomo e mudando o valor do ge-
ne correspondente aleatoriamente para um outro. 

- O critério de parada assumido é de estagnação, um 
segundo critério é limitar um determinado número de 
gerações. 

 
4.1.3. Resultados Obtidos com AG’s e M ANFIS 

 
Os parâmetros do MANFIS foram implementados 

com bastante sucesso com 27 componentes as quais 
determinaram o espaço de busca. 

O problema de otimização foi analisado para diver-
sos tamanhos de populações. Obtendo um melhor com-
portamento e razoável custo computacional com uma 
população de 100 e 120 indivíduos. Um primeiro caso 
foi o de 100 indivíduos com uma função fitness inicial 
de 6 424,2388 atingindo até 12 662,4039. 
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Figura 6: Desempenho do algoritmo ManFisAG 

 
A Figura 6, mostra que o comportamento do algo-

ritmo ManFisAG, nas primeiras gerações apresenta uma 
subida rápida das funções fitness, com tendências a es-
tagnar-se no valor de ~11 300,0. Na figura, observa-se 
que a cada geração, a curva inferior corresponde ao des-
vio padrão, os picos indicam que a população foi altera-
da por mutações. Na geração 60 ocorre um caso especi-
al, a mutação gerada mudou o patamar das funções fi-
tness no sentido oposto que estas produzem. Neste caso, 
este indivíduo gerado é um super indivíduo significativo 
que altera a tendência do fitness. 

Na Figura 7, a função teórica é superposta pela fun-
ção aproximada MANFIS e ManFisAG (otimização por 
AG's). Observa-se que o ManFisAG apresenta melhoria 
na  aproximação da função, com respeito ao próprio 
MANFIS (partes mais relevantes marcada por ovais). 
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Figura 7: Comparação dos resultados pelo MANFIS e 
ManFisAG com a Fnc. teórica. 
 
4.2. Otimização do MANFIS por  SA 
 

SA é uma ferramenta poderosa para problemas de 
otimização, usada em casos de grande complexidade. 
Foi introduzida por Metropolis et al [7], como um mé-
todo de se determinar propriedades físico-químicas rela-
cionadas a um grupo de átomos em transição para o 
equilíbrio térmico. Mais a frente Kirpatrick et al [5], 
tornou explícito o conceito de esquema de resfriamento. 
Já Geman e Geman [8], [5] implementaram limites infe-
riores para a velocidade de queda de temperatura, na 
condição de garantir a convergência do algoritmo para 
um mínimo global. 

O processo de Metropolis é constituído basicamente 
de duas etapas. Na primeira procede-se à elevação inici-
al da temperatura a um estado de energia máxima e, na 
segunda, verifica-se o seu abaixamento sucessivo e sufi-
cientemente lento, para que as partículas do sistema se 
combinem de forma a atingirem o estado de energia 
mínima, isto é, de tal forma que seja atingido o equilí-
brio térmico. 

A simulação da evolução das soluções é baseada em 
técnicas de Monte Carlo e na geração de estados suces-
sivos. Supõe-se, como ponto de partida, um estado pos-
suindo energia Ei, a partir do qual, recorrendo a um 
mecanismo apropriado é gerado um outro estado com 
energia Ej. Se a diferença de energias Ej – Ei for menor 
ou igual a zero o novo estado é aceito como estado 
atual. Se a condição anterior não se verificar, o novo 
estado poderá ser ainda aceito, com uma probabilidade 
em função da diferença de energias entre estados suces-
sivos da temperatura do banho. A Eq. (19) apresenta o 
processo de cálculo dessa probabilidade: 

 

( )

( )
j i

B

E E

K Tp Boltzmann e
− −

=  (19) 

 
onde T é a temperatura e KB é a constante de Boltzmann. 

O processo de resfriamento simulado tem a particu-
laridade de permitir o relaxamento transitório da otima-
lidade durante o processo de pesquisa. Este relaxamento 
é admitido na tentativa de evitar a convergência para 
mínimos locais. 

 
4.2.1. Adequação dos Parâmetros M ANFIS para SA 

 
Sabe-se que o MANFIS adapta seus parâmetros (a, 

b, c e cz) pelo método de gradiente descendente e retro-
propagação do erro. Estes determinam a função de saída  
(variável z ), com um erro de aproximação. Os parâme-
tros a, b, c e cz, são os parâmetros que geram o estado 
z(a,b,c,cz), cz é o conjunto de centros de cada regra da 
camada de conseqüentes. 

De modo que ( , , , ),z f a b c cz∆ = ∆ ∆ ∆ ∆  e o erro qua-

drático e será equivalente à função objetivo que se dese-
ja minimizar )),,,(()( czcbazfzE = . 

 Sestadoz     → , } ,...,,{ 12121 zzzz =   

A matriz W [27x1] é a mesma da equação (13) e con-
tém os parâmetros que serão sorteados aleatoriamente 
dentro dos domínios respectivos conforme às equações 
(14)-(17). A energia de estado i 'Ei ' é a mesma que na 
equação (18). 
 
4.2.2. Implementação do Algor itmo SA 

 
Um algoritmo básico para Simulated Annealing 

apresenta a seguinte configuração: 
- Executa o MANFIS após o treino para gerar o estado 

inicial do sistema zinicial e a Einicial. 
- Assume uma temperatura inicial Tinicial.máx>0. A par-

tir do estado e temperatura inicial, determina-se a 

constante de Boltzmann ,
)ln( p

E
TKB

∆−=  assumindo 

uma probabilidade p  alta e um E∆  pequeno. 

- Enquanto não se faz o resfriamento do sistema: 
� Gera uma rotina para visitar os estados possíveis. 
� Escolhe um vizinho aleatório de um estado z' den-

tro dos domínios e restrições dos parâmetros. Nes-
te caso foram sorteados os parâmetros para gerar o 
estado z'. Uma subrotina é ativada para gerar os 
∆  dos parâmetros, para atualizar e gerar os novos 
parâmetros e assim determinar o z'. 

� Determina-se, 

   ij EEzfzfE −=−=∆ )()'( . 
� Processo de aceitação de estados.  
� Se  0≤∆E , fixar o estado 'zz ←  
� No caso do 0>∆E , se aceita os estado 'zz ← , 

mas com probabilidade T

E

e
∆−

. 
- Ativa resfriamento após visitar a maioria dos esta-

dos. 
- Finaliza por critério de parada. 
 
4.2.3. Resultados Obtidos com SA e M ANFIS 

 
Os parâmetros do MANFIS foram implementados 

com bastante sucesso com 27 componentes, que podem 
ser tratados como variáveis aleatórias que implicam no 
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resultado final, na saída do defuzzificador, com 121 
subestados em cada simulação. 

A adequação dos parâmetros foi repassada conveni-
entemente para gerar o estado inicial, assim como para 
implantar um esquema de resfriamento e o processo de 
visitação dos estados. Os casos de reinserção, reflexão, 
contração e extrapolação foram assistidos pelo método 
Downhill simplex [9], implicando em 27 vértices para 
resolver o simplex. Convergir o simplex implica em 
otimizar a saída do estado z e minimizar a função obje-
tivo para zero. 

O problema de otimização do MANFIS, para a fun-
ção teste (Eq. 12), foi analisado para diversas tempera-
turas de começo e várias taxas de resfriamento. Um pri-
meiro caso, com Tinicial = 1,1,  f(z) = Ei = 4,59, assumindo 
KB unitária e uma taxa de resfriamento por temperatura 
Ti+1 = 0,95Ti. Atingindo o critério de parada com 1000 
iterações, conseguindo convergir para um ótimo global 
tal como se mostra na Figura 8, a função objetivo alcan-
çou 0,904 e a temperatura final foi Tfinal = 0,06.  
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Figura 8: Desempenho do algoritmo ManFisSA 

 
Na Figura 9,  se comparam as funções teórica, 

MANFIS e aproximada pelo ManFisSA, onde a curva 
sólida é o resultado de aplicação SA no MANFIS. Ob-
serva-se que ela está bastante próxima à curva tracejada 
mais fina e que o ManFisSA teve melhor aproximação 
que o MANFIS. 
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Figura 9: Comparação dos resultados pelo MANFIS e 
ManFisSA com a Fnc. teórica. 

5. Conclusões 
 
Os parâmetros do MANFIS a, b, c e cz (total 27) fo-

ram implementados com bastante sucesso tanto para 
adequação dos AG’s como para SA. 

Os resultados obtidos pelos AG’s foram bastante sa-
tisfatórios. O desempenho do algoritmo ManFisAG, 
mostrado na Figura 6, onde o comportamento da função 
Fitness apresenta patamares bem definidos, revelam 
uma melhor aproximação da função teste, como mostra 
a Figura 7. 

Os testes com SA também apresentaram resultados 
bastante satisfatórios. Foram analisados para diversos 
níveis de temperatura inicial e taxas de resfriamento. Em 
um dos casos analisados, Figura 8, o desempenho do 
algoritmo ManFisSA é qualificado pela minimização da 
função objetivo, onde se teve um valor inicial de 4,5 
minimizado para 0,904. 

SA e AG’s podem ser aplicados para otimizar o 
MANFIS, cujos resultados mostram melhorias aceitá-
veis. Assim, o MANFIS associado com os AGs e/ou SA, 
torna-se uma técnica robusta para resolver problemas 
ainda mais complexos do que os analisados. 
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