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Resumo—Este artigo apresenta uma abordagem robusta para
o problema de selecao de caracteristicas aplicado a conjuntos de
dados nao-linearmente separaveis. Neste sentido, foram realiza-
dos estudos comparando-se resultados relativos a utilizacao de
classificadores baseados em funcoes kernel, os quais produzem
0 processo de selecio em um espaco de mais alta dimensao,
denominado espaco kernel, com classificadores robustos, que
utilizam o conceito de margem flexivel e permitem uma tolerancia
a erros de classificacio promovendo a selecio de caracteristicas
diretamente no espaco de entrada. A introducdo do processo
de flexibilizacdo da margem possibilita a correta classificacao
de dados, que ndo sejam linearmente separaveis no espaco de
entrada, refletindo em uma melhora do poder de generalizacio.
Tal fato pode ser comprovado pela reducdo de erros nos testes
experimentais. Também, a opc¢io pela minimizacdo da norma
Li do vetor normal ao hiperplano separador, tornou possivel
a construcio de hipéteses com alto grau de esparsidade. De
fato, esta forma de otimizacido, que apresenta um processo de
regularizacio interna, contribui de forma significativa para uma
melhor eficiéncia do processo de selecao de caracteristicas. Para
a selecio dos melhores subconjuntos, os classificadores foram
associados a um algoritmo de busca ordenada que utiliza os
valores de margem como medida de avaliacio dos subconjuntos
candidatos. Foram realizados experimentos para a comprovacao
da proposta apresentada, tendo-se obtido resultados bastante
significativos.
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I. INTRODUCAO

Neste trabalho aborda-se o problema de selecdo de ca-
racteristicas quando aplicado a conjuntos de dados ndo-
linearmente separdveis. Nas tarefas de classificacdo bindria,
associadas ao aprendizado supervisionado, os vetores de en-
trada podem ter uma alta dimensdo relacionada a existéncia
de um grande nimero de varidveis. Entretanto, somente um
nimero reduzido destas varidveis € relevante ou possuem
um alto poder de discriminacdo para separa¢do das duas
classes [1], no sentido de produzirem boas hipdteses com
alto poder de generalizacdo. Mesmo classificadores de larga
margem, como exemplo as Mdaquinas de Vetores Suportes
(Support Vector Machines — SVM), ndo conseguem lidar de
forma favoravel com este tipo de problema, ou seja, construir
boas hipodteses com dados contendo um grande nimero de
varidveis irrelevantes ou até mesmo redundantes. Esta situacdo
se configura mais criticamente em conjuntos de dados nfo-
linearmente separdveis. Neste caso, a utilizagdo de uma funcio
de mapeamento implicita, com a utilizacdo do truque kernel
[2], expande enormemente a dimensdo do problema para um
espaco definido como espaco de kernel, tornando atrativo o
processo de selec@o de caracteristicas. Também, é notério que

a realizacdo da seleg@o de caracteristicas no espago kernel pode
capturar relacdes de natureza nao-linear nos dados que nao sao
observados por técnicas lineares de sele¢do de caracteristicas.

De uma forma geral, o processo de selecdo de carac-
teristicas pode ser executado segundo trés abordagens: filtro,
embutido (embedded) e envoltério (wrapper). Os métodos em
filtro realizam um ordenamento das varidveis segundo algum
tipo de critério, geralmente associado a medidas estatisticas
como estatistica-t, obtida da distribuicdo de Student [3], e
critérios de Golub [4] e Fisher [5]. Este ordenamento é
realizado previamente e nado utiliza informagdes relacionadas
ao classificador. Portanto, este processo ndo depende do tipo
de classificador utilizado. O maior ponto negativo desta abor-
dagem estd no fato de que, ao se utilizar medidas estatisticas,
os valores das varidveis sdao computados de forma individual,
sem levar em considera¢do a existéncia de interdependéncia
entre as mesmas.

A estratégia dos métodos embutidos € baseada na utilizacdo
do préprio classificador no sentido de escolher os subconjuntos
de caracteristicas mais significativos. Estes métodos possuem
um mecanismo interno de regularizacdo que torna possivel a
escolha das varidveis mais relevantes. Os algoritmos AROM
[6], que minimiza uma aproximac¢do da norma zero do vetor
normal ao hiperplano separador, e NSC [7], que se baseia
na reducdo de componentes dos centroides das classes, sdo
exemplos importantes desta abordagem.

Em contraste aos métodos em filtro, os métodos wrapper
utilizam informagdes fornecidas pelo algoritmo indutor rela-
cionadas a importancia ou relevancia das varidveis e também
do mérito dos subconjuntos. Normalmente estes métodos sido
implementados junto com uma estratégia heuristica de busca
para selecionar os melhores subconjuntos. Um importante
exemplo deste método é o algoritmo RFE [8], ou algoritmo
de eliminag@o recursiva, que realiza a eliminac@o recursiva de
caracterfsticas a partir de informagdes providas por um indutor,
como por exemplo um classificador SVM.

Como abordagem alternativa, pode-se citar o método de
selecdo de caracteristicas que consiste na combinacdo de um
método em filtro, que avalia a qualidade de subconjuntos, com
uma busca heuristica. Como exemplo desta variante tem-se o
algoritmo CFS [9], ou selecdo de caracteristicas baseado em
correlagdo. Este algoritmo utiliza uma heuristica baseada em
uma medida de correlagdo entre as varidveis que pertencem a
um subconjunto. Este critério de avaliacdo € associado a uma
estratégia construtiva de busca do tipo best-first para selecionar
o melhor subconjunto.

O desenvolvimento de solucdes para o problema de sele¢@o



de caracteristicas em dados ndo-linearmente separaveis é con-
duzido em duas direcdes principais: na primeira, mais usual-
mente empregada, a sele¢cdo dos subconjuntos € realizada no
espago de entrada, tomando-se o conjunto de caracteristicas.
Entretanto, os estdgios de busca, avaliacdo e classificagdo sdo
conduzidos no espaco de mais alta dimensdo, com a utilizacdo
de uma medida ou de um classificador kernel. Na segunda,
todo processo de selecdo de caracteristicas € realizado no
espaco kernel, com o emprego de uma fun¢do de mapeamento.

No primeiro caso, o método adota uma estratégia hibrida.
Isto € justificado pelo fato de que, usualmente, o mapeamento
do espago de entrada para o espaco kernel é implicito e, em
alguns casos, a dimensdo do espaco kernel pode ser infinita
quando, por exemplo, € utilizado um kernel gaussiano. Esta
estratégia consiste na geracdo dos subconjuntos no espaco
original utilizando-se de um processo de busca eliminativo ou
construtivo tendo como base informacdes fornecidas por um
algoritmo classificador ou por um método em filtro atuando
no espaco kernel. A avaliagdo dos subconjuntos também ¢é
realizada no espago kernel. Este processo de solucdo, que
utiliza a precisdo do classificador como critério de avaliacdo
e que direciona a escolha dos subconjuntos no espago de
entrada, pode ser visto como uma forma indireta de selecio
de caracteristicas no espago kernel. A classificacdo de novas
instancias com o melhor subconjunto selecionado também é
realizada no espaco kernel, sempre com o emprego do truque
kernel.

No segundo caso, o método seleciona diretamente os sub-
conjuntos de caracteristicas no espago kernel. Para o desenvol-
vimento desta técnica, torna-se necessario o desenvolvimento
de uma funcdo de mapeamento explicita, bem como a geracio
de uma base de vetores no espacgo kernel [10]. Desta forma, os
vetores selecionados definem um subespago no espaco kernel.
Consequentemente, todos os estagios do processo de selecdo
de caracteristicas podem ser desenvolvidos neste subespaco
utilizando um ndmero limitado de caracteristicas do mesmo.
O maior incentivo para o uso desta abordagem estd no fato de
que um subconjunto 6timo para o espaco de entrada, escolhido
conforme algum critério selecionado, ndo é necessariamente
Otimo para o espago kernel para este mesmo critério. Também,
a existéncia de relacdes nado-lineares entre dados pode ser
capturada somente no espaco kernel, pelo fato de que nao
€ possivel capturar a natureza nao-linear destas relagdes no
espaco de entrada do problema. A classificagdo de novas
instancias com o melhor subconjunto de caracteristicas seleci-
onado também € realizada no subespacgo kernel.

O método proposto neste trabalho considera uma simples
estratégia que consiste na execucdo de todo processo de
selecdo de caracteristicas no espago de entrada do problema.
De acordo com Vapnik [11], isto se torna possivel pela
utilizacdo de uma margem flexivel no classificador, permitindo
a relaxacdo das restri¢des de classificacdo. A fim de tornar mais
rapido e eficiente o processo de busca, optou-se pela utilizacao
de um classificador que minimiza a norma L do vetor normal
ao hiperplano separador assegurando a geracdo de hipdteses
com maior grau de esparsidade. Esta forma de minimizacao
tem como resultado a maximizagdo da distancia L., entre os
vetores suportes de classes contririas no espago de entrada.
Os resultados obtidos foram comparados com a utilizagdo de
um classificador SVM que minimiza a norma Euclidiana do

vetor normal e que, por consequéncia, maximiza também a
distancia Euclidiana entre vetores suportes de classes opostas.
Para ambos os métodos foi adotada uma abordagem do tipo en-
voltéria baseada na obtencdo de valores de margens fornecidos
pelos respectivos classificadores utilizados na avaliacdo dos
subconjuntos candidatos. Os classificadores sdo acoplados ao
algoritmo de Busca Ordenada Admissivel (Admissible Ordered
Search — AOS) [12], o qual executa um processo de eliminacgdo
sequencial no espago original. Este processo de eliminacdo
€ baseado na escolha das componentes de menor magnitude
do vetor normal relacionado ao hiperplano separador de cada
hipétese.

Foram conduzidos experimentos em cinco bases de da-
dos ndo-linearmente separdveis, comparando-se o processo de
selecdo de caracteristicas no espago de entrada com o uso
de uma fungdo kernel gaussiana. Resultados experimentais
validaram a efetividade da proposta em termos de poder de
generalizacdo e eficiéncia computacional.

As se¢des subsequentes do artigo foram organizadas como
segue: a secdo II descreve de forma resumida os conceitos
preliminares e a base tedrica do classificador robusto de
margem flexivel. A secdo III descreve o algoritmo de busca
AOS bem como a realizagdo da selecdo de caracteristicas nos
espagos de entrada e kernel. Na se¢do IV apresentam-se 0s
resultados dos experimentos computacionais e, finalmente, na
secdo V algumas consideracdes e conclusdes sobre o trabalho
s@o reportadas.

II. CLASSIFICADOR ROBUSTO DE MARGEM FLEX{VEL
A. Problema de classificacdo bindria

Seja Z = {z; = (w;,y;) i € {1,...,m}} um conjunto de
treinamento composto de pontos z; € R? e rétulos (classes)
y; € {—1,+1}. Além disso, sejam Z* e Z~ definidos como
os conjuntos {(z;,y;) € Z :y; = +1} e {(zi,y) € Z 1y, =
—1}, respectivamente. Um problema de classificacdo bindria
consiste em encontrar um hiperplano, que € dado pelo seu vetor
normal w € R% e uma constante b € R, de tal forma que os
pontos em Z1 e Z~ sejam separados nos dois semi-espacos
gerados por ele. Assim, define-se (w, b) tal que:

yi (w-x; +b) >0, para todo (x;,y;) € Z.

E dito que Z aceita uma margem ~ > 0 quando existe um
hiperplano H := {x ERY:w-x+b= O} tal que:

yi (w-x; +b) >, paratodo (z;,y;) € Z.

Nesse caso, define-se dois hiperplanos adicionais paralelos

a H, dados por Ht = {x e Rt w-z+ (b—7) =0} e

H™:={ze€R?:w-z+(b+1) = 0}. A distincia entre estes

dois hiperplanos paralelos sob uma norma p é dada por [13]:
dist (* H) = btytbty_ 20

[lwlly

lJwllq

onde p e ¢ sdo normas conjugadas, tal que ; + ¢ = 1.
Sendo 7y, := dist(H",H™)/2, define-se 7, como a margem
geométrica de norma p entre os dois hiperplanos HT e H ™.
Sendo assim, é dito que Z aceita uma margem geométrica
(74 > 0) quando existe um hiperplano com (w, b) tal que:

yi (w -z +b) > v4l|w||g, para todo (z;,y;) € Z. (1)



B. Perceptron de Margem Fixa com norma p — FMP),

Dado um valor de margem fixa vy € um conjunto de
treinamento Z, que aceita 7y como uma margem geométrica,
isto é, satisfaz a equacdo (1), considera-se o problema de
encontrar um hiperplano separador com dados (w, b) tal que:

yi (w- i +b) = ygllwllg, paratodo (zs,y:) € 2. (2)

A formulagdo desse problema, para a norma euclidiana, foi
proposta em [14] e o algoritmo resultante foi denominado de
Perceptron de Margem Fixa (FMP). Em [15] € apresentada
uma extensdo do mesmo para uma norma arbitrdria e o
algoritmo de Perceptron de Margem Fixa com norma p (Fixed
p-Margin Perceptron — FMP),). Nesse caso, a fungdo de erro,
ou perda, J : R4+l 5 R é definida como:

J (w,b) := Z

(zi,yi)EM

onde M ¢é o subconjunto de
equacdo (2) para os dados (w,b),
{(i,ys) € Z 1 yi (w2 +b) < ypl|wllg}-

Seguindo a abordagem on-line do gradiente estocastico, o
processo de minimizagdo comega com valores iniciais (w’, b°),
normalmente (0,0). A cada iteracdo do algoritmo, um par
zi = (w4,y;) € escolhido e verificado contra (w',b?), t €
{1,2,...}. Se o par z; escolhido for um erro, ou seja, se
yi (wt -z + b)) < 'ytf||wt|\q, entdo um novo vetor normal
w'*! e a constante b'T! sdo construidos usando o gradiente
de J. Tomando as derivadas parciais de J em relacdo a wy,
je{l,...,d}, e abquando 1 < ¢ < oo, tem-se:

Yellwllg — yi (w - x; +b)

Z que viola a
assim M =

11
oJ (w,b d ' —lg;
% = [ D lwil |w;| 7 sinal(w;) — yizi;
J i=1
oJ (w,b)
e U

Sendo assim, para 1 < g < oo, obtém-se a seguinte regra
de correcdo para o FMP,, quando z; for um erro:

wtt — wl—n (Vf\|wt|\é_’1|wt|q_1sinal(wt) + yixi)

it bt—i—nyi,

onde n € (0,1] é a taxa de aprendizado, |w| :=
(lwil, ..., |wal|)’, e sinal(w) := (sinal(w;), . .., sinal(wg))’.

Para se ter uma regra de atualizacdo para o caso onde p =
00, pega-se o limite ¢ | 1 na expressdo da 0.J/0w,. A andlise
¢ trivial, derivando a seguinte regra de correco:

wtl —wt — (vfsinal (wt) + yzxz) .

C. Margem Flexivel com norma p

Em problemas onde o conjunto de treinamento apre-
senta outliers torna-se importante o processo de flexibilizacio
da margem. Também € possivel obter hiperplanos separa-
dores com uma maior margem, aumentando o poder de
generalizacdo. A flexibilidade da margem também pode ser
util no tratamento de dados ndo-linearmente separaveis. Isto se
torna importante quando se utiliza uma norma arbitrdria, visto

que, nesse caso, ndo € possivel a utilizacdo da formulagdo dual
e, consequentemente, de fungdes kernel.

Neste sentido, apresenta-se nesta secdo uma estratégia
no sentido de permitir a flexibilizagdo da margem para o
algoritmo FMP,,. A ideia consiste em adaptar o esquema de
flexibilizag@o introduzido por [16] que considera a penalizacao
quadrética das varidveis de folga associada as restricdes de
classificacdo. Este problema, originalmente formulado para
norma euclidiana, é descrito da seguinte forma:

Min fw-wt 4+ C -3, &?
Sujeito a
yi(w-x; +b) >1—¢;,6; >0 paratodoi € {1,...,m},

onde € € o vetor das varidveis de folga e C' um parimetro de
controle.

Tomando-se o gradiente da fun¢do de Lagrange com res-
peito aos pardmetros primais obtém-se a seguinte formulagdo
dual equivalente do problema:

Max 35, i — 555, 305 aqayyiy; (i, o5) — >0, 3 /2- C
Sujeito a
>y = 0,05 > 0 paratodo i € {1,...,m}.

Fazendo A\ = 1/(2-C), pode-se redefinir o problema
dual como a soma deste valor constante a diagonal da matriz
kernel. Este valor é inversamente proporcional ao parametro
de controle C. Em outras palavras, reescreve-se a matriz de

produtos internos ou matriz kernel na forma:
K (l‘i, J}j)
K (1'1', 1’1) =

(xi, ;) , paratodo j # i
(@i, 2;) + A, caso contrdrio.

Considerando a representacdo expandida do vetor normal
w, pode-se substituir o mesmo no sistema de restrigdes da
formulacdo primal do algoritmo FMP,,, no sentido de expressar
as inequacdes em fun¢do do conjunto de multiplicadores .
Assim, tem-se, para uma norma arbitraria p:

m
vi | D0y K (i) + b | = yllw]lg.
=1
Introduzindo as varidveis de folga, tem-se:
m
vi | Doy K (i m) +b | +ai - A= yp - [wly.
j=1

Portanto, pode-se estimar o valor apropriado das varidveis
de folga em fungdo dos multiplicadores associados a cada
restri¢do e do parametro de controle A. Evidentemente, quanto
maior o valor de A\ maior serd o nivel de flexibilizacdo das
restricdes ndo satisfeitas ou violadas.

Para a norma euclidiana, sempre que ocorrer um erro
associado a amostra x;, o valor do multiplicador associado
¢ corrigido pela equagdo:

a; =ao;+1n-1.
Esta correcdo, deve ser seguida de um escalonamento no

vetor de multiplicadores na forma:

aTh e a (1= (n-y) /llwl]]2) -



De acordo com [14], isto se torna equivalente a corregdo
do vetor normal w na formulagdo primal do algoritmo:

wHh = w' (1= (- p) /lwll2) + 0 - ziyi.

Para uma norma arbitrdria p adota-se uma estratégia que
consiste na realizagdo do escalonamento do vetor & com base
na respectiva norma conjugada, ou seja:

o al (L= () /llwlly) -

Em uma interpretacio Bayesiana do processo de
flexibilizagdo [17], [18], onde a matriz de produtos internos é
vista como a matriz de covariancia dos dados, a adi¢do de um
valor constante aos componentes da diagonal principal pode
ser interpretada como a soma de uma varidncia relacionada
a existéncia de ruidos ou outliers nos valores das respectivas
margens funcionais. Entretanto, deve-se adotar uma medida de
precaucdo na atribuicdo do valor ao parametro de controle A. A
existéncia de valores muito altos associados aos componentes
da diagonal principal em relacdo aos demais valores da matriz
induzem a ocorréncia de overfitting.

D. Algoritmo de Margem Incremental com norma p — IMA,,

Uma nova formulagdo para o problema de maximizagdo
da margem foi proposta por Leite e Fonseca Neto [14] e
desenvolvida a partir da constatacdo de que, na obtencdo da
maxima margem, os pontos ou vetores suporte de classes
contrdrias se encontram a mesma distdncia do hiperplano
separador, ou seja, considerando as margens das classes de

rétulos positivo e negativo, tem-se v} = v*, onde:

Min y; (w - x; + b) /||wl||2, para todo z; € ZT
Min y; (w - x; + b) /||w]||2, para todo z; € Z~.

Y+ =
’}/7 =

Os autores propdem a solugdo aproximada do problema
de méaxima margem, considerando a maximizacdo explicita e
direta da margem geométrica. Adaptando-se para uma norma
p [15], deve-se resolver o seguinte problema de otimizagao:

Max,,7vg4
Sujeito a
yi (w-z; + ) = yg||wllg.

A técnica de solugdo desenvolvida consiste em uma es-
tratégia de aprendizado incremental, através da qual sdo ob-
tidas sucessivas solu¢bes do problema FMP,,, para valores
crescentes de margem. Esse pardmetro inicia com o valor zero
e tem seus valores incrementados de forma consistente até
aproximar-se do valor da margem mdxima. Ou seja, para um
conjunto de valores ¢ € [0..7*), sendo:

7}“ >qf, parat=1,...,T —1,v; =0,7f ~ 7",

soluciona-se o problema de inequacgdes ndo lineares:
yi (w-x; +b) > yyljwl|q,t € {1,...,m},

sendo cada solugdo equivalente a solucdo do problema do
Perceptron de Margem Fixa com norma p.

Para a atualizagdo, a cada iteragdo, do valor da margem
fixa, adotam-se duas regras, baseadas em uma estratégia de ba-
lanceamento, que garantem um direcionamento para a solucio
de mdxima margem:

Primeira regra: caso a solu¢do do problema forneca as
margens, negativa e positiva, diferentes, pode-se dizer que
a solucdo obtida ndo caracteriza uma solucdo de mdxima
margem. Portanto, corrige-se o valor da margem fixa na forma:

t t
i1 _ Y+t
’Yf 2 b

onde ’yi e v! sdo os valores relacionados, respectivamente,

as menores distAncias projetadas dos pontos do conjunto Z*
e Z~ ao hiperplano separador da ¢-ésima iteracdo.

Segunda regra: caso a solucdo do problema fornega as
margens, negativa e positiva, iguais, pode ser que a solucdo
obtida seja uma solu¢do de 6timo local. Portanto, torna-se
necessdrio garantir um acréscimo no valor da nova margem
fixa, na forma:

Y =1+ A)9),
sendo A € (0, 1) uma constante de incremento.

Entretanto, adotando esse incremento, ndo se tem mais a
garantia de solu¢cdo do novo problema, ja que o novo valor da
margem fixa poderd ser igual ou maior que o valor da margem
Otima, ou seja, 7;“ > ~*. Para a solucdo desse contratempo,
¢ suficiente a imposi¢cdo de um nimero maximo de iteracdes
no nimero de épocas do algoritmo de treinamento. Caso ndo
haja uma nova solu¢do do problema FMP,, adota-se, como
margem, o valor da margem fixa anterior, relacionado a dltima
solucdo. Para tornar mais eficiente o processo de otimizacao,
como solug¢do inicial de um novo problema FMP,, utiliza-se
a solug¢do do problema anterior.

III. BUSCA ORDENADA ADMISS{VEL
A. Espaco de estados e busca heuristica

O algoritmo AOS se baseia em uma busca ordenada
admissivel e tem a capacidade de encontrar, em cada dimensao
do problema, o subconjunto de caracteristicas que possui
maior margem, considerando um espaco de estados restrito.
E um método do tipo wrapper baseado em um processo de
eliminacdo de caracteristicas que utiliza como indutor um
algoritmo de larga margem, como o algoritmo IMA,,. Em um
processo de busca ordenada, a admissibilidade do algoritmo é
assegurada se for utilizada uma fun¢@o de avaliagdo mondétona
[19]. Portanto, considerando como objetivo a maximizagdo da
margem, utiliza-se como mérito final de cada hipdtese o valor
de margem obtido por um classificador que tem sua dimensao
associada ao respectivo subconjunto de caracteristicas. A ad-
missibilidade do processo é preservada pelo fato de que os
valores de margem s@o ndo crescentes na medida em que a
dimensao do problema € reduzida.

Seja yjj_l o valor real da maior margem associada a uma
hipétese sucessora ou filha que elimina a j-ésima varidvel. Seja
'yg o valor real da margem da hipétese pai em um espago de
dimensdo d. Entdo, em um espago de dimensdo d-1, tem-se:

ot <G,V

2

A estratégia de controle do algoritmo é implementada
através da inser¢do das hipdteses geradas em uma fila de
prioridade ordenada em ordem decrescente pelos respectivos
valores de margens.



B. Margem projetada

Para inserir na fila de prioridade uma hipdtese com o valor
real da margem deve-se resolver um problema de maximizagao
de margem semelhante ao problema SVM para cada hipétese
gerada. Entretanto, para atenuar este esforco computacional,
utiliza-se como valor inicial de margem para cada hipdtese
um valor otimista conhecido como margem projetada. Este
valor, obtido da projecdo da margem da hipdtese pai no
espaco de dimensdo inferior, representa um limite superior em
relagdo ao valor real da margem. Neste sentido, estados com
valores de margem projetada podem, caso necessdrio, serem
podados ou eliminados da fila de prioridade sem afetarem
a admissibilidade do algoritmo. O vetor relativo a margem
geométrica em um espago R? é definido como: v - w/||w]|,.

Seja ' a margem projetada em R?~" de uma hipétese
relacionada a eliminacdo da j-ésima caracteristica. Entdo, para

uma norma euclidiana:

N

~d
d-1_ _Ig 2
S Tl (2
k#j

E facilmente observavel que se a j-ésima componente do
vetor normal w tiver valor 0 entdo o valor da margem projetada
tera valor equivalente a margem da hipétese pai. Também, este
célculo do valor da margem projetada pode ser estendido para
o caso geral de uma norma arbitraria adotando-se a férmula
de Minkowski.

Portanto, quando uma hipétese que possui o0 maior valor de
margem na fila de prioridade € selecionada, independentemente
de sua dimensdo, duas hipé6teses podem ocorrer:

Primeira: o valor da margem é um valor projetado. Neste
caso, calcula-se o valor da margem real e compara-se com
o valor de margem associado a préxima hipétese da fila. Se
este valor continuar sendo a melhor op¢do no sentido de ser
0 maior, remove-se a hipdtese da fila e processa-se a geracao
das hipéteses filhas. Caso contrario, reinsere-se a hipétese em
questdo com o valor da margem real na posi¢cdo apropriada.

Segunda: o valor da margem é um valor real. Neste caso,
simplesmente remove-se a hipétese da fila e processa-se a
geracdo das hipdteses filhas.

C. Fator e critérios de ramificacdo

A estratégia de exploracdo adotada pelo algoritmo AOS
consiste na eliminagdo dos menores componentes associados
ao vetor normal w. E importante ressaltar que, quando a
componente do vetor tiver o valor 0, o valor da margem
projetada se iguala ao valor da margem da hipdtese pai e
consequentemente ao valor real da hipétese filha. Neste caso
ndo sera preciso resolver o problema de maximizac¢do da
margem e o valor da margem € inserido como valor real.
Esta estratégia do algoritmo AOS € de extrema importancia
quando se considera a minimizagdo da norma L; e a geracdo
de hipéteses esparsas.

Como observado, o critério de ramifica¢do estd associado
a magnitude dos valores das componentes do vetor w. En-
tretanto, para o caso ndo-linear, onde se utiliza uma funcio
kernel, o vetor w ndo pode ser expresso explicitamente no

espaco kernel. Neste caso, utiliza-se um critério equivalente
proposto em [20], relacionado ao cdlculo da menor variacdo
observada no valor da funcdo objetiva dual do problema de
maximiza¢do da margem.

Seja J o valor da funcdo objetiva em fungdo do vetor «
de varidveis duais:
1
Jzi-aT~H~oz—ozT-l7
onde H representa a matriz kernel em sua forma mais geral.
Portanto, se for excluida a k-ésima variavel, tem-se:

L7
AJ(/ﬂ) =J- J(k) = 5 s AHk Q= ||w||2 — ||u}]€||2
Portanto, a sele¢do para eliminagdo da varidvel que produz
a menor variagdo no valor da funcdo J, ou de forma equiva-
lente na norma do vetor w, corresponde ao critério relacionado
a selecdo da componente de menor magnitude do vetor w.

Para o célculo do valor da margem projetada no espaco
kernel, utiliza-se a seguinte expressao derivada da relacdo entre
as respectivas normas do vetor w expressas em funcdo do vetor
o

1
d—1 d_ T
p; (Cﬂ- H.a>'7g'o‘ Hj-o

IV. EXPERIMENTOS E RESULTADOS
A. Conjuntos de dados

Para a analise dos resultados, foram utilizadas cinco bases
nao-linearmente separdveis. As bases utilizadas neste trabalho
estdo contidas na UCI Machine Learning Repository [21] e sdo
mostradas na Tabela 1. Para a base Wine, que possui 3 classes,
as classes foram divididas nos tipos 1 e 3 contra o tipo 2.

Tabela 1. INFORMAC()ES DAS BASES DE DADOS.
. Amostras

Base Atributos Pos. Neg. Towl
Ionosphere 34 225 126 351
WDBC 30 212 357 569
Bupa 6 145 200 345
Pima 8 268 500 768
Wine 13 107 71 178

B. Comparacgdo nas bases de dados

A fim de testar os algoritmos nos conjuntos de dados e
validar os resultados, os conjuntos foram divididos em dois
subconjuntos, 2/3 para o processo de selecdo de caracteristicas
e 1/3 para a estimativa do erro de predicdo (teste). Para estimar
o erro de validacdo relacionado aos conjuntos de treinamento
foi utilizado o método de validacdo cruzada k-fold cross-
validation [22]. A fim de estimar o erro de validag¢do final,
foi mantida a percentagem de pontos de cada classe de dados
e foi calculado o erro médio de 10 execugdes de um 10-
fold cross-validation. Para comparagdes mais precisas, foram
selecionados, para cada base, sempre 0s mesmos conjuntos
de treinamento e teste e sempre os mesmos 10 subconjuntos
para as validagdes cruzadas, preservando a semente geradora
associada ao processo de aleatoriedade.

Foram realizados testes de selecdo de caracteristicas utili-
zando o AOS com o IMA,, como indutor, a fim de escolher



um representante desse método para casa base. Foi utilizado,
para o algoritmos AOS, um fator de ramificacdo igual a 3,
como sugerido em [12]. Como critério (dimensdo) de parada,
foi escolhido o valor em que pelo menos uma das larguras es-
colhidas para o gaussiano conseguiu atingir, uma vez que todas
as execucgOes utilizando o IMA., chegaram pelo menos nas
mesmas dimensdes das execugdes de um classificador SVM
com um kernel gaussiano. A Tabela II mostra os resultados
com o conjunto original e as solu¢des do AOS juntamente
com o IMA,,. Os valores de flexibilidade foram escolhidos
como as menores poténcias de 10 que obtiveram solucdes.

Tabela II. ESCOLHA DO PARAMETRO DE FLEXIBILIDADE.
Conjunto Original AOS + IMA

Base FleX T 10fold  Teste | F | 10Jold  Teste
1 12,18%  13,68% 15,33% 17,09%
Tonosphere 10 34 | 1487% 17,09% | 3 1492% 17,09%
100 35,19%  35,90% 26,61%  31,62%
100 8,55% 5,26% 11,70% 9,47%
WDBC 1000 30 7,65% 4,74% 2 9,90 % 6,84 %
10000 8,21% 5,26% 20,43% 10,00%
1 36,70%  39,13% 40,30%  35,65%
Bupa 10 6 3587%  38,26% 3 4257%  44,35%
100 32,78%  40,00% 38,09% 39,13%
10 24.89%  30,47% 25,61% 26,17%
Pima 100 8 30,65%  28,13% 3 31,07%  27,73%
1000 33,05%  36,72% 3480%  35,16%
1 2,70% 8,47% 10,91% 8,47 %
Wine 10 13 7,73% 6,78% 2 13,58% 8,47%
100 15,48% 6,78% 23,90% 18,64%

Apds essa escolha, foram realizados testes comparativos
entre o representante do IMA, e um classificador SVM com
kernel gaussiano, com duas larguras (o = 0,01 e o0 = 1). Como
classificador SVM foi utilizado o algoritmo de Otimizacio
Minima Sequencial (Sequential Minimal Optimization — SMO)
[23]. Os resultados sdo apresentados na Tabela III.

Tabela III. AOS com IMA,, VERSUS AOS com SMO.
AOS + SMO
Base | F | 1OS+MAw 0,01 T
10-fold Teste 10-fold Teste 10-fold Teste

Tonosphere | 3 | 1492% 17,09% — 16,37%  23,08%
WDBC 2 9,90 % 6,84% | 31,82% 789% | 3742%  37,89%
Bupa 3 | 38,09% 3913% | 37,13% 41,74% | 41,13%  40,87%
Pima 3 12561% 26,17% | 3531% 28,52% | 34,88%  36,72%
Wine 2 | 10,91% 847% | 2236% 18,64% | 3501% 22,03%

V. CONCLUSAO

O presente trabalho propds a aplicacdo de um classi-
ficador robusto para selecdo de caracteristicas em proble-
mas nao-linearmente separaveis. Este classificador realiza a
minimizacdo da norma L do vetor normal ao hiperplano sepa-
rador e permite a flexibilizagcdo das restricdes de margem. Foi
observado, nos experimentos realizados, resultados bastante
satisfatorios. Exceto para a base de dados Bupa, onde o erro de
validag@o do processo de selecdo de caracteristicas no espaco
kernel foi ligeiramente inferior, em todos os outros resultados
a estratégia apresentada resultou em erros de validagdo e teste
inferiores. Como trabalhos futuros, propde-se a utilizacdo do
classificador combinado a um método de sele¢do embutido.
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