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Resumo—Algoritmos evolucionários (AEs) baseados em
decomposição apresentam grande sucesso na otimização de pro-
blemas com duas ou três funções mérito e, nos últimos anos, esse
potencial tem sido investigado também no contexto de problemas
com muitos objetivos. Neste artigo, propõe-se uma estratégia
de decomposição Tchebycheff ponderada transformada, a qual
promove um controle simples, e independente de parâmetros,
tanto da convergência quanto do espalhamento das alternativas
aproximadas. Esta técnica é incorporada à estrutura do MOEA/D
considerando-se um modelo sistemático para a geração, uni-
formemente distribuı́da, dos vetores referência. O desempenho da
abordagem, frente a outras funções de decomposição populares,
é avaliado a partir de problemas teste conhecidos, i.e., DTLZ1
a DTLZ4 com 3, 5, 8, 10 e 15 objetivos. Os resultados indicam
uma forte competitividade da técnica sugerida, principalmente
em relação à convergência das soluções estimadas.

Palavras-chave—MOEA/D, decomposição Tchebycheff, proble-
mas de otimização com muitos objetivos, computação evolu-
cionária.

I. INTRODUÇÃO

Em otimização multiobjetivo (OMO), os problemas trata-
dos envolvem funções mérito conflitantes, e a otimização
simultânea das mesmas fornece um conjunto de alternativas
que refletem diferentes relações de compromisso entre os
critérios considerados [1]. Uma vez que obter esse conjunto
completo e exato é uma tarefa difı́cil, e principalmente ques-
tionável do ponto de vista prático, frequentemente determina-
se um conjunto finito e pequeno de alternativas que aproxi-
mem as soluções ótimas globais. Algoritmos evolucionários
multiobjetivo (AEMOs) têm se mostrado adequados nesse
sentido, particularmente para a resolução de problemas de
otimização multiobjetivo (POMs) com dois ou três critérios
[1]. Nos últimos anos, entretanto, pesquisas vêm apontando
sérias dificuldades dessas abordagens para a otimização de
problemas com muitos objetivos, i.e., com quatro ou mais
funções mérito [2]–[4]. Como diferentes aplicações reais mul-
tiobjetivo pertencem a esse domı́nio [5], este artigo investiga
uma estratégia promissora neste contexto.

Os principais desafios enfrentados em problemas de
otimização com muitos objetivos (POMOs) incluem os
seguintes aspectos [3], [4]: a) À medida que o número de ob-
jetivos aumenta, torna-se crescentemente difı́cil a comparação
e discriminação entre as soluções, o que compromete severa-
mente a pressão seletiva. b) A manutenção e promoção de

diversidade são dificultadas, resultando na convergência de
AEMOs frequentemente para sub-regiões do conjunto solução
de interesse. c) As alternativas tendem a apresentar-se muito
distantes umas das outras, o que compromete a evolução de
suas caracterı́sticas. d) Algumas estruturas de dados, sub-
rotinas e indicadores de qualidade empregados em OMO com
dois ou três objetivos são impraticáveis em altas dimensões,
devido ao aumento exponencial da complexidade computa-
cional. e) A visualização das soluções estimadas não é trivial,
dificultando o processo de tomada de decisão.

Com o intuito de contornar alguns dos desafios citados,
diferentes abordagens foram investigadas e propostas nos
últimos anos. Segundo a taxonomia apresentada em [4], tais
métodos podem ser classificados em dois grupos: i) algorit-
mos baseados em relações de preferência alternativas [6]–
[8], e ii) algoritmos que transformam o problema original
com muitos objetivos em um problema relacionado. Algorit-
mos desta classe são baseados em funções de escalarização
(decomposição [9], [10] ou agregação [11]), indicadores de
qualidade [12], técnicas de redução de dimensão [13], ou
estratégias de particionamento de espaço [14].

Neste artigo, os autores investigam uma função de
escalarização para AEMOs baseados em decomposição.
Essencialmente, propõe-se uma função Tchebycheff cujas
ponderações são transformadas de forma a alcançar um me-
lhor mapeamento das soluções aproximadas. Essa abordagem
difere-se da decomposição Tchebycheff original em dois
pontos: assegura a minimização do desvio de uma solução
estimada em relação ao vetor ponderado usado; e possi-
bilita um melhor controle sobre o espalhamento das alternati-
vas estimadas, o que contribui diretamente para o processo
de convergência. A técnica sugerida é comparada a outras
decomposições populares na literatura quanto à capacidade de
minimização de problemas da famı́lia DTLZ [15], envolvendo
entre três e quinze funções objetivo. A análise dos resultados
indica uma forte competitividade da técnica, particularmente
em relação à convergência das soluções aproximadas.

Este trabalho está estruturado da seguinte forma. A Seção
II define formalmente o POM. A Seção III apresenta al-
guns fundamentos, caracterizando as principais funções de
escalarização. A Seção IV descreve a abordagem proposta.
A Seção V define o planejamento experimental e analisa os



resultados obtidos. Finalmente, a Seção VI conclui o trabalho.

II. PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO MULTIOBJETIVO

Sem qualquer perda de generalidade, um problema de
otimização multiobjetivo (POM) pode ser definido como [16]:

min
xxx

fff (xxx) = [f1(xxx), . . . , fm(xxx)]
T

sujeito a:




gi (xxx) ≤ 0, i = 1, . . . , ng

hj (xxx) = 0, j = 1, . . . , nh

xxx ∈ X

(1)

em que xxx = (x1, . . . , xn)
T ∈ X é um vetor de variáveis de

otimização; X ⊂ Rn é o domı́nio de otimização, usualmente
definido pelos limites inferior e superior das variáveis de
decisão; fff (·) : Rn �→ Rm constituem m funções objetivo
conflitantes; ggg (·) : Rn �→ Rng e hhh (·) : Rn �→ Rnh

representam respectivamente as restrições de desigualdade e
igualdade do problema. Assim sendo, o conjunto de soluções
factı́veis é dado por Ω ⊆ X:

Ω = {xxx ∈ X | gi(xxx) ≤ 0 ∧ hj(xxx) = 0 ∀ i, j}
e sua imagem f(Ω) define o conjunto de vetores viáveis
mapeado no espaço de objetivos.

Uma solução factı́vel xxx′ ∈ Ω domina outro ponto xxx ∈ Ω
se, e somente se, fk(xxx′) ≤ fk(xxx) para todo k ∈ {1, . . . ,m} e
∃ k tal que fk(xxx

′) 
= fk(xxx).
Quando não existe xxx ∈ Ω que domine um vetor xxx∗, esta

solução é dita Pareto-ótima, e o conjunto de soluções eficientes
pertencente a Ω é nomeado conjunto Pareto-ótimo P :

P = {xxx∗ ∈ Ω | �xxx ∈ Ω : fff(xxx) ≤ fff(xxx∗) ∧ fff(xxx) �= fff(xxx∗)} . (2)

A imagem desse conjunto no espaço de objetivos é chamada
fronteira Pareto-ótima F , definida como f(P), i.e.:

F = {yyy∗ = fff(xxx∗) | xxx∗ ∈ P} . (3)

III. CONCEITOS PRELIMINARES

MOEA/D (Multiobjective Evolutionary Algorithm based on
Decomposition) [10] é um método baseado em decomposição
cuja ideia principal consiste em decompor um POM em
um número finito de subproblemas de otimização mono-
objetivo, os quais são otimizados simultaneamente por meio de
funções escalares. Como a solução ótima de cada subproblema
é também Pareto-ótima com relação ao POM considerado,
espera-se que as estimativas encontradas para cada subpro-
blema representem uma aproximação adequada de P .

A estrutura do MOEA/D possibilita, em princı́pio, que
qualquer técnica de escalarização empregada na otimização
multiobjetivo clássica [16] seja usada para decompor um POM
em um conjunto de subproblemas de otimização escalar. As
estratégias mais populares são soma ponderada, Tchebycheff
ponderada, e boundary intersection1 [16].

1Alguns termos em inglês serão mantidos ao longo do texto para evitar
uma tradução mal compreendida.

A. Tchebycheff Ponderada

Assumindo λλλ = (λ1, . . . , λm)T um vetor ponderado, tal que
λi ≥ 0 para todo i = 1, . . . ,m e

∑m
i=1 λi = 1, o problema

de otimização escalar é definido como [16]:

min f tch(xxx | λλλ,zzz∗) = max
1≤i≤m

{λi|fi(xxx)− z∗i |}
sujeito a: xxx ∈ Ω

(4)

em que zzz∗ = (z∗1 , . . . , z
∗
m)T é um vetor objetivo de referência,

tal que z∗i < min{fi(xxx) | xxx ∈ Ω} para todo i = 1, . . . ,m.
Alternativas eficientes do POM são encontradas ao con-

siderar diferentes vetores ponderados λλλ. Essa estratégia de
agregação, ao contrário da soma ponderada, não é sensı́vel
à forma da fronteira Pareto, entretanto, promove a obtenção
de soluções frequentemente distantes do vetor de referência
empregado, o que dificulta o controle sobre a diversidade
do conjunto de alternativas determinado. Essa limitação é
discutida com mais detalhes adiante.

B. Penalty-based Boundary Intersection (PBI)

A função de agregação PBI [10] é uma variação da
técnica boundary intersection [17], e visa encontrar pontos
de interseção entre vetores de referência e o limite mais
inferior (no caso de problemas de minimização) da região
viável mapeada no espaço de objetivos, i.e., fff(Ω). O problema
de otimização escalar definido para a técnica PBI é dado por:

min fpbi(xxx | λλλ,zzz∗) = d1 + θd2

sujeito a: xxx ∈ Ω
(5)

d1 = |(fff(xxx)− zzz∗)Tλλλ|/‖λλλ‖
d2 = ‖fff(xxx)− (zzz∗ + d1λ̄̄λ̄λ)‖ ; λ̄̄λ̄λ = λλλ/‖λλλ‖

onde θ ≥ 0 é um parâmetro definido pelo usuário.
A Fig. 1 ilustra as medidas d1 e d2 com relação a um vetor

objetivo fff(xxx) e um vetor ponderado λλλ. Note que d1 possibilita
avaliar a convergência de fff(xxx) para a fronteira F , enquanto d2
viabiliza um controle sobre a diversidade das soluções. Assim
sendo, essa função de agregação permite ao usuário estabelecer
um compromisso entre a convergência e a diversidade das
soluções estimadas, por meio do ajuste a priori do fator de
penalidade θ, o qual influencia diretamente no desempenho da
abordagem. O emprego da PBI é particularmente interessante
nesse trabalho devido ao seu comportamento promissor em
problemas com muitos objetivos [18].

IV. FUNÇÃO DE ESCALARIZAÇÃO PROPOSTA

A técnica de decomposição proposta emprega uma função
Tchebycheff ponderada transformada, definida como:

min f tcht(xxx | ρρρ,zzz∗) = max
1≤i≤m

{ρi|fi(xxx)− z∗i |}
sujeito a: xxx ∈ Ω

(6)

em que
ρρρ = www/

∑m

i=1
wi e www = 1/λλλ .

Note que o vetor de referência λλλ é substituı́do pela
normalização do seu inverso, i.e., por ρρρ, e, como efeito, além



Fig. 1. Ilustração das medidas de distância, d1 e d2, com relação a um vetor
de referência arbitrário λλλ e um vetor objetivo fff(xxx).

de continuar assegurando a minimização do máximo desvio
|fi(xxx)−z∗i |, i = 1, . . . ,m, também promove a minimização da
distância entre um vetor objetivo fff(xxx) e um vetor ponderado
λλλ. Dessa forma, essa estratégia desempenha um papel similar
ao da abordagem PBI, porém sem a necessidade de se definir
parâmetros adicionais.

A. Interpretação Geométrica

A Fig. 2 ilustra os contornos das funções escalares f tch,
f tcht e fpbi considerando o vetor de referência λλλ = (0.7, 0.3).
A partir da Fig. 2(a), observa-se que o cone-negativo gerado
pela função f tch é deslocado em relação ao vetor ponderado,
apresentando sua origem sobre esse vetor somente quando
λi = 0.5 para todo i = {1, 2}. Este fato dificulta o
controle sobre a convergência e diversidade das soluções
aproximadas, sendo mais crı́tico em problemas com muitos
objetivos. Por outro lado, a função Tchebycheff transformada
f tcht reposiciona a origem do cone-negativo sobre o vetor de
referência, para qualquer ponderação considerada (veja a Fig.
2(b)), contornando a dificuldade ressaltada. Vale destacar que
a decomposição fpbi converge para a função f tcht quando
θ = 1.0 e λi = λ ∀i, i.e., somente para ponderações idênticas.
Para θ > 1 a função fpbi possibilitará a estimação de soluções
mais próximas ao vetor referência, entretanto, como a pressão
seletiva será maior, i.e., o cone-negativo será mais fechado
(Fig. 2(c)), poderá apresentar um desempenho degradado em
problemas onde a promoção de diversidade é crı́tica.

B. Definição dos Vetores de Referência

Um conjunto de N vetores de referência λλλ1, . . . ,λλλN é
gerado por meio de um método sistemático [17]. De forma
geral, N = CH+m−1

m−1 pontos são distribuı́dos em um simplex
m-dimensional, com um espaçamento uniforme δ = 1/H , em
que H > 0 é o número de divisões consideradas ao longo de
cada coordenada (objetivo).

A estratégia empregada cria k camadas de amostras a partir
de diferentes valores de H (H < m), similar ao mecanismo
discutido em [19], [20]. Nesta abordagem, cada conjunto
(camada) Li = {λλλ1

i , . . . ,λλλ
Ni

i }, i = 1, . . . , k, é usado para
compor o conjunto total de N = N1 + . . . + Nk vetores

ponderados. Para promover diversidade, as coordenadas dos
vetores gerados são deslocadas no interior do simplex via uma
transformação simples. Essencialmente, supondo um vetor
λλλi = (λ1

i , . . . , λ
m
i ), i ∈ {1, . . . , Ni}, sua j-ésima coordenada

é mapeada conforme:

λj
i = τiλ

j
i + (1 − τi)/m (7)

em que j ∈ {1, . . . ,m} e τi ∈ [0, 1] é um fator de contração.
Cada conjunto Li deve estar associado a um fator τi, em que
τi = 1 mantém o sistema original de coordenadas e τi → 0
implica uma contração máxima.

V. RESULTADOS

A. Problemas Teste

Os problemas DTLZ1 a DTLZ4 [15] têm sido frequente-
mente abordados na literatura no contexto de otimização com
muitos objetivos [18], [21]. Neste trabalho estas instâncias são
avaliadas considerando m ∈ {3, 5, 8, 10, 15}. O número de
variáveis de decisão é definido como n = m+ r − 1, em que
r = 5 para DTLZ1 e r = 10 para DTLZ2–4 [15].

B. Indicadores de Qualidade

1) Inverted Generational Distance (IGD): O indicador de
qualidade IGD [22] fornece uma medida de distância entre
os pontos de uma amostra detalhada da fronteira Pareto-ótima
(F∗) e as soluções estimadas (S) obtidas por um algoritmo.
O valor IGD de um conjunto S é dado por:

IGD(F∗,S) =
(∑

yyy∈F∗ d(yyy,S)
)
/ |F∗| (8)

em que d(yyy,S) é a distância Euclideana entre um ponto yyy ∈
F∗ e seu vizinho mais próximo em S, e |F∗| é a cardinalidade
de F∗. Assim, quanto menor o valor de IGD, melhor é a
aproximação de S em relação a F∗.

Neste artigo, o conjunto F∗ é obtido considerando os N ve-
tores ponderados e informações analı́ticas sobre os problemas
DTLZ1–4 [15]. De forma geral, obtém-se as soluções ótimas
que interceptam os vetores ponderados, logo |F∗| = |S|. As
coordenadas de uma solução ótima para o problema DTLZ1,
associada a um vetor ponderado λλλ, são dadas por [20]:

fi(xxx
∗) = 0.5λi/

∑m

j=1
λj , i ∈ {1, . . . ,m} .

De maneira similar, para os problemas DTLZ2–4, tem-se [20]:

fi(xxx
∗) = λi/

√∑m

j=1
λ2
j , i ∈ {1, . . . ,m} .

2) Hypervolume (HV): O indicador de qualidade HV [23]
calcula o hipervolume envolto pela fronteira de soluções
estimadas S e um ponto de referência yyyr dominado por todas
as soluções de S. Formalmente, esse indicador é descrito como
a medida Lebesgue Λ da união dos hipercubos hi definidos
por um ponto não-dominado yyyi e yyyr:

HV (S) = Λ
({⋃

i
hi | yyyi ∈ S

})
. (9)

Supondo a minimização das funções de um POM, quanto
maior o volume dominado, melhor a caracterı́stica da
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(c) PBI, λλλ = (0.7, 0.3), θ = 2.

Fig. 2. Ilustração dos contornos das funções ftch, f tcht e fpbi, no domı́nio bi-dimensional, considerando um vetor referência λλλ = (0.7, 0.3).

fronteira aproximada. Para o problema DTLZ1, usou-se
yyyr = (1.0, . . . , 1.0), e para DTLZ2–4 considerou-se yyyr =
(2.0, . . . , 2.0). O hipervolume exato foi calculado para m = 3,
enquanto para m > 3 obteve-se uma aproximação do hiper-
volume via simulação de Monte Carlo [12].

C. Planejamento Experimental

Para avaliar o desempenho da função de decomposição pro-
posta, a mesma é comparada com as escalarizações Tcheby-
cheff padrão e PBI. Essas estratégias são incorporadas ao
método MOEA/D [10], resultando nos algoritmos MOEA/D-
tch, MOEA/D-pbi e MOEA/D-tcht

2.
Os operadores evolutivos do MOEA/D aplicado incluem a

variação DE/rand/1/bin (F = 0.5 e CR = 0.5) seguida de
uma mutação polinomial (pm = 1/n e ηm = 20) [10]. Os
algoritmos são definidos com o mesmo tamanho de população
N , de acordo com a instância testada (Tabela I); o tamanho
da vizinhança é fixo, i.e., T = 20; o fator de penalidade
da estratégia PBI é θ = 5 [10], [18]; e considera-se uma
probabilidade γ = 0.1 de que a seleção para variação envolva
todos os vetores referência [24]. Por fim, os algoritmos foram
executados 30 vezes em cada um dos problemas.

Para o cálculo aproximado do indicador HV são empregados
10, 000 pontos na simulação de Monte Carlo [12].

D. Análise dos Resultados

Inicialmente, avalia-se a capacidade das estratégias em esti-
mar soluções que promovam a minimização das distâncias d1
e d2 (veja Fig. 1) em relação aos vetores ponderados gerados.
A Fig. 3 apresenta gráficos em que as técnicas TCHt, TCH
e PBI são comparadas considerando as médias das distâncias
para todas as fronteiras estimadas. De maneira geral, a técnica
TCH obteve o pior desempenho em todos os casos avalia-
dos, o que é um resultado direto do efeito de deslocamento
do cone-negativo em relação ao vetor de referência. Nessa
situação, a medida d2 aumenta enquanto d1 diminui. Por outro
lado, as estratégias TCHt e PBI foram capazes de aproximar
adequadamente as medidas ótimas em praticamente todos os
problemas. Embora não esteja evidente pelo gráfico, como a

2Os algoritmos e indicadores de qualidade estão disponı́veis em http://www.
ppgee.ufmg.br/∼lusoba/files/cbic2015.zip.

TABLE I
TAMANHO DA AMOSTRA H E TAMANHO DA POPULAÇ ÃO N .

m Tamanho da amostra (H) Tamanho da população (N )
3 H = 12 91
5 H = 6 210
8 H1 = 3, H2 = 2 156
10 H1 = 3, H2 = 2 275
15 H1 = 2, H2 = 2, H3 = 1 255

Os fatores de contração para HHH = (3, 2) são τττ = (1.0, 0.5),
respectivamente, e para HHH = (2, 2, 1) usou-se τττ = (1.0, 0.8, 0.5).

decomposição PBI exerce uma maior pressão seletiva, essa
técnica alcançou em geral menores valores de d2. Entretanto,
essa mesma caracterı́stica pode explicar sua maior dificuldade
de convergência no problema DTLZ3.

A Tabela II apresenta os valores de IGD (melhor, médio e
pior) calculados com base nas soluções de F∗. Assim sendo,
essa medida está diretamente relacionada aos valores médios
de d2 encontrados na análise anterior e, conforme esperado, a
abordagem PBI obteve os melhores resultados em um maior
número de instâncias. A técnica TCHt, entretanto, superou a
decomposição TCH em todos os casos, e encontrou em geral
valores de IGD competitivos com aqueles estimados pela PBI.

Observa-se pela Tabela III que a decomposição TCHt

dominou a técnica TCH em todos os testes e, além disso,
apresentou muitos valores de HV competitivos ou melhores
do que aqueles obtidos pela PBI. De fato, como a TCHt

não aproximou tão bem as soluções ótimas pertencentes a
F∗, esse maior espalhamento das soluções estimadas pode
ter contribuı́do para a determinação de maiores valores de
HV. Ainda nesse sentido, é possı́vel que a técnica TCHt

consiga melhorar seu indicador IGD, caso um conjunto maior
de soluções eficientes seja considerado em substituição a F∗.
Essa análise, entretanto, não é explorada neste trabalho.

Por fim, considerando a visualização da sobreposição de
todas as 30 fronteiras estimadas pelos algoritmos, quando m ∈
{3, 5, 8, 10, 15}, ressalta-se que o MOEA/D-tcht aproximou
a fronteira Pareto-ótima em todas as execuções realizadas, e
para todos os problemas teste. Os métodos MOEA/D-tch e
MOEA/D-pbi, no entanto, apresentaram falha de convergência,
inclusive em problemas mais simples, com m = 3. Figuras
ilustrativas não são apresentadas devido a limitação de espaço.
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Fig. 3. Boxplot das medidas médias das distâncias d1 e d2 considerando todas as fronteiras estimadas e todas as instâncias testadas. Em cada problema,
o valor ótimo de d1 deve tender à curva pontilhada superior (definida em 0.3643, 0.3288, 0.3201, 0.3131 e 0.3358 para o problema DTLZ1 com m ∈
{3, 5, 8, 10, 15}, respectivamente, e definida em 1.0 para os problemas DTLZ2–4), e o valor ótimo de d2 deve tender à zero (curva pontilhada inferior).

VI. CONCLUSÕES

Neste artigo propôs-se uma função de escalarização Tcheby-
cheff transformada para otimização de problemas com muitos
objetivos no contexto de AEs baseados em decomposição.
A estratégia apresentada aplica uma transformação sobre a
função Tchebycheff padrão, possibilitando um melhor controle
sobre a convergência e diversidade das soluções aproximadas.

O desempenho da decomposição proposta foi comparado
ao das técnicas Tchebycheff padrão e PBI nos problemas
DTLZ1–4, assumindo m ∈ {3, 5, 8, 10, 15}. Os resultados
obtidos sugerem uma forte competitividade entre TCHt e
PBI, em que a primeira destaca-se por não depender de
parâmetros adicionais e, principalmente, por ter apresentado
valores promissores de HV e uma taxa de convergência de
100% para a fronteira Pareto-ótima, em todos os problemas
testados. A estratégia TCHt desempenha uma pressão seletiva
relaxada em relação a PBI com θ > 1.0, e embora esse
fato tenha comprometido a convergência das estimativas para
os pontos de F∗, possivelmente contribuiu para uma maior
promoção de diversidade entre as soluções obtidas. Além
disso, a abordagem sugerida dominou a técnica Tchebycheff
original em todas as situações analisadas, justificando assim
sua aplicação em AEs baseados em funções de decomposição.
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TABLE II
VALORES DE IGD (MELHOR, MÉDIO, PIOR). AS MEDIDAS EM NEGRITO SUGEREM O MÉTODO QUE ALCANÇ OU O MELHOR DESEMPENHO.

DTLZ Obj. (MaxGen) MOEA/D-tcht MOEA/D-tch MOEA/D-pbi
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5 (600) (1.168e-03 1.615e-03 1.991e-03) (1.123e-01 1.125e-01 1.129e-01) (7.340e-04 1.275e-03 2.508e-03)

1 8 (750) (1.155e-02 1.371e-02 2.002e-02) (2.178e-01 2.228e-01 2.263e-01) (6.041e-03 7.486e-03 1.026e-02)
10 (1000) (1.071e-02 1.292e-02 1.888e-02) (2.366e-01 2.407e-01 2.435e-01) (4.884e-03 5.394e-03 6.390e-03)
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