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Resumo — No presente texto revisitam-se alguns aspectos de sinais cadticos gerados por sistemas de tempo discreto ou mapas.
Em particular, destaca-se o emprego de técnicas comumente utilizadas para sinais aleatérios na sua caracteriza¢do. Para tanto,
inicia-se com uma breve revisdo das principais defini¢des e propriedades dos sinais cadticos de tempo discreto, exemplificando-se
também diversos mapas capazes de gera-los. A seguir, as técnicas e conceitos apresentados sao utilizados na dedugdo das carac-
teristicas temporais e espectrais de sinais gerados por alguns mapas lineares por partes. Por fim, sugerem-se temas de pesquisa
futuros.
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Abstract — This paper reviews some aspects of chaotic signals generated by discrete-time systems or maps. In particular, we
highlight the use of techniques commonly used for random signals in their characterization. To do so, we begin with a brief
review of the main definitions and properties of discrete-time chaotic signals, exemplifying several maps capable of generating
them. Next, the presented techniques and concepts are used to deduce the temporal and spectral characteristics of signals gene-
rated by some piecewise linear maps. Finally, future research topics are suggested.
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1. INTRODUCAO

De forma simplificada, pode-se dizer que um sinal cadtico é limitado em amplitude, aperiédico e apresenta Dependéncia
Sensivel com as Condicdes Iniciais (DSCI) [1]. Essa ultima propriedade significa que se o sistema que o gerou for iniciado com
uma condicdo ligeiramente diferente, o sinal obtido pode apresentar valores completamente distintos do sinal anterior em curto
periodo de tempo [1].

Em Comunicagdes e Processamento de Sinais, as pesquisas envolvendo aplicagcdes de sinais cadticos tém inicio no comeco
da década de 1990 ap6s os trabalhos seminais [2,3]. Desde entdo, as possibilidades de aplicagdo da Teoria do Caos nessas
dreas vém aumentando, indo desde modulagdes analdgicas e digitais até criptografia, geracdo de sequéncias pseudoaleatdrias,
marcas d’dgua e muitas outras (veja, por exemplo, [4—12]). Além disso, mostrou-se que modelos de diversos dispositivos usados
em processamento de sinais como equalizadores cegos e redes de phase-locked loops podem apresentar comportamento cadtico
[13-17].

Especificamente em Telecomunicagdes, as propostas giram em torno de se transmitir informag@o digital codificada em um
sinal cadtico. Dessa forma, cada simbolo € transmitido por uma forma de onda unica, diferentemente do que acontece nos sis-
temas de comunicacdo digital usuais, em que a cada simbolo da constelacdo atribui-se uma forma de onda. Essa abordagem
ndo permite, em principio, utilizar os receptores 6timos baseados em filtros casados [18]. Assim, em um canal nao dispersivo,
esperam-se taxas de erro de bit mais altas do que as encontradas em sistemas convencionais. Essa desvantagem pode eventual-
mente ser compensada por um incremento na seguranga [19] e pelo fato dos sinais cadticos serem de banda larga em geral, o que
implica em propriedades tipicas dos sistemas de espalhamento espectral [7].

Apesar de ser necessdrio muita pesquisa para tornar esses sistemas efetivamente competitivos, as primeiras implementacdes
praticas vém surgindo nos ultimos anos. Por exemplo, um grupo de pesquisadores do Laboratério de Comunicagdes Oticas da
Universidade de Atenas, na Grécia, implementou recentemente um enlace de 120 km de fibras dpticas na regidao metropolitana
de Atenas transmitindo na faixa de gigabits por segundo usando portadoras cadticas. O trabalho foi publicado no prestigiado
periddico Nature [19,20]. Recentemente diversos sistemas de comunicagdo baseados em caos foram patenteados por grandes
empresas. Veja por exemplo [21,22].

Tendo essa situagdo em mente, vem-se estudando o desempenho de sistemas de comunicac¢ao baseados em caos em situacdes
realistas e formas de aperfeicod-los de modo a atingirem comportamentos aceitdveis em aplicacdes praticas. Um dos aspectos
mais relevantes nessa linha é obter expressdes exatas para Densidade Espectral de Poténcia (DEP) e faixa de frequéncias ocu-
pada por esses sinais. Muitos trabalhos citam “banda larga” como uma propriedade dos sinais cadticos [7,23]. No entanto,
essa caracterizacao estd longe do que € necessdrio em sistemas de comunicagao praticos. Como os canais fisicos sdo sempre de
banda limitada, € necessario conhecer exatamente qual a largura de banda ocupada por um sinal cadtico transmitido e, preferen-
cialmente, ser capaz de controld-la. Dessa forma, essa lacuna precisa ser preenchida para viabilizar o emprego pratico desses
sistemas.
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No presente texto, revisitam-se alguns resultados analiticos relacionados a DEP desses sinais [24-27]. A ideia bdsica é
empregar para sinais cadticos o arcabougo utilizado usualmente para tratar sinais aleatérios, seguindo a visdo da reconhecida
obra de A. Lasota and M. MacKey, Probabilistic properties of deterministic systems [28].

Para tornar o texto acessivel a uma audiéncia mais ampla e ilustrar efetivamente as técnicas descritas, na Se¢ao 2 sdo apre-
sentadas definicdes e notacdes bdsicas relacionadas a sistemas dindmicos em tempo discreto. Também sao apresentados alguns
mapas Geradores de Sinais Caéticos (GSC). A seguir, na Secdo 3 discutem-se resultados relacionados a caracterizagdo espectral
dos sinais caéticos. Por fim, na Se¢do 4 colocam-se algumas conclusdes e propde-se ideias de trabalhos futuros.

2 SINAIS CAOTICOS DE TEMPO DISCRETO: NOTACAO E DEFINICOES BASICAS

Nesta secdo definem-se e comentam-se os principais conceitos relacionados a sistemas dindmicos ndo lineares de tempo
discreto necessdrios para as discussdes nas secdes subsequentes. O texto apresentado € inspirado principalmente em trechos da
dissertagdo de mestrado [29] e da tese de doutorado [30] do autor, com as devidas atualiza¢des e padronizacdo de notacao.

Na Secfo 2.1 define-se a notagdo utilizada na representacdo de mapas e sinais. A seguir, na Se¢do 2.2, sdo apresentados
os conceitos de DSCI e expoentes de Lyapunov. A partir deles, na Secdo 2.3, formaliza-se a defini¢do de sinais cadticos e na
Secdo 2.4 exemplificam-se alguns GSCs. Por fim, na Se¢@o 2.5 expdem-se os conceitos de densidade invariante e operador de
Frobenius-Perron, introduzindo-se a abordagem estatistica para sinais cadticos.

2.1 Conceitos e defini¢oes basicos

Um sistema dindmico é um conjunto de possiveis estados com uma regra determinista que define o estado presente em fungéo
dos anteriores. Neste texto trata-se em particular dos sistemas dindmicos de tempo discreto, definidos a seguir.

Defini¢io 1 Seja f (.) uma fungdo cujo espago de partida U C R (dominio) é igual ao espago de chegada (contradominio). A
equagdo de diferencas

s(n+1) = f(s(n), (1)

comn € N, s(0) = sg € U, representa um sistema dindmico de tempo discreto ou mapa.

Defini¢io 2 A 6rbita ou sinal correspondente a sq gerado a partir de f (.) e sq fixo é a fungio s(n) = £ (sg), em que ¥ (.)
representa a k-ésima aplicagdo sucessiva de f (.) e £°(sg) = so. O ponto sg é chamado de condicdo inicial de s(n). Quando
for importante destacar a condi¢do inicial sy de um sinal, ele serd indicado por s (n; s¢).

Defini¢do 3 A trajetdria da 6rbita s (n; sp) de f(.) é o conjunto
Sso = {s(n;s0),n € N}. )
Definicio 4 Um ponto ¢ é dito ponto fixo do mapa ou de f (.) se f (¢) = ce, portanto, s(n;c) = ¢,Vn € IN.

A periodicidade e a estabilidade de 6rbitas periddicas sdo importantes no estudo de sinais cadticos, pois a auséncia de periodo
€ uma das principais caracteristicas desses sinais. Assim, definem-se a seguir periodicidade, estabilidade e conceitos relaciona-
dos.

Definicido 5 Seja o mapa (1) e p um ponto do dominio de f(-). O ponto p é dito eventualmente periédico de periodo k > 0 se
para algum n, € N, f*T*(p) = f"(p) para todo n > n, e k é o menor natural que satisfaz essa condi¢do. A 6rbita s(n; p) é
dita eventualmente periddica de periodo k. No caso em que n, = 0, p é dito periddico e s(n;p) é periddica de periodo k.

Defini¢do 6 Seja o mapa (1), com f(-) continua e diferencidvel. Uma 6rbita s(n; a) é dita assintoticamente periddica se conver-
gir para uma 6rbita periédica quando n — oo; ou seja, existe uma drbita periddica s(n; p) tal que lim,, o ||S(n; a) — s(n; p)|| =
0. O ponto a ¢ dito assintoticamente periodico. Uma 6rbita (respectivamente, ponto) nio assintoticamente periédica (periddico)
é chamada de aperiddica (aperiddico).

Definicao 7 Um ponto fixo c de (1) é:
1. atrator se existe 6 > 0 tal que, para qualquer 6rbita s (n; sg) com ||sg — ¢|| < 4, lim, o 8 (n,80) = ¢;

2. estdvel segundo Lyapunov se, dado € > 0, existe um ¢ > 0 tal que se ||so — ¢|| < J entdo ||s (n;s0) — ¢|| < ¢ para todo
n > 0;

3. assintoticamente estdvel se € atrator e estavel segundo Lyapunov;

4. instdvel se ndo € atrator e nem estdvel segundo Lyapunov.
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Figura 1: Diagrama esquemadtico do comportamento de uma orbita proxima (a) de um ponto fixo atrator (b) de um ponto fixo
estavel segundo Lyapunov.

As trajetdrias que se iniciam préximas de um atrator podem sair de suas proximidades a curto prazo, porém, devem aproximar-
se dele a longo prazo. As trajetdrias que se iniciam préximas de um ponto fixo estdvel segundo Lyapunov devem permanecer nas
proximidades desse ponto para todo n > 0, ndo convergindo, necessariamente, para ele. Essas situacdes sao mostradas de forma
esquemdtica nas Figuras 1(a) e (b). As trajetdrias préximas de um ponto fixo assintoticamente estdvel além de convergirem para
ele, permanecem o tempo todo numa vizinhanca dele.

Se uma 6rbita s(n; p) é periddica de perfodo k para o mapa (1), p é um ponto fixo do mapa s(n + 1) = f* (s(n)). Assim,
a andlise da estabilidade da 6rbita periddica s(n;p) € feita por meio da andlise da estabilidade do ponto fixo p do sistema
s(n+1) = f*(s(n)).

O conjunto limite de uma O6rbita é o conjunto de pontos cuja vizinhanga € frequentemente visitada por ela. Formalmente,
tem-se a defini¢do a seguir.

Defini¢do 8 O conjunto limite da 6rbita s (n; sg) de f(-) é dado por
Q(s0) = {s/V{nwe}t,In > n,, ||f"(so) —s|| <e}. 3)

Se Q2 (s0) é o conjunto limite de um 6rbita e o é uma outra condic@o inicial, entdo diz-se que a érbita s (n; r¢) (ou o ponto
r0) € atraido para € (sg) se (ro) C Q(so).

Pontos de uma 6rbita podem ou néo estar contidos em seu conjunto limite. O conjunto limite pode ndo ter nenhum ponto em
comum com a drbita, como no caso do conjunto limite de uma 6rbita convergindo assintoticamente para um ponto fixo atrator.
Nesse caso, o conjunto limite € um tnico ponto, o ponto fixo atrator. A Orbita € atraida para esse ponto fixo.

Definicao 9 Um atrator ¢ um conjunto limite que atrai um conjunto de condi¢des iniciais de medida nao nula. Esse conjunto de
condicdes iniciais € chamado de bacia de atracdo.

Um conjunto A C B é denso em B se arbitrariamente proximo de cada ponto de B existe um ponto de A. Em outras palavras,
para cada s, em B e cada ¢ > 0, a vizinhanca {s € U/ ||s. — s|| < £} contém um ponto de A.

2.2 Nuamero e expoente de Lyapunov
Um conceito fundamental para o estudo de sinais cadticos € a DSCI definida a seguir [1].

Defini¢io 10 Seja (1) um mapa em U C R™. Um ponto so € U tem DSCI se existe uma distincia euclidiana ndo nula ¢
tal que pelo menos algum ponto arbitrariamente proximo de sg € eventualmente mapeado a pelo menos ¢ unidades da imagem
correspondente a sg. Mais precisamente, existe £ > 0 tal que, para qualquer 6 > 0, a bola aberta de raio 0 centrada em sq,
{s €U/ ||s — so|| < ¢}, contém pelo menos um ponto s, tal que || f™* (s.) — f™* (so)|| > € para algum n, € IN. Nessas
condigdes, a 6rbita s (n; sg) apresenta DSCI.

Valendo-se apenas dessa defini¢do, é dificil verificar essa propriedade para uma dada drbita, exceto em casos excepcionais.

A seguir definem-se os expoentes de Lyapunov que representam taxas de divergéncia exponencial média entre duas 6rbitas
suficientemente proximas e que possibilitam a verificagdo da DSCI de forma operacional. Dai a importancia do estudo de sua
definicdo e de métodos numéricos para o seu célculo. Inicia-se com o caso unidimensional e, a seguir, passa-se ao caso M-
dimensional.



Learning and Nonlinear Models - Journal of the Brazilian Society on Computational Intelligence (SBIC), Vol. 16, Iss. 1, pp. 1-25, 2018

(© Brazilian Computational Intelligence Society
2.2.1 Caso unidimensional

O comportamento das drbitas do mapa unidimensional de tempo discreto

s(n+1) = f(s(n)), @

nas proximidades de um ponto fixo é fortemente influenciado pela derivada de f(-) nesse ponto, supondo que ela exista. Por
exemplo, se ¢ é um ponto fixo de f(-) e 0 mddulo da derivada nesse ponto obedece |f'(c)| = ¢ > 1, entdo toda drbita s (n; sg)
com sq suficientemente proximo de c afasta-se de ¢ com uma taxa multiplicativa de aproximadamente ¢ por iteragcdo, até mover-
se para longe de c. Isto pode ser visto pela expanséo em série de Taylor de f (sg) em torno de c:

f(s0) = f(e) + f'(c) (s0 — ¢) = f(s0) — f(c) = f'(c) (s0 — ¢) =
= [f(s0) —c| = L]so — . (5)

Para um ponto periddico p de periodo k, essa informagdo pode ser obtida olhando-se a derivada da k-ésima iteragdo de f(-)
jé que p é ponto fixo de f*(-). Pela regra da cadeia,

o=t w) ) () ) =
k—1

) =TI f (s(mip)), (6)
n=0

ou seja, f* (p) é o produto das derivadas de f(-) calculadas nos k pontos distintos de S,. Suponha que o médulo desse produto
seja £ > 1. Pelo mesmo raciocinio utilizado para pontos fixos, uma 6rbita com condig@o inicial préxima de p separa-se de s(n; p)
a uma taxa de aproximadamente ¢ depois de k iteragdes. Faz sentido entdo descrever a taxa multiplicativa média de separagdo
por iteragdo entre as duas 6rbitas como sendo L = (£)'/.

O niimero de Lyapunov generaliza as taxas obtidas acima para o caso em que os pontos néo sao necessariamente periddicos.

Definicéio 11 Seja o mapa unidimensional (4). Se f(-) for diferencidvel nos pontos da trajetdria da érbita s (n; sg), 0 seu niimero

de Lyapunov é
1/N

N-1
— 3 !
L(so) = lim_ L[o |/ (s(n))] @)
se o limite existir. O expoente de Lyapunov h(sg) é definido como
h(so) = In(L(so)), ®)

se L(sp) existir.

Segue da defini¢do que o nimero de Lyapunov de um ponto fixo ¢ do mapa (4) é |f’(c)| e o expoente de Lyapunov de um
ponto periddico sg = p de periodo k desse mesmo mapa é

k—1 ’ .

A Definicdo 11 permite algumas consideracdes sobre estabilidade:

e um ponto fixo ou uma Orbita periddica que tenha expoente de Lyapunov negativo serd assintoticamente estdvel pelo argu-
mento apresentado em (5), ja que nesse caso ¢ < 1;

e também de (5), conclui-se que expoente de Lyapunov positivo indica que o ponto fixo ou a 6rbita periddica € instavel, pois
nesse caso £ > 1.

Esses fatos s@o relevantes por causa do seguinte teorema, cuja demonstragdo é apresentada em [1]:

Teorema 1 Seja o mapa (4). Se a 6rbita s (n; so) satisfaz [’ (s(n)) # 0 para todo n € IN e é assintoticamente periédica tendo
como limite a 6rbita periddica s(n; p), entéo as duas Grbitas t€m expoentes de Lyapunov idénticos, assumindo que ambos estejam
definidos.

Conclui-se assim que se uma O6rbita limitada possui expoente de Lyapunov positivo ela ndo pode ser assintoticamente
periddica tendo como limite uma 6rbita periddica assintoticamente estdvel ou convergir para um ponto fixo assintoticamente
estavel. Assim, restam duas possibilidades para esse tipo de érbita

e ou ela é assintoticamente periddica convergindo para uma 6rbita periddica instdvel, caso pouco provédvel em geral; ou

e cla é aperiddica.
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Essa conclusio é fundamental para a classificagdo de uma 6rbita como “cadtica”, como serd visto na Segdo 2.3.

E comum um mapa ter um tnico atrator estdvel que atrai quase todas' as condi¢des iniciais. Nesse caso, quase todas as
orbitas terdo mesmo expoente de Lyapunov h que é igual ao de uma Orbita que se inicia dentro do atrator. Para esses mapas,
toma-se a liberdade de escrever que h é o expoente de Lyapunov do mapa, como € usual na literatura.

Finalmente, outro conceito que € conveniente definir neste ponto € o de mapas conjugados. O nimero de Lyapunov € simples
de ser calculado, por exemplo, para sinais gerados por mapas lineares por partes, ja que esses apresentam derivada constante
em cada trecho. Porém para mapas mais genéricos, a determinag@o desse nimero e das propriedades associadas a ele tornam-
se mais dificeis. A conjugacdo permite deduzir propriedades das orbitas de um mapa a partir da “parecenca” dele com outro
eventualmente mais simples.

Definicéio 12 Seja C(-) um mapa continuo e injetor. Os mapas f(-) e g(-) sdo conjugados se eles estdo relacionados por uma
mudanga de coordenadas C(-) tal que C' o f(-) = g o C(+). A notaggo C o f(-) significa C (f(-)) e C(-) é chamado de mapa de
conjugagdo.

O mapa C(-) indica uma correspondéncia entre pontos dos mapas f(-) e g(-). O seguinte teorema, demonstrado em [1]
resume a relevancia da conjugacao no estudo de sistemas dindmicos ndo lineares.

Teorema 2 Considere os mapas f(-) e g(-) conjugados por C(-). Pode-se afirmar que:
1. se p é um ponto periédico de periodo k de f(-), entdo C(p) é um ponto periédico de periodo & de g(-);

2. se a derivada de C(-) é ndo nula em todos os pontos da drbita s (n; sg) de f(-) entdo existe uma 6rbita correspondente
C (s (n;s0)) de g(-) com mesmo nimero de Lyapunov.

Esse teorema expressa que dados dois mapas conjugados, a cada 6rbita de um corresponde uma 6rbita do outro com mesmo
periodo e mesmo nimero de Lyapunov.

2.2.2 Caso M -dimensional

Em sistemas discretos M -dimensionais, a cada Orbita estdo associados M expoentes de Lyapunov.
Seja o mapa (1) com f : U € RM — RM diferencidvel e seja J;, = D f* (s0) o jacobiano de f* (-) calculado em s¢. Para

m=12,...,M, seja T,gm) o comprimento do m-ésimo maior semieixo do elipsoide Ji FE (sg) para uma 6rbita com condigéo

inicial sp em que E (sg) é uma hiperesfera de raio unitdrio centrada em so. A notagio JyFE (sg) representa o produto dos
versores que descrevem a hiperesfera E (sg) pelo jacobiano Jj. Entdo rlgm) mede a contragdo ou expansio préximo a 6rbita de

s durante as primeiras k iteragdes na direcdo do m-ésimo maior eixo do elipsoide Jy E, que é representada pelo versor u,(;”).

A Figura 2 ilustra esses conceitos no caso bidimensional.

f)

\

E(so) JiE(s0)

Figura 2: Evolu¢io de uma esfera centrada na condigdo inicial sg quando submetida ao mapa (1), com f(.) diferencidvel. Caso
bidimensional.

Defini¢do 13 O m-ésimo nimero de Lyapunov, m = 1,2,...,M, de s (n; so) é dado por
1/k
L™ (s0) = lim (r};")) , (10)
k—o0

se o limite existir. Nesse caso, o m-ésimo expoente de Lyapunov de s (n; so) é h(™ (sq) = In L("™) ().

10 termo quase toda(o)s neste texto é usado no sentido de que existe apenas um conjunto de medida nula que nio satisfaz a propriedade.

5



Learning and Nonlinear Models - Journal of the Brazilian Society on Computational Intelligence (SBIC), Vol. 16, Iss. 1, pp. 1-25, 2018

(© Brazilian Computational Intelligence Society

Note que a defini¢do assegura que, para uma certa Grbita, os nimeros e expoentes de Lyapunov obedecem L(1) (so) >
L3 (59) > ... > LM (50) e kY (59) > b (s0) > ... > hM) (s0), respectivamente.

Pode-se demonstrar [1] que todas as consideracgdes feitas no caso unidimensional continuam vélidas para o caso multidimen-
sional, inclusive o Teorema 1 e as observacdes que o seguem, devendo-se considerar nas andlises o sinal do maior expoente de
Lyapunov h(!) (s0) da 6rbita. Ou seja, a existéncia de um dnico expoente de Lyapunov positivo ja impede a 6rbita de convergir
para um ponto fixo atrator ou para uma orbita periddica atratora.

No restante do texto, para facilidade de notagio, o maior expoente de Lyapunov de uma 6rbita 2(!) (s¢) serd denotado por
h (80). Quando o mapa tem um Unico atrator que atrai quase todas as 6rbitas, representa-se os expoentes de Lyapunov do atrator
simplesmente por h(™, m = 1,2, ..., M, que sdo ditos expoentes de Lyapunov do mapa, como é usual na literatura.

Existem diversas técnicas para o cdlculo numérico dos expoentes de Lyapunov para os sinais gerados por um dado mapa.
Pode-se citar a cldssica abordagem do mapa tangente (veja, por exemplo, [1, p. 199-203]) e a das dindmicas clonadas, recente-
mente proposto em [31].

2.3 Sinais caéticos
A defini¢ao de sinais cadticos utilizada aqui € a introduzida por [32] na forma como foi expressa em [1].
Definicao 14 Um sinal limitado em amplitude é cadtico se é aperiddico e apresenta DSCI.

Uma 6rbita com DSCI, pela prépria Definicdo 10, € instavel ja que é sempre possivel encontrar um ponto arbitrariamente
préximo de sua condigdo inicial cuja 6rbita relacionada estd distante apés algumas iteracdes. E exatamente ai que reside a
“imprevisibilidade” caracteristica dos GSCs. Como, numa situagdo pratica, muitas vezes nao se sabe com toda a precisdo a
condicao inicial de uma 6rbita, € impossivel prever o valor assumido pelo sinal gerado apds certo tempo (conhecido como tempo
de horizonte) dependente da incerteza na condig¢ao inicial.

Como foi visto, os expoentes de Lyapunov funcionam como uma quantificagcdo da DSCI. O seguinte teorema garante esse
fato [1].

Teorema 3 Suponha que um sinal s (n; sg) tenha maior nimero de Lyapunov L (sg) e maior expoente de Lyapunov h (so).
Esse sinal apresentard DSCI se L (sg) > 1 ou h (sg) > 0.

Esse teorema € bastante intuitivo considerando-se que os expoentes de Lyapunov medem a divergéncia exponencial de 6rbitas
préximas. Como existem algoritmos disponiveis para o cdlculo numérico dos expoentes de Lyapunov [1,31], tem-se uma forma
quantitativa para se determinar se uma Orbita apresenta DSCI. Desse teorema, segue que

Corolario 1 Um sinal s (n; so) limitado em amplitude, aperiddico e satisfazendo
h (s¢) > 0 é cadtico.

A determinagdo da periodicidade ou ndo de um sinal nio é simples. E usual tomar-se a condicio h (so0) > 0 como “suficiente”
para considerar um sinal como cadtico na literatura focada em aplica¢des. Essa escolha € numericamente justificavel pelo fato de
que apenas sinais periédicos instdveis possuem A (sg) > 0, como visto na Secéo 2.2. Esses sinais tém, em geral, probabilidade
nula de serem obtidas num experimento numérico.

Outra defini¢@o usual na literatura € a de atrator cadtico [1].

Definicéio 15 Seja o sistema dindmico s(n + 1) = f (s(n)) e um sinal cadtico s (n; sg) gerado por esse sistema. O conjunto
 (sp) dessa 6rbita é chamado de conjunto cadtico se sg € §2(so). Um atrator cadtico é um conjunto cadtico que também é um
atrator.

Em outras palavras, um conjunto cadtico € o conjunto limite de uma 6rbita cadtica que estd contida no seu conjunto limite. A
exigéncia de que a Orbita cadtica esteja contida no seu proprio conjunto limite garante que o conjunto cadtico tenha uma 6rbita
densa e que, portanto, seja irredutivel.

2.4 Alguns geradores de sinais cadticos

Nesta secdo apresentam-se alguns mapas utilizados que podem ser utilizados como GSCs. Inicia-se com mapas unidimensi-
onais, incluindo-se os mapas tenda, tenda inclinada e quadratico. Em seguida, passa-se a mapas multidimensionais, especifica-
mente os mapas de Hénon, de Ikeda e uma versao tridimensional do mapa de Hénon.

241 Mapa tenda fr (")

O mapa tenda unidimensional é dado por
fr(s) =1-2|s|, (1D)

definindo o sistema dindmico
s(n+1) = fr(s(n)), (12)
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Figura 3: (a) Mapa tenda fr(s); (b) 6rbita com condi¢io inicial so = v/2/2.

com condigdo inicial s(0) = so € U = [—1,1]. Na Figura 3 mostram-se um grifico de fr(s) e uma 6rbita gerada a partir de
12).

Paras # 0, | f7-(s)| = 2 e portanto L (sg) = 2 e h (s¢) = In 2 para todas as érbitas com condi¢@o inicial sy cuja trajetéria ndo
inclua s = 0. O fato de que A > 0 implica no provavel aparecimento de érbitas cadticas nesse sistema. Na verdade, utilizando-se
a teoria de dinamica simbdlica, pode-se mostrar que existe uma quantidade ndo enumerdvel de condigdes iniciais que geram
Orbitas cadticas para esse mapa, sendo seu atrator cadtico o intervalo U [33].

E importante ressaltar que, para qualquer condigdo inicial so racional, a érbita s (n; s¢) converge para o ponto fixo ¢ = —1.
Assim, o comportamento cadtico das drbitas desse mapa ndo pode ser observado em simulagdes computacionais por meio de
iteragdes de (12). Para simular a utilizacdo de condicdes iniciais irracionais pode-se utilizar a abordagem de sistemas lineares
alimentados por entradas aleatdrias descrita em [34].

2.4.2 Mapa tenda inclinada f;(-)

O mapa tenda inclinada é definido por

sto+ 1) = fitstn)) = { T T et ST e 13

com pardmetro —1 < o < 1 e s(0) = s9 € U = [—1,1]. Um griéfico de f(-) para a = 0,8 é mostrado na Figura 4(a) e a 6rbita
s(n; 0) na Figura 4(b).

O nimero de Lyapunov L(sg) para quase todas as Grbitas s(n; sg) é a média geométrica do mddulo da derivada dos dois
trechos lineares do mapa, ponderada pelo comprimento de cada um dos segmentos [35]. Assim, o expoente de Lyapunov de

quase todas as Grbitas de fr(-) é
1+« 2 l1-a 2
hr = 1 1 . 14
=7 n<1—|—a>+ 2 n(l—a) (19

Na Figura 4(c) mostra-se a variagdo de h; com a. Observa-se que, para os valores de o admissiveis h; > 0 e, portanto, os
sinais aperiddicos gerados sdo caédticos. O valor maximo € hyy,., = In2 e ocorre para o« = 0, que corresponde ao mapa tenda
fr() AD.

Um resultado interessante proveniente da teoria da dindmica simbdlica [1] é que para qualquer —1 < o < 1, f;(.) apresenta
Orbitas cadticas densas em U sendo esse seu atrator cadtico.

2.4.3 Mapa de Bernoulli com r segmentos f5(-)

Seja r um inteiro comr > 2e —1 = ap < a1 < ag < ... < o, = 1 uma parti¢do do intervalo U = [—1,1]. O mapa de
Bernoulli com r segmentos fp : [—1,1[— [—1,1[ é definido por
2 o+ oi_q
s(n+1) = fg (s(n)) = ———s(n) — ———2=— para s(n) € [a;_1,a;]. (15)
(1) = fi () = " slm) = T para () € o

7
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()

s(n,0)
<

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4: (a) Mapa tenda inclinada f;(-); (b) trecho da 6rbita s(n; 0) para o = 0,8; (c) Expoente de Lyapunov do mapa f7(.) em
fungdo do parametro a.

Na Figura 5(a) mostra-se um exemplo de fp(s) para r = 7 e a parti¢do definida por a; = —0,5, as = —0,3, a3 = —0,1,
ay = 0,2, a5 = 0,7e ag = 0,8. Na Figura 5(b) sdo mostrados trechos dos sinais s(n;0,3) e s(n;0,300000001). Nota-se
claramente que esses sinais sdo aperiodicos e apresentam a DSCI caracteristica dos sinais cadticos.

@ 1
0.5r 7
D
& Or 1
-0.5- 3
- ‘
-9 o o o o o, o

Figura 5: (a) Exemplo de mapa de Bernoulli, (b) trechos de s(n;0,3) (linha continua) e s(n; 0,300000001) (em tracejado).

Pode-se mostrar [36] que o expoente de Lyapunov para quase todas as érbitas de f5(-) é dado por

" —Qi_q 2
hg = J J In ( ) > 07 (16)
B Z 2 oy — Q51

Jj=1

sendo U seu atrator.

2.4.4 Mapa quadratico fo(-)
O mapa quadritico fg(.) e o sistema dindmico associado sdo definido por
s(n+1) = fo(s(n) = —25%(n) + 1, a7

para condi¢des iniciais s € U = [—1,1].
Um grifico de fg(.) € mostrado na Figura 6(a) e a 6rbita s(n; 0,7) na Figura 6(b). Este mapa tem dois pontos fixos instdveis,

cp=—1ecy=0,5. (18)
8
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Figura 6: (a) Mapa quadratico fg(.); (b) trecho do sinal s(n;0,7).

A derivada de fq(.) varia ponto a ponto sendo mais dificil o cdlculo do expoente de Lyapunov e a consequente andlise da
dindmica das o6rbitas desse mapa. Para resolver esse problema, pode-se utilizar o conceito de mapa de conjugacdo, visto na
Defini¢do 12, pagina 5. Pode-se mostrar que os mapas fr(.) e fo(.) sdo conjugados com mapa de conjugagéo [1]

Cro(s) = —cos @ (19)
Assim, usando o Teorema 2 pode-se afirmar que a cada uma das ndo enumerdveis 6rbitas cadticas de fr(.) corresponde uma
érbita cadtica de fg(.) com expoente de Lyapunov hg = hy = In2. E interessante ressaltar que algumas condicdes iniciais
irracionais de fr(.) sdo mapeadas em condigdes iniciais racionais de fg(.). Dessa forma, nesse caso, o comportamento cadtico
pode ser observado diretamente por meio de iteracdes de (17).
O conjunto atrator de todas as orbitas caéticas de f(.) é novamente U.
A seguir, exemplificam-se dois mapas bidimensionais e um mapa tridimensional.

2.4.5 Mapa de Hénon fy(-)
O mapa de Hénon, proposto originalmente em [37], € definido por
- ~[si(n+1)] _ [s2(n)+1—as?(n)
s+ 1) = fu (st = 20 D] = 20 0)

, sendo {a,b} C R pardmetros. Por exemplo, para a = 1,4 e b = 0,3 verifica-se que esse sistema é um GSC.

. . o . C T
Nos graficos (a) e (b) da Figura 7 mostra-se um trecho da 6rbita obtida com condi¢@o inicial sg = [0 0]
dos pardmetros. O atrator, obtido desprezando-se as primeiras 10? iteragdes, é mostrado no gréfico (c).

para esses valores

G 2
e
<
= -2
0 50 100 150
- 2
=
o
S
0 50 100 150

Figura 7: Mapa de Hénon f(+): (a) e (b) trecho da érbita com condigio sg = [0 0]7'; (c) atrator da 6rbita.
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Os expoentes de Lyapunov das érbitas que s@o atraidas para o atrator na Figura 7(c) podem ser obtidos numericamente
resultando h(1) = 0,42 ¢ A(?) = —1,62 [1, p. 201]. Esses expoentes e o aspecto aperiédico da érbita observada levam a concluir
que ela é cadtica.

2.4.6 Mapa de Ikeda fr;(-)

Usando algumas hipéteses simplificadoras, o mapa de Ikeda é um modelo para um tipo de célula que pode ser utilizado em
computadores 6pticos [1,38]. E um mapa bidimensional dado por

_ _[s1(n+1)|  |R+ Ca(s1(n)cosT(n) — sa(n)sint(n))

s(n+1) = fir (s(n)) = [SQ(n + 1)} a [ Cs (s1(n)sinT(n) — s2(n) cos 7(n) @D

sendo o
7(n) = Cy — 3 . (22)

1+ (s1(n))” + (s2(n))
e R, C1, C5 e C5 pardmetros reais.
Considerando-se os pardmetros usuais [1, p. 202]

01 = 0747 CQ = 0,9, 03 =6 ¢ R= 1, (23)

o mapa de Tkeda apresenta um atrator ca6tico com expoentes de Lyapunov (") ~ 0,51 e h(?) &~ —0,72 e um ponto fixo localizado
emc~ [2797 4,15] " com expoentes de Lyapunov h1) ~ —0,11 e h(® ~ —0,10. Para esse conjunto de parimetros, as érbitas
de (21) podem apresentar dois comportamentos distintos: (i) convergéncia para o ponto fixo ¢ ou (ii) convergéncia para o atrator
cadtico.

Na Figura 8 sdo mostrados ambos os atratores no plano s1(n) X sa(n) assim como trechos de suas bacias de atragdo. O
atrator cadtico é mostrado em preto e o ponto fixo atrator € indicado pela cruz. A drea em amarelo indica a bacia de atracdo para
o atrator caético. Os pontos fora dessa drea levam a 6rbita para o ponto fixo. Na Figura 9, sdo mostrados trechos de s1(n) e
s2(n) ao longo das iteracdes para sop = [0 0 }T.

2 afp
R
0 L
_2‘
L ‘
-2 -1 0 1 2 3

Figura 8: Atratores de fyx (). A drea amarela indica a bacia de atracéo para o atrator caético mostrado em preto. Orbitas iniciadas
fora da drea amarela sdo levadas para o ponto fixo indicado pela cruz [39].

Figura 9: Trechos de s1(n) e s5(n) do mapa f11(-) com os parAmetros (23), inicializado com s(0) = [0 0]” .

10



Learning and Nonlinear Models - Journal of the Brazilian Society on Computational Intelligence (SBIC), Vol. 16, Iss. 1, pp. 1-25, 2018

(© Brazilian Computational Intelligence Society
2.4.7 Mapa de Hénon tridimensional fy3(-)

Uma generalizagao para trés dimensdes do mapa de Hénon foi proposta em [40]. Ela é dada por

si(n+1) —as?(n) + s3(n) + 1
s(n+1) = fus(s(n)) = |s2(n+1)| = —bs1(n) ; (24)
sg(n+1) bs1(n) + sa(n)

sendo {a,b} C R parmetros. Para a = 1,07 e b = 0,3 verifica-se que quase todas as condi¢des iniciais dentro da esfera unitdria
geram sinais cadticos cujo maior expoente de Lyapunov é h ~ 0,23.

Nos gréficos (a)-(c) da Figura 10 mostra-se um trecho da 6rbita obtida com condig¢do inicial sg = [0 0 0] T para esses
valores dos pardmetros. O atrator é mostrado na Figura 7(d), desprezando-se as primeiras 10° iteracdes.

(d)

<
o 0
s
-2
0 50 100 150
0.5
€
o 0
g
-0.5
50 100 150
1
€
@’ 0
O

50 100 150 200 s,(n) _05 -2

Figura 10: Mapa de Hénon tridimensional fz3(-): (a), (b) e (c) trecho da 6rbita com condi¢do sg = [0 0 0]7; (d) atrator da
oOrbita.

2.5 Densidade invariante e o operador de Frobenius-Perron

O estudo de 6rbitas cadticas em sistemas discretos pode ser facilitado, analisando-se como seus mapas atuam sobre conjuntos
de pontos, descritos por densidades, ao invés de sobre uma unica condi¢do inicial [28,41].

Quando um dado mapa opera sobre uma densidade como condi¢do inicial ao invés de sobre um tnico ponto, entdo as
densidades sucessivas sdo dadas por um operador conhecido como operador de Frobenius-Perron. O objetivo aqui é fornecer
uma interpretacao intuitiva desse operador. Restringe-se a discussao aos mapas unidimensionais.

Orbitas cadticas sdo dificeis de serem caracterizadas individualmente. Considerando-se, por exemplo, o mapa fo(.), suas
Grbitas tém como atrator todo o intervalo U = [—1,1] e, devido & DSCI, seu comportamento de longo termo é imprevisivel, caso
ndo se conhega sua condi¢do inicial com precisdo absoluta.

Pode-se construir um histograma para mostrar a frequéncia com que os pontos ao longo de uma trajetéria caem em dadas
regides do dominio U. Esse histograma € obtido dividindo-se U em I intervalos disjuntos de forma que o i-ésimo intervalo,
(negligenciando o ponto +1) é dado por

U, = 2(’11)—1,21_2—1),2':1,...,1. (25)
A seguir, toma-se uma condi¢do inicial sy e calcula-se uma longa trajetéria de comprimento K > I. Assim, € imediato estimar
a probabilidade P(s(n) € U;) como a fra¢do dos K pontos, chamada aqui de P;, que estéo no i-ésimo intervalo

_#{ff(s0) €Uk =01,.. . K -1}
~ = 7

P; (26)
em que # A representa a cardinalidade do conjunto A.

Nos histogramas da Figura 11 mostram-se os resultados desse procedimento, tomando-se como condi¢des iniciais s (0) = 0,7
e 52(0) = 0,4, utilizando-se I = 40 intervalos e K = 10* pontos. Nesses histogramas, a drea do retingulo sobre o intervalo U;
€ a aproximacao para P; de (26).

Existe uma simetria interessante no resultado ja que os pontos concentram-se claramente préximos de —1 e 1 com minimo
préximo de s = 0, apesar das orbitas ponto a ponto serem bastante diferentes. Repetindo o procedimento para outras condi¢des
iniciais chega-se, em geral, ao mesmo resultado. Assim, apesar da DSCI das 6rbitas individualizadas, essa sensibilidade nio se
reflete na distribui¢do dos pontos ao longo da trajetéria.

11
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Figura 11: Orbitas e histogramas do mapa fo(.) obtidos com K = 10* pontos , I = 40 intervalos e condigdes iniciais (a)
$1(0) = 0,7 e (b) s2(0) = 0,4.

Nota-se que para algumas condicdes iniciais selecionadas, comportamentos diferentes podem ocorrer. Por exemplo, algumas
condi¢des iniciais geram sinais que sdo atraidos para um dos pontos fixos (18) de fg(.). Quando isso ocorre a 6rbita assume um
valor constante (c; ou c3) apds algumas amostras, como exemplificado na Figura 12(a). Para outras condigdes iniciais, a érbita
¢é eventualmente periddica e também nfo exibe o comportamento irregular das orbitas da Figura 11. Essa situacdo € ilustrada na
Figura 12(b).
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Figura 12: Orbitas e histogramas de f¢(.) sem comportamento caético. (a) so = — %; (b) sp ~ 0,809016994. Foram usados

K = 10* pontos e I = 40 intervalos.

O problema da descricdo dos comportamentos esperados para Orbitas de um mapa pode ser parcialmente resolvido abando-
nando-se o estudo de drbitas individuais em favor do exame do fluxo de densidades.

Considere um mapa f(.) definido em U e tome-se um grande nimero () de condi¢des iniciais so1, So2, - - -, Sog- A cada uma
dessas condi¢des iniciais aplica-se o mapa f(.), obtendo-se @ novos pontos s (1; so1) = s11, $ (1; S02) = S12, -..r $ (15 500) =
S1Q-

Para definir a densidade inicial e final desses pontos, € interessante introduzir o conceito de fungdo indicadora de um conjunto

A. Ela é simplesmente definida por
1, sese A

Ia(s)=1<" - 27
0, caso contrdrio.

12
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Considere-se um intervalo Ay C U e um conjunto de () condigdes iniciais so1, So2,. .., Sog. Pode-se estimar a fungdo
densidade pg(s) desses pontos para qualquer Ay pela relagdo [28]

Q
1
/40 Po (u)du ~ 6 ’; IAO (SOk)~ (28)

Considere entdo que a funcdo densidade p; (s) dos pontos s11, S12, - - - , S1¢ satisfaz

Q
1
/Apl(u)du ~ ZIA(slq) (29)

para A C U.
Deseja-se obter uma relagdo entre p; e pg. Para fazé-lo é necessario introduzir o conceito de contraimagem de um intervalo
A C U sob a operagdo do mapa f(.) ou

F7HA) ={seU/f(s) € A}. (30)

Como ilustrado na Figura 13, para o mapa fg(.) a contraimagem de um intervalo é a unido de dois intervalos.

-t P B

S

Figura 13: Contraimagem do intervalo [—1,s] por fg(.) representada por linhas grossas no eixo das abscissas com 3 = 4/ 1;5.

Note que para qualquer A C U,

514 € A& soq € (A, 31)
parag = 1,2, ..., Q. Assim, tem-se a seguinte rela¢do util
Ta(f(s)) = Ip-1(a)(s). (32)
Com (32) pode-se reescrever (29) como
1 Q
[ prtadu s 537 sy o) (33)
A p

Tomando-se Ay = f~*(A), os membros direitos de (28) e (33) sdo iguais e, portanto

/Pl(u)dUZ/ po(u)du. (34)
A F=1(A)

Essa é a relagdo desejada entre po(.) e p;1(.). Dela percebe-se como a densidade inicial de estados pg(.) é transformada por
um dado mapa f(.) em uma nova densidade p1 (.).
Supondo A = [a,s] obtém-se uma representagdo explicita para p; (.) reescrevendo-se (34) como

/( p1(u)du = / po(u)du. (35)
a F=H([a,s])

Diferenciando os dois membros em relagdo a s, obtém-se

m@=*/ polu)du. (36)
f=([a,s])
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Fica claro que p;(.) depende de po(.). Na literatura, esse fato € usualmente indicado por p; = P [pg] [28], de forma que (36)

torna-se
d

Plp(s)] = &5 g

p(u)du, 37)
a,s])
em que se retirou o subscrito de py. Essa expressdo define explicitamente o operador de Frobenius-Perron P [-] correspondente
a transformac@o f(.); esse operador € itil no estudo da evolugéo de densidades.
Uma densidade p*(s) que seja ponto fixo do operador IP[-] para um dado f(-) é chamada de densidade invariante para esse
mapa. Em outras palavras, p*(s) é uma densidade invariante do mapa f(-) se e somente se

Pp*(s)] = p"(s). (38)

Exemplo 1 (Densidade invariante do mapa fq(-)) Para ilustrar o conceito do operador de Frobenius-Perron retorna-se ao
mapa quadrdtico fq(.), aplicando-se (37) a uma férmula analitica da contraimagem do intervalo [—1,s].

Da Figura 13, nota-se que os pontos extremos dos dois intervalos constituintes de fé ! ([-1,s]) podem ser calculados
resolvendo-se uma equagdo quadrdtica. Procedendo dessa forma, chega-se a

fél ([_1’8}) = l_la - 1581 U [ 1;9a1] . (39)

Com isto, (37) pode ser escrita como

Plp(s)] = 4 /:1 ’ p(u)du + dii/ ﬁp(u)du. (40)

Realizando-se as diferenciacées chega-se a

P[p(S)]:22(11_S)[P<— 12S> +p< 12S>]~ 41

Essa equagdo é uma formula explicita para o operador de Frobenius-Perron correspondente ao mapa fq(.) e mostra como ele
transforma uma dada densidade p(.) em outra P [p(.)].
Por exemplo, tome-se uma densidade inicial

po(s) = 5 (42)
para s € [—1,1]. Entdo, como os termos dentro dos colchetes em (41) sdo constantes, um cdlculo simples fornece:

P [po(s)] = 22(11—5) (43)

Pode-se entdo substituir essa expressdo para P [po(.)] no lugar de p(.) no segundo membro de (41) obtendo-se

2 ! ! 1
PRl = F ()] = 575— 2\/2 (1+v5) ’ 2\/2 (1-v%)
1 1 :

(44)

= +
WAL= [\ f2h =9 f2- VAT-9)

Na Figura 14(a) sdo mostrados grdficos de py(s), P [po(s)] e P? [po(s)]. Nela vé-se que essas densidades aproximam-se de uma
densidade limite. Essa é dada por

A —1<s<1
pa(s) = {Wl—sz . (45)

s o )
0, caso contrdrio

como pode ser verificado substituindo-se p,(s) em (38) para o P [p(s)] de (41). Sendo assim, p.(s) é uma densidade invariante.

Note-se a semelhanca entre o grdfico de p.(s) da Figura 14(a) com os histogramas da Figura 11. Na verdade, pode-se
mostrar que, para o mapa quadrdtico, a distribui¢cdo dos pontos ao longo de uma drbita tipica aproxima-se de p,(s) da mesma
forma que as iteracoes de densidades [28], propriedade que pode ser reconhecida como uma forma de ergodicidade desse
mapa [4].

14
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Evolucado de densidades — Aplicagéo do operador de Frobenius—Perron

(a) Mapa fQ(.) (b) Mapa fT(.)
2 2 : .

15 15
[ [
3 3
s 1 g 1
c c
o) o)
[a] [a]

0.5 0.5

\ \T

o
o

Figura 14: (a) Evolugdo da densidade constante po(s) = 1 por f(.); (b) Evolugdo da densidade po(s) = 2s% por fr(.). Em
azul py(s), em verde IP [py(s)], em vermelho P? [py(s)] e em preto a densidade invariante, p,(s).

Exemplo 2 (Densidade invariante do mapa f;(-)) Tome-se um intervalo [—1,s] C [—1,1] cuja contraimagem sob fi(.) de (13)
é dada por
ffl ([=Ls]) = [-1,81] U [B2,1] (46)

1 —1 “1)statl . . ,
sendo B, = —% e By = % Sendo assim, o operador de Frobenius-Perron é

B1 1
Pl =5 [ pwdus [ ) = 5@+ 0p(5) + (1 - (6] @

-1

Observa-se na Figura 14(b) que também nesse caso as densidades p(.) sao levadas por P[] a uma densidade invariante.
Nessa figura, tomou-se o = 0 e considerou-se como densidade inicial po(s) = 3s* que ¢ levada a P [po(s)] = 3(s — 1)? e
P2 [po(s)] = ?(82 — 25+ 5).

Como P [ET = % em (47), é fdcil ver que a densidade invariante para o mapa fi(-) é uniforme,
1
bR -1 S S S 1 .
0, caso contrdrio

pi(8) = (48)

A ergodicidade observada para o mapa quadrdtico também se verifica nesse exemplo.

A densidade invariante € um primeiro exemplo de como um sistema claramente determinista pode ser tratado formalmente
como um processo estocdstico, em que as condi¢des iniciais definem as fun¢des amostras, para se obter propriedades relevantes
do comportamento assintético das 6rbitas. Também € a base para se definir Sequéncias de AutoCorrelagdo (SAC) e Densidade
Espectral de Poténcia (DEP) de um GSC na Segao 3.

2.6 Conclusoes

Nessa secdo foram definidos e exemplificados conceitos fundamentais da teoria de sistemas dindmicos ndo lineares de tempo
discreto necessdrios para o desenvolvimento dos resultados apresentados a seguir. Entre eles destacam-se os de Orbita cadtica,
nimero de Lyapunov, densidade invariante e o operador de Frobenius-Perron.

Essa rapida revisao pretendeu estabelecer uma notagdo coerente tornando os resultados descritos acessiveis mesmo a leitores
que ndo sejam especialistas.

Além disso, com relacdo a caos, Orbitas e sistemas cadticos, diversos autores usam defini¢des levemente diferentes. Assim, o
autor considerou relevante explicitar as defini¢des utilizadas no presente texto.

3 Caracterizacao temporal e espectral de sinais caodticos

Muitos trabalhos citam “banda larga” como uma propriedade dos sinais cadticos [7,23]. No entanto, essa caracterizago
esta longe do que € necessario em sistemas de comunicacgdo praticos. Como os canais fisicos sdo sempre de banda limitada, é
necessario conhecer exatamente qual a largura de banda ocupada por um sinal cadtico transmitido e, preferencialmente, ser capaz
de controld-la. Dessa forma, essa lacuna precisa ser preenchida para viabilizar o emprego pratico de sistemas de comunicacio
utilizando sinais cadticos.

Utilizando sobretudo técnicas descritas no trabalho de Sakai e Tokumaru [42], conseguiu-se obter de forma analitica a DEP
associada com os sinais caéticos gerados por alguns mapas lineares por partes.
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Nessa secao resumem-se alguns desses resultados. Na Sec¢do 3.1 fazem-se as defini¢cSes bésicas necessdrias para a caracteri-
zacdo temporal e espectral de sinais cadticos. Na Secdo 3.2, trata-se das 6rbitas do mapa f;(-), que foi definido na Secdo 2.4.2.
Em seguida, na Se¢do 3.3 trata-se da DEP do mapa f5(+), definido na Se¢do 2.4.3.

3.1 Definicoes basicas

A definicao de DEP para sinais cadticos ndo € evidente. Esses sinais sdo deterministas, por definicdo, porém um mesmo
mapa gera uma infinidade de sinais diferentes associados com diferentes condi¢des iniciais. Como entdo associar uma DEP ao
conjunto de sinais gerados por um dado mapa?

Uma solugdo eficaz para esse problema ¢é aplicar a sinais cadticos a nota¢do formalmente utilizada para sinais e sistemas
aleatdrios [28]. A ideia basica € simples: da mesma forma como um processo estocdstico ¢ um conjunto de fungdes-amostras,
cada uma delas determinista, um mapa é tratado como um conjunto de sinais, cada um determinista, associado a condi¢des
iniciais diferentes. As médias amostrais sdo substituidas por médias sobre os sinais gerados por condi¢des iniciais diferentes. Da
mesma forma como nos processos aleatérios ergddicos, nos sistemas dindmicos ergddicos pode-se substituir médias amostrais
por médias no tempo.

Usando a analogia entre mapa e processo estocdstico, define-se a SAC R(k) das 6rbitas de um mapa f(-) ergédico como

R(k) £ E[s(n)s(n + k)], 49)

sendo k um niimero inteiro que representa o passo da correlacdo e n qualquer. A esperanga matemética IE [-] é tomada sobre todas
as condigdes iniciais que geram sinais cadticos. Neste cdlculo, considera-se que s(n) = 0 para n < 0. Em particular, define-se a
poténcia média dos sinais cadticos gerados como

Prea = R(0) =E [s(n)?] . (50)

Para processos estocésticos estaciondrios, a DEP S(w) é obtida calculando-se a Transformada de Fourier de Tempo Discreto
(TFTD) de R(k), considerando-se k a varidvel temporal [43, p. 6]. Seguindo a analogia entre sinais caéticos definidos por um
mapa e sinais aleatdrios definidos por um processo estocdsticos, utiliza-se a mesma defini¢do aqui, ou seja,

Sw)=F[R(k)] = > R(k)e /¥, (51)
k=—oc

sendo F [-] o operador TFTD.
Como qualquer TFTD, S(w) é periédica com periodo 2. Além disso, devido a simetria par de R(k), ela é real e par. Dessa
forma, nos gréficos desse texto, sempre apresenta-se S(w) no intervalo 0 < w < . Também, pode-se mostrar que [43, p. 5-7]

LS00 = Pa &
0

T
justificando assim S(w) ser uma densidade de poténcia.

Muitos sinais, apesar de terem DEP ndo nula sobre todo o intervalo 0 < w < m, apresentam uma concentracido de sua
poténcia numa certa faixa de frequéncias. A banda essencial B ¢ uma medida dessa faixa efetivamente ocupada pelo sinal.
Existem diversas defini¢des formais possiveis para B [44]. Nesse texto, B serd definida como o comprimento do intervalo de
frequéncias em que p = 95% da poténcia do sinal estd concentrada [44]. Para um sinal passa-baixas,

B T
/ S(w)dw = p/ S(w)dw = pm Preq- (53)
0 0

Usando essas defini¢cdes, nas proximas secdes exploram-se as propriedades temporais e espectrais das orbitas dos mapas
tenda inclinada f;(-) e de Bernoulli f5(+).

3.2 Um estudo das 6rbitas do mapa tenda inclinada f;(-)

Escolheu-se inicialmente tratar dos sinais gerados por f7(-), definida na Se¢do 2.4.2, pagina 7, porque eles apresentam
comportamento rico e variado, mas ainda assim de fécil esquematizacdo. Pelo fato destes mapas serem lineares por partes e suas
orbitas apresentarem densidade invariante uniforme, as deducdes tornam-se trataveis analiticamente. Além disso, nessa familia
esté incluso o mapa fr(-) (11), cujos sinais gerados possuem caracteristicas espectrais que jd eram bem conhecidas [45] quando
se iniciou o estudo. Os resultados apresentados aqui foram publicados originalmente em [24,25].

Usando o fato de que a densidade invariante p.(s) de f;(-) é uniforme no intervalo U = [—1,1], vide (48), conclui-se que
quase todas as suas Orbitas possuem média nula e poténcia média

1

Prea = E [s(n)?] = / 5°pa(s)ds = % (54)

-1

para qualquer valor de a.
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3.2.1 Sequéncia de autocorrelacio

A partir da defini¢do (49), obtém-se a seguir a SAC das 6rbitas do mapa f;(-). Para facilitar a notagdo definem-se
r2s(n)ey2sintk)=fr(z). (55)
Como y é completamente determinado por x, a densidade conjunta p(z,y) é dada por

p(x.y) = p.(2)6 (y — f7(2)), (56)

em que p,(-) é a densidade invariante do mapa f;(-) e 0(+) representa a fung¢do impulso unitdrio de tempo continuo [46, p. 22].
Dessa forma, usando-se (48) e (55) em (49), tem-se

R(k) =B oy = [ 11 | 11 sup(ey)dady = [ 11 / 11 wypa(2)6 (y — f}(2)) dady

1

1
_1 / of¥ (2)da. (57)
2

Assim, para encontrar R(k) é necessdrio obter uma expressio para f7(-).

O mapa f7(-) é constituido de dois segmentos de reta de inclinagdes de sinais opostos. A imagem de cada um desses
segmentos € igual ao dominio U do mapa. Consequentemente, f}“() consiste de 2¥ segmentos. Representa-se a m-ésima
solugdo da equagdo f¥(-) = 1 por ax(m), em que 1 < m < 2*~1 e a m-ésima solugdo da equagdo f7(-) = —1 por by(m), com
0<m<2F1

As equagdes dos segmentos que constituem o mapa f Ik (z) sdo:

e segmento que passa por (by(m — 1), — 1) e (ax(m),1):

B 2 2z —ap(m) —bp(m —1)
Y= a(m) —b(m — 1) (@ =b(m—1)~1= ag(m) —bg(m —1) e
e segmento que passa por (ai(m),1) e (bg(m), — 1):
y=: -2 (2 — ag(m)) +1 = 2x—ak(m)—bk(m). (59)

a(m) — by(m)

Substituindo-se (58) e (59) em (57),

2k—

R — 1 2:1 /ak(m) N <2m—ak(m) — bp(m — 1)) dw+/bk(m)x (2x—ak(m) _bk(m)> dr | (60)
b a

m=1 k(m—1) ag(m) — by(m — 1) & (m) ax(m) — by(m)

I Iz

Calculando-se as integrais I; e I em (60) separadamente, obtém-se

(ak(m) — bp(m — 1))

L = 5 ely=— G - . (61)
Assim,
ok—1
R(k) = % Z [(ak(m) — b (m — 1))2 — (ag(m) — bk(m))ﬂ . (62)

Visando uma férmula mais simples para R(k), busca-se uma forma recursiva para R(k 4+ 1) em fungéo de R(k). Calculando-
se R(k + 1) a partir de (62), obtém-se

2k

53 (@ (m) = b (m = 1))? — (@41 m) — bea(m))?]. (©3)

}%(k'+'1)3: 15

m=1
Separando-se as parcelas de indices pares e impares, tem-se

2k—1

RO +1) = 0 3 (@1 (2m) — besa(2m — 1) — (aga (2m) — bea(2m))* + (64
(ars1(2m — 1) — bry1(2m — 2))? = (arp1(2m — 1) — beyr (2m — 1))?| . (65)
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Ao iterar uma vez o mapa, passa-se de fF(z) para f f“(x). Representando-se por w e z sdo raizes da equago fF(z) = a,

observa-se que

bk+1(2m — 2) = bk(m — 1),

ap+1(2m—1) =w,

brr1(2m —1) = ag(m), (66)
ak+1(2m) =z,

bk+1(2m) = bk (m)

Para determinar w e z, substitui-se y por o em (58) e (59), respectivamente e isola-se x. Desta forma, obtém-se

w = 2 (ap(m) — by(m — 1)) + bi(m — 1) “
z = 2H (a(m) — br(m)) + br(m).
Substituindo-se (66) e (67) em (65) e realizando-se algumas manipula¢des, chega-se a
127 ([a+1 2 Ta+1 2
RE+1) = 2 { [ (antm) = bum) + () = ()| = [ (anlm) = b))
m=1
1 2 1 2
2 antm) = bl = )] = [ aaom) = bl = 1)) + b = 1) = (o) } . (©9)
Expandindo-se os termos quadraticos do somatdrio e agrupando-se termos comuns, finalmente obtém-se
Qk—l
a 2 2
R(k+1) = < mzj:l [(ak(m) — by(m — 1))% — (ap(m) — bx(m)) } . (69)
Comparando (62) e (69), observa-se que
R(k+1) = aR(k). (70)
De (54), a condi¢@o inicial dessa equagdo de diferencas é R(0) = E [s(n)ﬂ = % Assim, resolvendo-se (70), obtém-se
L Ik
R(k) = ga . (71)

Observa-se que para a > 0, R(k) decai monotonicamente com |k| e que para o < 0, R(k) alterna de sinal a cada k, indicando
que, neste caso, para quase quaisquer 7 e Sg, 0s pontos s (n; sg) € s (n + 1,s¢) tém sinais diferentes. Nota-se que, se R,, (k) é a
SAC para o mapa tenda com « = o, R, (k) é SAC para o = a3 e a1 = —an, entdo

Ra, (k) = (=1)FR,, (k). (72)

Estes resultados mostram que sinais cadticos nem sempre possuem SAC na forma impulsiva. Neste caso, obtém-se esta forma
apenas para « = 0, coincidindo com o resultado obtido em [45] para = 2.

3.2.2 Densidade espectral de poténcia

Aplicando-se a TFTD aos dois membros de (71) e usando a defini¢cdo (51),

e’} —1
_ 1 2 k —jwk E —k_—jwk | _ 1 1 1

S(w)—g e + a e 3 l—ae—j“+1—aej‘*’71 (73)

k=0 k=—o0

ou
1—a?

S(w) = . 74
@) 3(1+ a? —2acos(w)) 74)

De (74), observa-se que o pardmetro da familia controla a forma como a poténcia estd distribuida na frequéncia. Quanto
maior o médulo de «, menor a faixa de frequéncias em que esta concentrada a poténcia do sinal resultante. Além disso, o sinal
de « define se a poténcia esta concentrada nas altas ou baixas frequéncias.

As DEPs de sinais gerados por mapas com valores de « opostos apresentam simetria em relagdo a w = 7/2, ou seja, se
a1 = —Qg, Sy, (W) =S4, (w + ), em que S,, (w) é a DEP das 6rbitas geradas quando o = oy e Sy, (w) é a DEP das érbitas
geradas quando @ = a». Esse resultado é esperado devido a relagdo (72) e a propriedade do deslocamento em frequéncia da
TFTD [47, p. 59].
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3.2.3 Banda essencial

Para valores de o opostos, devido a simetria apontada na sec¢dio anterior, as bandas essenciais dos sinais gerados s@o iguais.
Assim, no desenvolvimento seguinte, considera-se apenas valores positivos de a.

De (74),
B 2 a+1 (Bﬂ
S(w)dw = - arct t — 1. 75
/0 (w)dw 3 arctan { 7| tan | 5 (75)

o —

Substituindo (54) e (75) na defini¢do (53) e isolando-se B, obtém-se

B = 2arctan [tan (%)

a—1
=)

Como B = pr para o = 0 e levando-se em conta a densidade invariante uniforme (48), obtém-se, neste caso, sinais que se
comportam em termos temporais e espectrais como um ruido branco uniforme. J4 para |«| = 1, as érbitas comportam-se como
fungdes-amostras de um processo com banda extremamente estreita. E importante ressaltar que, em todos os casos, 0 expoente
de Lyapunov é positivo e assim, os sinais gerados sdo cadticos para todos os valores de a.

3.2.4 Conclusoes

Os resultados obtidos mostram que, escolhendo-se um « adequado, pode-se utilizar o mapa fr(-) para se obter um sinal caético
banda larga ou estreita, com sua poténcia concentrada nas frequéncias altas ou baixas e com a banda essencial bem definida.

E importante realgar, portanto, que sinais cadticos ndo implicam, necessariamente, banda larga e SAC impulsiva.

Em [48,49] mostram-se resultados numéricos que concordam perfeitamente com os resultados tedricos descritos aqui. Com a
possibilidade de se gerar sinais cadticos banda estreita, propds-se em [24] a multiplexac@o e desmultiplexagdo de sinais cadticos
em frequéncia, de forma similar ao que se faz em sistemas de modulagdo em frequéncia convencionais.

Usando técnicas similares as apresentadas aqui, diversos autores propuseram resultados para diversas familias de mapas
lineares por partes. Veja, por exemplo, [50,51]. Uma generalizacdo particularmente interessante para o mapa de Bernoulli com
r inclinag@es, f5(-) da Secdo 2.4.3, foi obtida recentemente e é descrita a seguir.

3.3 Um estudo das 6rbitas do mapa de Bernoulli f5(-)

O mapa de Bernoulli com 7 inclinagdes f5(+) foi definido na Secéo 2.4.3, pagina 7. Diferentemente do mapa f;(-) que possui
um tnico parametro «, 0 mapa de Bernoulli possui  — 1 parametros diferentes, o que torna o problema, em principio, bem mais
desafiante. Por outro lado, pode-se mostrar [27] que a densidade invariante para f5(-) é uniforme, dada por

1
pe(s) =5, —1<s<1, (7

0 que torna o problema tratdvel. Assim, escolheu-se determinar suas caracteristicas temporais e espectrais como um segundo
problema apds os resultados obtidos para f;(-), mostrados na se¢éo anterior.
Da mesma forma que para f(-), quase todas as suas rbitas possuem média nula e poténcia média

1
P = E [s(n)?] = / 5°pa(s)ds = % (78)
-1

para quaisquer valoresde r > 2e o, 1 < j <r — 1.

3.3.1 Sequéncia de autocorrelacio

O procedimento utilizado para o célculo da SAC para o mapa fp(-) segue de perto o utilizado para o mapa f;(-) na Segdo 3.2.1.
Para facilitar a notag@o, definem-se
x

Y

s(n)

s(n+k) = fh(a).

Como y é completamente determinado por x, a densidade invariante conjunta de x e y, p(x,y), pode ser escrita como
p(z.y) = p-(2)3 (y = f5(x)) - (80)

Substituindo (79) e (80) na defini¢do (49) e usando-se (77) pode-se escrever

(79)

> >

R(k) =B o) = [ 11 / 11 cup(oy)dady = [ 11 / 11 2ypa ()6 (y — 5(2) didy

1
:1/ cfh(x)dz. (81)
2J)
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Para obter uma férmula fechada para (81) é necessaria uma expressio para f5 (), a k-ésima iteracio de f5(-).

O mapa f5(-) é constituido de r segmentos de reta. A imagem de cada um desses segmentos € igual ao dominio U = [—1,1]
do mapa. Consequentemente, fg(-) consiste de ¥ segmentos. Representa-se a m-ésima solugio da equacio fg(-) = —1 por
ar(m—1),parak =1,2, ...em = 1,2, ... ,r" Define-se a;, (r*) = 1.

Nota-se que f& () no intervalo [ax(m — 1),ax(m)[ é dado por

2z — ap(m) — ar(m — 1)

fB( ) a/k:( )—ak(m—l) ak(m ) x ak(m) ( )
Substituindo (82) em (81),
k
1 s ar(m) 2 — _ 1
R(k) = 5 / x v = ak(m) = ax(m )da;. (83)
2 m—1" ar(m—1) ak(m) - ak(m - 1)
I
Resolvendo-se a integral I,
23 (ax(m) + ap(m — 1)) 22 ak (m)

I= { - k
3(ar(m) —ax(m —1))  2(ax(m) —ar(m = 1)) |, -1
_ ai(m) — 3ag(m)ar(m — 1) + 3ar(m)ag(m — 1) — aj(m — 1)
6 (ax(m) — ax(m — 1))
_ (ar(m) — ax(m — 1)) .

84
5 (84)
Em seguida, substituindo esse resultado em (83), obtém-se
1
2
R(k) = 5 mzl (ax(m) —ax(m —1))". (85)

Assim como foi feito no caso do mapa fr(-), pode-se buscar uma forma recursiva para R(k + 1) em funcédo de R(k). De
(85), R(k + 1) é dada por

k+1

R(k+1) = 112 Z (as1(m) — agpr(m —1))°. (86)

m=1

Pode-se reescrever (86) como um somatério de ¥ somas de r parcelas, ou seja,
1 . .
Rk+1) = — > (arr1 (r(m = 1)+ j) — apgr (r(m — 1) +j — 1)), (87)

E necessdrio entdo encontrar relagdes entre os valores de a1 € a. Definindo-se w, ; tal que
T (wm.j) = o (88)
no intervalo [ax(m — 1),ax(m)[, 0 < j < r, chega-se a
apy1 (r(m —1) +j) = w5, (89)
para 0 < j < r. Usando esse resultado em (87), tem-se

Tk T

1
R(k+1) = - SN (Wi — wm-1)*. (90)

m=1 j=1
Os valores de w,, ; podem ser obtidos substituindo-se (88) em (82). Obtém-se

(ar(m) — ag(m — 1)) a; + ax(m) + ar(m — 1)

Wm,j = 9 . On
Substituindo em (90),
1 rk T 2
Rk+1) = — ((ak(m) — ag(m — 1))6”_0‘31)
12 a 2
m=1 j=1
1 rk T 2
_ 2 QA — Q1
D 2 (ak(m) — ax(m — 1)) ; (2) . (92)
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Assim, R(k + 1) pode ser escrita como

Rw+1y:% (ax(m) — ar(m —1))*, 93)

m=1

com

1 s
w = Z (Oéj — Oz]'_l)2 . (94)

j=1

Comparando (85) e (93), observa-se que

R(k+1) =vyR(k). 95)

De (78), a condigdo inicial para a equagdo de diferencas (95) é R(0) = Pnea = 1/3. Resolvendo (95) com essa condigdo
inicial, obtém-se a expressao geral

R(k) = é«/»"“‘ : (96)

para qualquer inteiro k. Chama a ateng@o a forma compacta desse resultado e a semelhanga com (71). Para o mapa f5(-), ¢
substitui formalmente o pardmetro o do mapa fr(-).

3.3.2 Densidade espectral de poténcia

Aplicando-se a TFTD a ambos os membros de (96) obtém-se

S(w) = 14 97
(w)_3(1+w2—2wc08(w)) ' ©7)

que tem a mesma forma de (74). No entanto, diferentemente do que ocorre com « no mapa f;(-), o parimetro ¢ é sempre
positivo, como se conclui de (94). Consequentemente, S(w) tem maximo em w = 0 e minimo em w = 7 para quaisquer r e «;,
1 < j <r — 1, resultando em sinais passa-baixas para todos os mapas da familia.

3.3.3 Banda essencial

Procedendo de forma andloga ao que foi feito na Se¢do 3.2.3, obtém-se

B = 2arctan (tan (ZE> wl’) . (98)

2 ) |v+1

3.3.4 Conclusoes

Os resultados fechados obtidos para o mapa fg(-), expressos em (96), (97) e (98) foram possiveis pela estrutura linear por partes
desses mapas e pela sua densidade invariante uniforme.

Para esse mapa, diferentemente do que ocorre com fr(-), todos os conjuntos de pardmetros levam a DEPs concentradas nas
baixas frequéncias. Essa diferenga ocorre basicamente porque todos os segmentos de fg(-), da forma como ele foi definido,
apresentam inclinag@o positiva.

Estd em fase de finaliza¢do um trabalho em que se estuda a DEP de um mapa semelhante a f5(-), mas que também permita
inclina¢des negativas. Esse novo mapa é uma generalizacdo que inclui f5(-) e f7(-) e os resultados deverdo ser publicados em
breve.

4 Conclusoes, pesquisas em andamento e trabalhos futuros associados

Neste texto apresentou-se resultados associados a determinacdo da SAC e DEP para sinais cadticos. Inspirando-se em técnica
utilizada por [42], obteve-se férmulas fechadas para a DEP das 6rbitas dos mapas f;(-) e fp(-) em fungdo de seus pardmetros.

Esses resultados, além da relevancia matemdtica, tem um interesse pratico importante. Como discutido na introdu¢do, ndo
se pode projetar um sistema de comunica¢do sem se conhecer a banda essencial dos sinais envolvidos. Assim, a viabilidade
de qualquer sistema de comunica¢do baseado em caos passa necessariamente pela precisa defini¢ao e determinacio da DEP de
sinais cadticos. Os trabalhos de pesquisa seguem nessa area, em vdrias frentes, resumidas a seguir.
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A. Generalizacoes para mapas lineares por partes mais gerais

Desde o inicio das pesquisas envolvendo o mapa f;(-), tem-se buscado caminhar no sentido de generalizar os resultados
para mapas lineares por parte quaisquer. O préximo passo, que estd atualmente em fase de finalizagdo, é propor um mapa que
admita f;(-) e fp(-) como casos particulares. Dessa forma, ele tem um ndmero arbitrario de segmentos que se estendem por
toda a imagem do mapa, com inclinag¢des positivas ou negativas. Novamente, a densidade invariante uniforme torna o problema
tratavel.

O préximo passo seria passar a mapas lineares por parte gerais no intervalo [—1,1]. Nesse caso, a situagdo parece mais
delicada j4 que as Orbitas ndo tem necessariamente densidade invariante uniforme. Na verdade, podem nem ter uma densidade
invariante bem definida.

B. Uso da representacao linear de caos

Drake e Williams [34] propuseram uma representacdo alternativa para sinais cadticos de tempo discreto. Ao invés de utilizar
mapas ndo lineares, eles mostraram que é possivel gerar sinais cadticos a partir de filtros lineares ndo causais alimentados por
sequéncias aleatdrias. Esse resultado surpreendente pode ser ttil na determina¢do da DEP desses sinais. Conhecendo-se o
sistema linear equivalente a um dado mapa, é possivel utilizar a resposta em frequéncia do filtro e a DEP da sequéncia aleatéria
de entrada juntamente com a teoria de sistemas lineares [52, Cap. 8] para se obter a DEP do sinal cadtico gerado.

Essa abordagem, que parece inédita, pode gerar resultados interessantes. Por exemplo, utilizando os filtros propostos em [34],
jd obteve-se uma expresséo para a DEP do mapa fg(+) com r segmentos de inclinagdes iguais.

C. Mapas com outras nao linearidades e multidimensionais

Uma vez que se tenha conseguido obter expressdes fechadas para familias de mapas lineares unidimensionais, o préximo alvo
sd0 os mapas com ndo linearidades mais gerais e mapas multidimensionais.

O autor em conjunto com seus orientados e colegas explorou numericamente alguns casos, como o mapa de Maneville [53],
0 mapa quadrético [36] e o mapa de Hénon [54].

Uma possibilidade que estd em estudo para se obter resultados analiticos € usar aproximagdes lineares por trechos para mapas
gerais. Em particular, algumas experiéncias numéricas iniciais com mapas quadriticos mostraram que essas aproximagdes, no
limite, mantém propriedades temporais e espectrais das érbitas geradas [36].

D. Aplicacoes

Uma vez bem definida e determinada a DEP de sinais cadticos, pode-se passar ao problema de determinar analiticamente a
banda ocupada pelos sinais transmitidos por diversos sistemas de comunica¢do baseados em caos. Em sistemas que transmitem
trechos de sinais cadticos associados a cada simbolo, como a comutagao cadtica (CSK - Chaos-Shift Keying) e a CSK diferencial
(DCSK -Differential CSK) [55], sabendo-se a DEP do GSC, pode-se utilizar a teoria de comunicagdes para obter a banda do sinal
transmitido, como se faz usualmente em sistemas de comunicacao digital convencionais [44, Cap. 7].

Além disso, pode-se pensar o problema no outro sentido: dado uma banda essencial que o sistema deverd ocupar, projetar os
mapas a serem utilizados de forma a se garantir que a DEP dos sinais transmitidos ndo ultrapassem essa banda.

Sdo problemas ainda em estudo e que, como ja escrito, fundamentais quando se pensa em possiveis implementacdes praticas
de sistemas de comunicacio baseados em caos. Uma outra possibilidade de aplicag@o pratica da obtengdo da DEP de sinais
cadticos € utilizar sua medida na estimac¢@o de uma grandeza associada com o mapa ou com o modelo que ele representa. Por
exemplo, em [53] usa-se a banda essencial para estimar o intervalo entre intermiténcias e o pardmetro do mapa de Mannevile [56].
Espera-se que todas essas possibilidades gerem resultados relevantes nos proximos anos.
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