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Resumo – Neste artigo é apresentada uma revisão detalhada sobre máquinas de vetores-suporte para problemas de classificação.

Desta forma são apresentados diversos conceitos relacionados, tais como maximização da margem de separação, formulações

das funções custo a serem minimizadas, utilização de margens rı́gidas, margens flexı́veis e truque de kernel. Além disso, os

algoritmos utilizados para treinamento das máquinas de vetores-suporte são descritos e discutidos. Neste artigo, como estudo

de caso, são apresentados ainda diversos resultados obtidos a partir da aplicação das máqunas de vetores-suporte ao diagnóstico

de patologias da coluna vertebral. Os dados para o problema alvo se apresentam em duas versões. Na primeira versão existem

3 classes, na qual o conjunto de dados contém indivı́duos normais, com hérnia de disco e com espondilolistese; enquanto na

segunda existem apenas 2 classes que se referem a indivı́duos normais ou patológicos.

Palavras-chave – Máquinas de vetores-suporte, máquinas de vetores-supporte de mı́nimos quadrados, tarefas de classificação,

métodos de kernel, classificadores de margem larga.

Abstract – In this paper we present a detailed review on support vector machines for classification tasks. Several related

concept are presented, such as maximization of separation margin between classes, formulation of cost functions to be minimi-

zed, use of hard and soft margins and kernel trick. Besides that, training algorithms applied to obtain support vector machines

are described and discussed. We also present several results with respect to support vector machines when applied to classify

vertebral column pathologies. The data for such a problem has two versions. In the first one, there exists three classes and the

individuals in the dataset are labeled as normal (healthy), disc hernia or spondylolisthesis; in the second version, the individuals

are labeled as being normal or pathologic.

Keywords – Support vector machiens, least square support vector machines, classification tasks, kernel methods, large margin

classifiers.

1 Introdução

O algoritmo Generalized Portrait, projetado para resolver problemas linearmente separáveis pode ser considerado o precursor

dos classificadores SVM [1, 2]. Posteriormente, classificadores SVM foram também denominados classificadores de margem

ótima (Optimal Margin Classifiers, por [3]); redes de vetores-suporte (Support Vector Network), por [4]; e então, a nomenclatura

mais consolidada e difundida, máquinas de vetores-suporte [5].

Uma das justificativas para a difusão do uso de classificadores SVM pode estar em sua teoria matemática bem fundamentada,

conforme será mostrado mais adiante neste artigo. Desenvolvimentos desta teoria levaram posteriormente à aplicação de SVMs

não só em problemas de classificação de padrões, mas também em problemas de aproximação de funções. A abordagem que

aplica SVM a problemas de aproximação de funções é denominada Support Vector Regression [6], enquanto a abordagem que

aplica SVM a problemas de classificação de padrões é denominada Support Vector Classification [7].

O processo de aprendizagem de classificadores SVM tem por objetivo não apenas a minimização do risco empı́rico (Empiri-

cal Risk Minimization), como também busca a minimização do risco estrutural (Structural Risk Minimization). A minimização

do risco empı́rico está associada à minimização do erro relacionado aos padrões de treinamento, enquanto a Minimização do

Risco Estrutural está associada à minimização do erro associado aos padrões de teste (exemplos não-vistos no processo de apren-

dizagem). Desta maneira, o processo de aprendizagem busca aumentar a capacidade de generalização diretamente no processo

de treinamento. Esta caracterı́stica diferencia classificadores SVM de diversos classificadores de aprendizagem tradicionais, tais

como as redes Perceptron Multicamadas (Multilayer Peceptron - MLP) e as redes RBF (Radial Basis Function Networks).

O processo de indução de classificadores usado em SVM é supervisionado. Desta forma, o processo de aprendizagem é

realizado com base nos diversos pares de entrada e saı́da pertencentes à base de dados de exemplos. Outra caracterı́stica comum

em classificadores SVM consiste na formulação que objetiva a resolução de um problema binário. Apesar de haver formulação de

SVM para problemas multiclasses [8], o que torna o problema de aprendizagem consideravelmente mais complexo, a combinação

das saı́das apresentadas por classificadores binários tem sido amplamente utilizadas. As abordagens um-contra-um [9], um-

contra-todos [9], DAGSVM [10] e por códigos corretores de erros [11] são as mais amplamente utilizadas.
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2 Definições e Conceitos Preliminares

Formalmente, o objetivo de um classificador SVM é estimar uma função f : RN → {±1} usando um conjunto:

(x1, d1), . . . , (xn, dn) ∈ R
N × {±1}, (1)

em que xi e di representam o vetor de caracterı́sticas e a classe da i-ésima amostra, respectivamente; e a função f deve classificar

de forma correta outros exemplos (xi, di) não utilizados na estimação da função, isto é, f(xi) = di. O conjunto de dados

(x1, d1), . . . , (xn, dn) ∈ R
N × {±1} usado para estimar f é denominado conjunto de treinamento. Enquanto o conjunto de

dados (x̃1, d̃1), . . . , (x̃n, d̃n) ∈ R
N × {±1} com os exemplos não utilizados na estimação de f é denominado conjunto de teste.

Considere um problema linearmente separável, como mostrado na Figura 1. Este tipo de problema apresenta infinitas

soluções. Matematicamente, as soluções para este tipo de problema podem ser apresentadas na forma da equação de um hi-

perplano, ou seja

wTx+ b = 0 , (2)

desde que valores especı́ficos para o vetor de pesos w ∈ R
2 e intercepto (viés) b ∈ R consigam colocar todos os pontos x ∈ R

2

de uma determinada classe em lado oposto ao da outra, comparativamente à posição do hiperplano. Nesse sentido a classe de

hiperplanos que separam as classes devem satisfazer as seguintes restrições:

wTxi + b ≥ a para di = +1 (3)

wTxi + b ≤ a para di = −1

em que a > 0 e i = 1 . . . n. Logo, as restrições acima devem ser satisfeitas para todos os padrões do conjunto de treinamento

(x1, d1), . . . , (xn, dn).
No problema artificial apresentado na Figura 1 tem-se duas classes (com padrões descritos por quadrados para a classe positiva

e triângulos para a classe negativa) em que se pode observar 5 hiperplanos, sendo cada um deles uma solução para o problema

apresentado. Neste caso especı́fico, as soluções são retas no R
2.
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Figura 1: Os hiperplanos (retas) apresentados, descrevem algumas possı́veis soluções para um problema linearmente separável.

Duas classes hipotéticas são descritas por quadrados e triângulos, apresentando pontos gerados artificialmente.

Vale ressaltar que muitos problemas reais não são linearmente separáveis, porém esta suposição inicial permite apresentar de

forma mais simples a idéia que fundamenta a teoria de SVM. Posteriormente, a restrição relacionada à linearidade do problema

é removida.

Neste momento, surge uma questão importante: Qual o melhor hiperplano de separação?. Este questionamento decorre da

necessidade de não apenas minimizar o risco empı́rico como também minimizar o risco estrutural. A Figura 2 ilustra o problema

relacionado à escolha do melhor hiperplano de separação para um problema linearmente separável. Uma escolha como a realizada

na Figura 2(b) resolve o problema corretamente para todos os padrões de treinamento. No entanto, não resolve corretamente o

problema quando também são considerados os padrões de teste, como pode ser visto na Figura 2(c). Neste sentido, uma escolha

mais adequada seria o hiperplano apresentado na Figura 2(d), visto que este posiciona-se equidistante das classes e, desta forma,

padrões que não foram utilizados no processo de treinamento podem ser classificados corretamente.
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(a) Diversos hiperplanos capazes de resolver o problema linear-

mente separável. Nessa figura são mostrados apenas os padrões

de treinamento.
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(b) Problema resolvido por um hiperplano muito próximo a

uma das classes.
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(c) O mesmo problema descrito em (a), porém aqui são mos-

trados os padrões de treinamento e teste. Observe que padrões

do conjunto de teste apresentam-se do lado aposto ao da sua

classe.
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(d) Problema resolvido por um hiperplano mais adequado, pois

apresenta-se equidistante das duas classes.

Figura 2: Um problema linearmente separável e hiperplanos solução do problema.

Desta maneira, dentre todos os possı́veis hiperplanos que solucionam um determinado problema, deve-se escolher um que

tenha a máxima distância em relação aos padrões mais próximos do conjunto de treinamento. Denomina-se tal hiperplano de

hiperplano ótimo, representado por

wT
o x+ bo = 0. (4)

Outro conceito importante é o de margem de separação ρ, que representa a menor distância entre o hiperplano ótimo e o

padrão de treinamento mais próximo. A margem de separação é maximizada no processo de aprendizagem de classificadores

SVM para obtenção da seguinte função discriminante:

f(x) = wT
o x+ bo, (5)

a qual fornece uma medida algébrica da distância de x ao hiperplano ótimo. Em problemas de classificação de padrões, classifi-

cadores SVM utilizam a função sinal, ou seja

f(x) = sign(wT
o x+ bo). (6)

tal que

f(x) =

{

−1, se wT
o x+ bo < 0,

+1, se wT
o x+ bo ≥ 0.

(7)
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A fim de obter uma solução ótima, o vetor de pesos ótimo wo e o viés ótimo bo devem ser encontrados a partir do conjunto

de treinamento {xi, di}ni=1. Para este fim, o problema apresentado na Equação (3) pode ser reescrito como

wT
o xi + bo ≥ +1 para di = +1 (8)

wT
o xi + bo ≤ −1 para di = −1

Os padrões particulares {(x(s), d(s))|s ∈ {1 . . .N}} pertencentes ao conjunto de treinamento {xi, di}ni=1 e que satisfazem a

Equação (8) com sinal de igualdade são denominados vetores-suporte (VS), ou seja

f(x(s)) =

{

−1, wT
o x

(s) + bo = −1
+1 wT

o x
(s) + bo = +1.

(9)

Considere xp como sendo a projeção de x sobre o hiperplano ótimo, e r a distância do ponto x até o hiperplano. Logo, um

dado padrão x pode ser descrito da seguinte forma:

x = xp + r
wo

‖wo‖
. (10)

A distância r do ponto até o hiperplano pode ser obtida com base nas equações 5, 10 e no conhecimento do valor de f no ponto

xp, f(xp) = 0, da seguinte forma:

f(x) = wT
o x+ bo (11)

f(x) = wT
o

[

xp + r
wo

‖wo‖

]

+ bo

f(x) = wT
o x+ bo +wT

o r
wo

‖wo‖

f(x) = 0 + r
wT

o wo

‖wo‖
f(x) = r‖wo‖

r =
f(x)

‖wo‖

A distância r(s) dos VS ao hiperplano ótimo pode ser obtida a partir da Equação (11) e da Equação (9)1, a saber

r(s) =
f(x(s))

‖wo‖
(12)

r(s) =
1

‖wo‖

A interpretação geométrica da distância de um dado padrão x ao hiperplano ótimo pode ser visualizada na Figura 3. Quando

um determinado padrão é um vetor-suporte x(s), tem-se a distância r(s). Nesse contexto, a margem de separação ótima ρ = 2r(s)

pode ser obtida a partir da Equação (12), tal que

ρ = 2r(s) =
2

‖wo‖
. (13)

A partir de [12, 13] pode-se inferir que a maximização da margem de separação ρ implica simultaneamente na minimização

da dimensão VC (Vapnik-Chervonenkis). Esta dimensão está associada à complexidade da função discriminante que deve se

adequar ao conjunto de treinamento, por exemplo, não sendo tão complexa a ponto de que ocorra um sobre-ajuste. Uma análise

da Equação (13) permite verificar que, ao passo que se minimiza a norma ‖w‖ do vetor de pesos, obtém-se também a minimização

da dimensão VC. Será visto adiante que isto decorre da incorporação do princı́pio da minimização do risco estrutural ao projeto

de classificadores SVM, pois a formulação do problema com base neste classificador usa a norma do vetor de pesos ou termos

decorrentes dela.

Seguindo o raciocı́nio descrito até o momento pode-se notar que a formulação do problema de obtenção do hiperplano ótimo

pode começar a ser realizada, a partir da Equação (13), com a maximização da margem de separação ρ:

max ρ = max
2

‖w‖ , (14)

que ainda pode ser apresentado como

min ‖w‖ ⇐⇒ min
√
wTw ⇐⇒ min

1

2
wTw, (15)

1A distância deve assumir valor positivo, logo o valor negativo da Equação 9 é desconsiderado.
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Figura 3: Interpretação geométrica da distância de um padrão x ao hiperplano ótimo.

com base na minimização da norma do vetor de pesos ‖w‖ ou de termos decorrentes.

A partir de agora deve-se considerar a função τ(w) a ser minimizada, como sendo a seguinte:

τ(w) =
1

2
wTw. (16)

Toda a discussão realizada até este ponto é válida tanto para classificadores SVM, quanto para classificadores LSSVM. Na

Seção 3 são apresentados os detalhes da formulação do problema de obtenção dos parâmetros ótimos (wo e bo) para classifica-

dores SVM, enquanto os detalhes da teoria para classificadores LSSVM são descritos na Seção 6.

3 Fundamentos Teóricos do Classificador SVM

Maximizar a margem de separação ρ = 2
‖w‖ é equivalente a minimizar 1

2‖w‖2 ou 1
2w

Tw. Portanto, o hiperplano que separa

os dados de entrada pode ser descrito como um que minimize

τ(w) =
1

2
wTw, (17)

satisfazendo a restrição

di(w
Txi + b) ≥ +1, (18)

a qual é obtida pela combinação das duas linhas da Equação (8).

Logo, pode-se apresentar o problema clássico de obtenção dos parâmetros ótimos do classificador SVM como o seguinte

problema de otimização:

min τ(w) = min
1

2
‖w‖ = min

1

2
wTw

s.a. di[(w
Txi) + b)] ≥ 1, i = 1, . . . , n (19)

em que τ(w) representa a função-custo que deve ser minimizada.

Conforme mencionado anteriormente o problema apresentado na Equação (19) baseia-se na suposição de separabilidade

linear das classes. Em outras palavras, assume-se que as duas classes sejam totalmente separáveis por um único hiperplano.

Quando o problema de otimização é formulado com base nesta imposição, o classificador resultante é denominado SVM com

margem rı́gida.

3.1 Classificador SVM com Margem Rı́gida

O problema de otimização com restrição apresentado na Equação (19) é chamado de problema primal. A função τ(w) é uma

função convexa em w, enquanto as restrições são lineares em w. Usando o método de Lagrange pode-se construir a seguinte

função lagrangeana:

L(w, b,α) =
1

2
wTw−

n
∑

i=1

αi(di(x
T
i w + b)− 1), (20)
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em que os multiplicadores de Lagrange {αi}ni=1 são grandezas não-negativas (i.e. {αi ≥ 0}ni=1).

A forma expandida da função lagrangeana apresenta-se como a seguir:

L(w, b,α) =
1

2
wTw −

n
∑

i=1

αidiw
Txi − b

n
∑

i=1

αidi +
n
∑

i=1

αi. (21)

A solução é determinada pelo ponto de sela da função lagrangeana L(w, b,α), que deve ser minimizada em relação a w e b
e maximizada em relação a α. Assim, diferenciando em relação a w e b e igualando a zero, obtém-se as seguintes condições de

otimização:

∂L(w, b,α)

∂w
= 0 (22)

∂L(w, b,α)

∂b
= 0 (23)

que resultam em

w =

n
∑

i=1

αidixi (24)

e

n
∑

i=1

αidi = 0, (25)

respectivamente.

Vale notar que o terceiro termo (−b
∑n

i=1 αidi) da forma expandida da função lagrangeana apresentada na Equação (21) é

zero, devido ao resultado obtido na Equação (25). Desta forma, pode-se reescrever a Equação (21) da seguinte forma:

L(w, b,α) =
1

2
wTw −

n
∑

i=1

αidiw
Txi +

n
∑

i=1

αi, (26)

Ao continuar no processo de resolução da função lagrangeana, pode-se notar que o segundo termo (−∑n
i=1 αidiw

Txi) da

Equação (21), quando aplicado o resultado obtido na Equação (24), equivale a −wTw. Logo, pode-se mostrar que

L(w, b,α) =
1

2
wTw −wTw +

n
∑

i=1

αi, (27)

L(w, b,α) = −1

2
wTw +

n
∑

i=1

αi,

ou ainda, substituindo a equação acima pelo resultado apresentado na Equação (24), obtém-se

L(α) = −
n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjdidjx
T
i xj +

n
∑

i=1

αi (28)

ou

L(α) =

n
∑

i=1

αi −
n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjdidjx
T
i xj . (29)

A partir da análise da Equação (29) percebe-se que a mesma apresenta-se apenas em função dos multiplicadores de Lagrange

{αi}ni=1.

A problema de otimização dual é formulado como

maxL(α) =
n
∑

i=1

αi −
1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjdidjx
T
i xj (30)

s.a.
n
∑

i=1

αidi = 0

s.a. αi ≥ 0 para i = 1, . . . , n
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No processo de resolução do problema dual são obtidos os multiplicadores de Lagrange ótimos {αo
i }ni=1. Em seguida, o vetor

de pesos wo e o bias bo, podem ser computados por

wo =

N
∑

i=1

αo
i dixi (31)

e

bo = 1−wT
o x

(s), (32)

quando d(s) = 1, em que (x(s), d(s)) representam um vetor suporte.

A função discriminante, como definida no problema primal pela Equação (5) para o hiperplano ótimo, pode ser reescrita para

um função com base no problema dual, aplicando-se a Equação (31), resultando em

f(x) =

N
∑

i=1

αo
i dix

T
i x+ bo. (33)

3.2 Classificador SVM com Margem Flexı́vel

Um hiperplano que separe sem erros todos os padrões pertencentes às duas classes, nem sempre existe. Principalmente,

quando ocorre sobreposição entre os dados que compõem as classes, como pode ser verificado em diversos problemas reais.

Assim, faz-se necessário uma formulação para o problema do classificador SVM que considere tal dificuldade, permitindo que

alguns padrões sejam incorretamente classificados.

Uma motivação para tal situação é impedir que a função discriminante torne-se mais complexa do que se deve no espaço

de entrada. A complexidade da função pode ser diminuı́da ao se permitir alguns erros com a intenção de obter um melhor

desempenho. Essa situação pode ser percebida, facilmente, em problemas em que existem padrões que apresentam-se fora dos

seus valores tı́picos, as chamadas amostras discrepantes (outliers). Assim, evita-se que por conta de uns poucos padrões a função

tenha que ser demasiadamente complexa para a resolução do problema. Outro motivo para a flexibilidade da margem é evitar o

sobre-ajustamento da superfı́cie de decisão aos dados (overfitting).

Isto posto, a formulação a seguir permite uma relaxamento das restrições dos classificadores SVM com margens rı́gidas com

base em um limiar, ou seja

di(w
Txi + b) ≥ 1− ξi, i = 1, . . . , n, (34)

em que ξi ≥ 0, i = 1, . . . , n. Os limiares ξi são chamados de variáveis de folga (slack variables).

Vale ressaltar que as variáveis de folga são obtidas automaticamente no processo de aprendizagem do classificador SVM [4].

No processo de aprendizagem, as variáveis de folga assumem valores não-negativos, ou seja, ξi ≥ 0. Os vetores de treinamento

que após o processo de aprendizagem não são vetores-suporte têm valor igual a zero. Vetores que ultrapassam a margem de

separação, porém estão do lado correto em relação ao hiperplano de separação ótimo, possuem valores no intervalo (0 < ξi ≤ 1).

Por fim, os padrões que estão em localização oposta ao da sua classe e classificados incorretamente, devido à sua posição em

relação ao hiperplano ótimo assumem valores ξi > 1.

Nesse contexto, o problema de otimização (primal) para classificadores SVM com margem flexı́vel é formulado como

min τ(w, ξ) = min

{

1

2
wTw + C

n
∑

i=1

ξi

}

s.a. di[(w
Txi) + b) ≥ 1− ξi, i = 1, . . . , n

s.a ξi ≥ 0, i = 1, . . . , n. (35)

em que a constante C é um parâmetro que faz uma regularização entre o primeiro (12w
Tw) e o segundo termo (C

∑n
i=1 ξi)

da função-custo. Percebe-se que, além de minimizar a dimensão VC pela maximização da margem, classificadores SVM obje-

tivam também minimizar os valores assumidos pelas variáveis de folga, buscando conseqüentemente a minimização dos erros

permitidos.

De forma semelhante ao realizado para o classificador SVM com margem rı́gida a solução é determinada pelo ponto de sela

da função lagrangeana L(w, b, ξ,α,β), a qual deve ser minimizada em relação a w, b e ξ e maximizada em relação a α e β,

sendo a mesma da seguinte forma:

L(w, b, ξ,α,β) =
1

2
wTw + C

n
∑

i=1

ξi −
n
∑

i=1

αi(di(x
T
i w+ b)− 1 + ξi)−

n
∑

i=1

βiξi, (36)

em que todos os elementos dos conjuntos α = {αi}ni=1, β = {βi}ni=1 e ξ = {ξi}ni=1 possuem valores não-negativos. A forma

expandida da função lagrangeana acima apresenta-se como

L(w, b, ξ,α,β) =
1

2
wTw + C

n
∑

i=1

ξi −
n
∑

i=1

αidiw
Txi − b

n
∑

i=1

αidi +

n
∑

i=1

αi −
n
∑

i=1

αiξi −
n
∑

i=1

βiξi. (37)
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Similarmente, a solução do problema exige que a função-custo seja diferenciada em relação a w, b e ξ e igualada a zero, para

que se obtenha as seguintes condições de otimização:

∂L(w, b, ξ,α)

∂w
= 0 (38)

∂L(w, b, ξ,α)

∂b
= 0 (39)

∂L(w, b, ξ,α)

∂ξ
= 0 (40)

A primeira condição, ao ser resolvida resulta em

w =

n
∑

i=1

αidixi. (41)

Enquanto a segunda, ao ser resolvida, resulta em

n
∑

i=1

αidi = 0. (42)

E por último, ao resolver a terceira condição, tem-se

C = αi + βi. (43)

Ao aplicar no segundo termo (C
∑n

i=1 ξi) da Equação (37) o resultado obtido na Equação (43), como também rearranjando o

último (
∑n

i=1 αiξi) e o penúltimo (
∑n

i=1 βiξi) termos da Equação (37) da seguinte forma (
∑n

i=1 ξi(αi+βi)), então o resultado

das duas operações apresentadas acima permite que a Equação (37) seja reescrita como:

L(w, b, ξ,α,β) =
1

2
wTw +

n
∑

i=1

ξi(αi + βi)−
n
∑

i=1

αidiw
Txi − b

n
∑

i=1

αidi +

n
∑

i=1

αi −
n
∑

i=1

ξi(αi + βi). (44)

Pode-se verificar que o segundo e o último termos da Equação (44) podem ser eliminados, resultando em:

L(w, b, α) =
1

2
wTw −

n
∑

i=1

αidiw
Txi − b

n
∑

i=1

αidi +
n
∑

i=1

αi. (45)

Daqui em diante o processo de resolução é similar ao realizado para o classificador SVM com margem rı́gida, como pode-se

perceber analisando as Equações (45) e (21). Logo, pode-se notar que o terceiro termo (−b∑n
i=1 αidi) da forma expandida da

função lagrangeana apresentada na Equação (45) é zero, devido ao resultado obtido na Equação (42). Então a Equação (45) pode

ser reescrita da seguinte forma:

L(w, b, α) =
1

2
wTw −

n
∑

i=1

αidiw
Txi +

n
∑

i=1

αi, (46)

Nota-se também que ao aplicar o resultado obtido na Equação (41) ao segundo termo (−∑n
i=1 αidiw

Txi) da Equação (46),

obtém-se −wTw. Logo, tem-se que:

L(w, b,α) =
1

2
wTw −wTw +

n
∑

i=1

αi, (47)

L(w, b,α) = −1

2
wTw +

n
∑

i=1

αi.

Substituindo a equação acima pelo resultado apresentado na Equação (41), a fim de que a função não dependa de w, obtém-se

então

L(α) = −
n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjdidjx
T
i xj +

n
∑

i=1

αi, (48)

ou

L(α) =

n
∑

i=1

αi −
n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjdidjx
T
i xj . (49)
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Por conseqüência, a Equação (49) apresenta-se apenas em função dos multiplicadores de Lagrange {αi}ni=1. O problema de

otimização dual para o classificador SVM com margem flexı́vel é dado por

maxL(α) = max







n
∑

i=1

αi −
1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjdidjx
T
i xj







(50)

s.a.
n
∑

i=1

αidi = 0

s.a. 0 ≤ αi ≤ C para i = 1, . . . , n

Ao analisar a Equação (50) pode-se perceber apenas uma diferença em relação à Equação (30) que é a limitação superior

dos multiplicadores de Lagrange 0 ≤ αi ≤ C. Todo o resto da equação mantém-se da mesma forma como a apresentada

anteriormente. Este fato surge em decorrência da relação αi + βi = C apresentada na Equação (43). Como βi ≥ 0, então o

menor valor assumido por β é zero, justamente quando αi = C.

Apesar do uso da margem flexı́vel pelo classificador SVM, pode haver situações em que o problema não é resolvido de forma

satisfatória, mesmo tolerando alguns erros de classificação. Um exemplo deste tipo de problema é ilustrado na Figura (4), que

traz um problema de classificação binário hipotético, de natureza não-linearmente separável.
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Figura 4: Exemplo de problema binário em que um hiperplano não resolve de forma satisfatória, mesmo considerando a possibi-

lidade de alguns erros.

4 O Truque do Kernel

Usar um mapeamento não-linear é um conceito chave para se manipular problemas não linearmente separáveis, como o

apresentado na Figura (4). Assim, a fim de se obter um problema linear a partir de um não-linear, o conjunto de dados deve

ser transformado para um espaço de caracterı́sticas de elevada dimensão. Ou seja, o espaço de entrada de um padrão xi ∈ R
N

é mapeado para um espaço de caracterı́sticas φ(x) ∈ R
M , tal que M > N . Afortunadamente, a construção explı́cita de um

mapeamento φ(x) ou do espaço de caracterı́sticas não é necessária em métodos baseados em SVM.

Ademais, para qualquer função contı́nua e simétrica K(x,y) que satisfaça o teorema de Mercer [14], há um espaço de Hilbert

H , um mapeamento φ : RN → H e um número βi > 0, tal que

K(x,y) =

M
∑

i=1

βiφ̃i(x)φ̃i(y), (51)

em que x,y ∈ R
N e M é a dimensionalidade do espaço de Hilbert. O teorema de Mercer exige que para qualquer função

quadrada integrável g(.), tal que g(.) 6= 0,
∫

K(x,y)g(x)g(y)dxdy ≥ 0. (52)

Por conseguinte, ao se definir φi(.) = φ̃i(.)
√
βi pode-se escrever a Equação (51) como

K(x,y) =
M
∑

i=1

φ̃i(x)
√

βiφ̃i(y)
√

βi, (53)

K(x,y) =

M
∑

i=1

φi(x)φi(y),
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de modo que a função kernel K(x,y) pode ser representada pelo produto interno dos vetores no espaço de caracterı́sticas, ou

seja

K(x,y) =

M
∑

i=1

φi(x)φi(y) (54)

K(x,y) = 〈φi(x),φi(y)〉 (55)

K(x,y) = φT
i (x)φi(y). (56)

A Equação (56) é comumente chamada de truque de kernel (Kernel Trick), pois permite que se evite o uso explı́cito do espaço

de caracterı́sticas de elevada dimensão. O truque de kernel permite que não seja necessário realizar o mapeamento para que

se obtenha o vetor φi(x), desde que se conheça uma função que descreva o produto interno 〈φi(x),φi(y)〉. Exemplos destas

funções (de kernel) são apresentadas na Tabela 1. Desta forma, pode-se trabalhar indiretamente em um este espaço de elevada

dimensão, desde que as computações sejam realizadas em um outro espaço, denominado Espaço Kernel (Kernel Space). Neste

contexto, deve-se considerar que é mais provável a obtenção de um hiperplano de separação no espaço de elevada dimensão

do que no espaço de entrada e, assim, um problema que é não linearmente separável no espaço de entrada pode ser resolvido

adequadamente neste espaço aumentado. As representações dos Espaços de Entrada, de Caracterı́sticas e de Kernel podem ser

visualizadas na Figura 5. Esta figura é derivada de outra apresentada em [15].

x1

x2 f

(x)

(x)f1

f2

(x)3

K(x,x )1

K(x,x )2

Figura 5: Espaço de entrada no R
2, Espaço de Caracterı́sticas no R

3 e Espaço Kernel.

Nesse sentido, pode-se redefinir as Equações (30) e (50) referentes ao classificador SVM com margem rı́gida e ao com

margem flexı́vel para

maxL(α) = max







n
∑

i=1

αi −
1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjdidjK(xi,xj)







(57)

s.a.

n
∑

i=1

αidi = 0

s.a. αi ≥ 0 para i = 1, . . . , n

e

maxL(α) = max







n
∑

i=1

αi −
1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjdidjK(xi,xj)







(58)

s.a.
n
∑

i=1

αidi = 0

s.a. 0 ≤ αi ≤ C para i = 1, . . . , n.
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Similarmente, a Equação (33), que descreve a função discriminante no espaço de caracterı́sticas, pode ser reescrita como

f(x) =

n
∑

i=1

αo
i diK(xi,x) + bo. (59)

Desta forma a classe para um dado vetor de teste x pode ser determinada a partir da função sinal, ou seja

f(x) = sign

(

n
∑

i=1

αo
i diK(xi,x) + bo

)

, (60)

em que valores positivos indicam que o padrão x pertence à classe yi = +1, enquanto valores negativos indicam que o padrão x

pertence à classe yi = −1.

Os kernels mais comumente utilizados são o linear, polinomial e gaussiano (RBF). Nesta trabalho utiliza-se ainda o kernel

KMOD (Kernel with MODerate decreasing) [16]. Estes kernels são apresentados na Tabela 1, enquanto o KMOD é detalhado

na subseção seguinte.

Kernel Descrição

Linear K(x,xi) = xT
i .x

Polinomial K(x,xi) =
(

xT
i .x+ 1

)d
, em que d é o grau do polinômio.

Gaussiano (RBF) K(x,xi) = exp
{

−||x− xi||2/σ2
}

, em que σ é uma constante.

Tabela 1: Listagem de importantes kernels.

4.1 Kernel with MODerate decreasing (KMOD)

O kernel KMOD [16] caracteriza-se por apresentar um rápido decrescimento da imagem do pontos originais próximo à

origem e um decrescimento moderado em direção ao infinito. Estas caracterı́sticas permitem que sejam considerados vetores de

entrada bastante distantes e ao mesmo tempo mantidas as informações de proximidade.

O kernel KMOD é descrito por

K(x,xi) = a.

[

exp

{

γ

(||x− xi||2 + σ2)

}

− 1

]

, (61)

em que a é uma constante de normalização, tal que

a =
1

exp
(

γ
σ2

)

− 1
, (62)

e σ e γ são os parâmetros do kernel.

Vale destacar que tanto o kernel KMOD quanto o RBF são descritos em função da distância, ou seja

K(x,xi) = K(||x− xi||2). (63)

E por isto, os seus comportamentos podem ser comparados com base em curvas que descrevam os valores de K(x,xi) em

função da distância. As caracterı́sticas de decrescimento mais significativo para pequenos valores de distância e decrescimento

mais moderado em direção ao infinito para o kernel KMOD podem ser verificadas nas Figura 6. Para fins de comparação, nesta

figura apresenta-se ainda o comportamento do kernel RBF.

5 Obtenção dos Parâmetros Ótimos para o Classificador SVM

5.1 Solução baseada em Programação Quadrática

Há diversas métodos disponı́veis na literatura para resolução de problemas de Programação Quadrática (do inglês, Quadratic

Programming Problem ou QP Problem). Bem como, há diversas implementações de tais métodos em pacotes de software, dentre

os quais destacam-se Matlab, Scilab e Octave 2.

No contexto da resolução de problemas quadráticos, e considerando o conjunto de treinamento {xi}ni=1 e os multiplicadores

de Lagrange {αi}ni=1, o problema de otimização formulado na Equação (58) pode ser apresentado como

minL(α) =
1

2
αTQα−αT1 (64)

2No Octave e no Matlab há a função qp para fins de resolução de problemas quadráticos, enquanto no Scilab há a função qpsolve.
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Figura 6: Comportamento dos kernels RBF e KMOD.

sujeito a

αTd = 0 (65)

0 ≤ αi ≤ C i = 1 . . . n,

em que Q é uma matriz nxn, sendo seus elementos descritos por qi,j = didjK(xi,xj) tal que i, j = 1 . . . n. Em geral, a matriz

Q é densa e semi-definida positiva, e caso apresente-se com um valor elevado para n, tal matriz pode ser grande demais para ser

armazenada [17]. Em virtude disto, um método online pode ser útil, pois este não exige uma grande quantidade de memória.

5.2 Solução baseada no Algoritmo SMO

Sequential Minimal Optimization (SMO) é um algoritmo iterativo para solucionar o problema de otimização dual dos classifi-

cadores SVM [18]. O algoritmo seleciona um par de parâmetros, αp e αq, do conjunto de multiplicadores de Lagrange, {αi}li=1,

e otimiza o valor da função objetivo conjuntamente para ambos os valores αp e αq. Ao final do algoritmo, o valor do viés b é

ajustado com base no novo conjunto de parâmetros. Este processo é repetido até a convergência do conjunto de multiplicadores

de Lagrange. O pseudocódigo do algoritmo SMO é descrito a seguir.

1. Iniciar αi ← 0 e b← 0;

2. Considerar f
′

(x) =
∑l

i=1 yiαik(x,xi) + b;

3. Considerar Ei = f
′

(xi)− yi;

4. Considerar λ como a tolerância;

5. Laço principal

(a) Usar heurı́sticas para escolher um par de multiplicadores de Lagrange, αp e αq , de {αi}ni=1 a fim de otimizar con-

juntamente;

(b) Se não for capaz de encontrar multiplicadores a otimizar; então sair do laço principal;

(c) Calcular µ, tal que µ← Eq−Ep

k(xp,xp)−2k(xp,xq)+k(xq,xq)
;

(d) Atualizar αnew
q ← αq + yqµ;

(e) Verificar os limites aplicados a αq;

(f) Atualizar αnew
p ← αp − ypµ;
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6. Atualizar b tal que

(a) bp ← Ep + yp(α
new
p − αp)k(xp,xp) + yq(α

new
q − αq)k(xq ,xq) + b

(b) bq ← Eq + yp(α
new
p − αp)k(xp,xp) + yq(α

new
q − αq)k(xq,xq) + b

(c) b = (bp + bq)/2;

O algoritmo acima possui diversas simplificações, sendo que o algoritmo implementado para avaliação é descrito mais com-

pletamente no trabalho de [18]. Neste trabalho, Platt apresenta muito mais propriedades do algoritmo SMO, tanto no que se

refere à sua eficiência quanto à estabilidade.

5.3 Solução baseada no Kernel Adatron

Adatron [19] é um método de aprendizado online que utiliza apenas informação de primeira ordem (gradiente) da função-

custo, e que possui convergência garantida em relação à solução ótima, com uma taxa exponencial. Kernel Adatron é uma

extensão do método Adatron que faz uso do truque do kernel. A aplicação do Kernel Adatron a SVM é primeiro descrita

no trabalho de [20]. Outro trabalho correlato relacionado ao desenvolvimento do Kernel Adatron é o trabalho de [21]. Uma

representação do Kernel Adatron em uma topologia similar a de redes neurais pode ser visualizada na Figura (7).

K(x,x )1

K(x,x )2

K(x,x )n

a .y1 1

a .y2 2

a .yn n S

+1

b

Figura 7: Kernel Adatron representado de forma similar às redes neurais artificiais.

A formulação do problema baseada no Kernel Adatron, pode ser descrita com base em um classificador SVM com margem

flexı́vel, como descrita na Equação (58), ou seja

maxL(α) = max







n
∑

i=1

αi −
1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjdidjK(xi,xj)







(66)

s.a.
n
∑

i=1

αidi = 0

s.a. 0 ≤ αi ≤ C para i = 1, . . . , n.

Considerando apenas informação de primeira ordem, pode-se determinar o gradiente da função-custo apresentada na Equação

(66), em relação a cada multiplicador de Lagrange, ou seja

∂L

∂αi

= 1− di

n
∑

i=1

αidiK(xi,xj)

e

∂L

∂αi

= 1− di

(

n
∑

i=1

αidiK(xi,xj)

)

. (67)

A partir deste resultado, pode-se reescrever a Equação (67) de modo que o gradiente da função-custo ∂L
∂αi

pode ser expresso em

termos da função discriminante sem viés apresentada na Equação (59), tal que

∂L

∂αi

= 1− dif(x). (68)
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Logo, o conjunto de multiplicadores de Lagrange {αi}ni=1 pode ser atualizado com base na seguinte expressão:

∆αi = αi(t+ 1)− αi(t)

αi(t+ 1) = αi(t) + ∆αi

αi(t+ 1) = αi(t) + µ
∂L

∂αi

αi(t+ 1) = αi(t) + µ(1− dif(x)) (69)

A fim de garantir que os multiplicadores de Lagrange {αi}ni=1 tenham valores de acordo com as restrições do problema dual,

a atualização de cada variável αi deve ser feita considerando as equações:

αi(t+ 1) = αi(t) + ∆αi, se 0 ≤ αi(t) + ∆αi ≤ C
αi(t+ 1) = 0, se αi(t) + ∆αi < 0
αi(t+ 1) = C, se αi(t) + ∆αi > C

O critério de parada mais usualmente utilizado é o número de épocas de treinamento. Vale ressaltar que ao final de cada época

deve ser estimado um valor para o viés. Uma expressão para esta estimativa é dada por

b =
max f−(xi) + min f+(xi)

2
(70)

Outro critério de parada que pode ser utilizado em conjunto com o número de épocas de treinamento 3, refere-se à verificação

da margem que pode ser expressa como:

κ =
min f+(xi)−max f−(xi)

2
, (71)

em que ocorre a parada quando κ < ǫ, em que ǫ é um número positivo.

6 Fundamentos Teóricos do Classificador LSSVM

Classificadores LSSVM [22] também são capazes de resolver problemas de classificação de padrões e problemas de aproximação

de funções4. Em sua formulação original, classificadores LSSVM são projetados para resolver problemas binários, mas também

podem ser combinados para resolver problemas multiclasses [23].

Classificadores LSSVM apresentam duas modificações importantes em relação aos classificadores SVM. Ambos estão pre-

sentes na formulação do problema primal de otimização. A primeira mudança está na restrição, a qual apresenta-se para o clas-

sificador LSSVM como uma igualdade5. A segunda mudança refere-se à incorporação na função-custo da soma das variáveis de

folga ao quadrado,
∑l

i=1 ξ
2
i , ponderada por uma constante de regularização γ. Esta constante tem o mesmo significado que a

constante C apresentada no problema do classificador SVM. Como conseqüência desta reformulação, o problema de otimização

pode ser resolvido de uma maneira mais simples, a partir de um sistema de equações lineares, mais precisamente de um sistema

Karush-Khun-Tucker (KKT) [24].

Do exposto, o problema de otimização para o classificador LSSVM, apresenta-se na seguinte forma:

min τ(w, ξ) =
1

2
wTw + γ

1

2

n
∑

i=1

ξ2i (72)

s.a. di[(w
Txi) + b] = 1− ξi, i = 1, . . . , n

em que τ(w, ξ) representa a função-custo que deve ser minimizada. Pode-se perceber que as variáveis de folga {ξi}ni=1 podem

assumir valores negativos, situação diferente da que ocorre no processo de aprendizagem do classificador SVM.

A simplificação do problema a ser resolvido pelo classificador LSSVM em relação ao classificador SVM é um ponto forte

daquele classificador. No entanto, há algumas limitações que emergem desta reformulação. Uma delas refere-se à perda da

natureza esparsa na solução do problema. Em outras palavras, os multiplicadores de Lagrange {αi}ni=1 obtidos no processo de

aprendizagem do classificador LSSVM são não-nulos6. Desta forma, após o processo de aprendizagem, é necessário armazenar

todos os padrões de treinamento, bem como os multiplicadores de Lagrange associados para fins de composição da função

discriminante. Esta situação é particularmente indesejável quando a base de dados for muito grande.

3O que ocorrer primeiro, por exemplo.
4Porém esta trabalho trata de problemas de classificação de padrões, e assim sendo a atenção maior é dada para classificadores LSSVM que são obtidas para

resolver tais problemas.
5Enquanto nos classificadores SVM a restrição do problema é de desigualdade, veja a Equação (18).
6Eventualmente um valor pode assumir valor nulo.
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A função lagrangeana L(w, b, ξ,α) para o problema de otimização primal apresenta-se então da seguinte maneira:

L(w, b, ξ,α) =
1

2
wTw + γ

1

2

n
∑

i=1

ξ2i −
n
∑

i=1

αi(di(x
T
i w+ b)− 1 + ξi), (73)

em que os valores dos elementos pertences ao conjunto {αi}ni=1 são quase sempre não-nulos.

As condições para fins de otimização, de forma similar ao que ocorre com o problema do classificador SVM são dadas por

∂L(w, b, ξ,α)

∂w
= 0 ⇒ w =

n
∑

i=1

αidixi (74)

∂L(w, b, ξ,α)

∂b
= 0 ⇒

n
∑

i=1

αidi = 0

∂L(w, b, ξ, α)

∂αi

= 0 ⇒ di(x
T
i w + b)− 1 + ξi = 0

∂L(w, b, ξ,α)

∂ξi
= 0 ⇒ αi = γξi

Por conseguinte, pode-se formular a partir das condições acima descritas um sistema de equações lineares, Ax = B, a fim

de representar o problema dos classificadores LSSVM, a saber:

[

0 dT

d Ω+ γ−1I

] [

b
α

]

=

[

0
1

]

em que Ωi,j = yiyjxi
Txj , d = [d1 d2 . . . dn]

T , α = [α1 α2 . . . αn]
T e 1 = [1 1 . . . 1]T , tal que o tamanho do vetor

1 é igual a n. E ainda, ao se utilizar o truque do Kernel pode-se redefinir Ωi,j para Ωi,j = yiyjK(xi,xj). Assim, a saı́da do

classificador LSSVM pode também ser calculada por

f(x) = sign

(

l
∑

i=1

αiyiK(x,xi) + b

)

. (75)

7 Obtenção dos Parâmetros Ótimos para o classificador LSSVM

7.1 Solução Baseada na Matriz Inversa

A solução do classificador LSSVM, que consiste na obtenção de b e α contida no vetor xT = [b αT ], pode ser obtida

resolvendo-se o sistema

Ax = B

A−1Ax = A−1B

x = A−1B,

ou seja

x =

[

0 dT

d Ω+ γ−1I

]−1 [
0
1

]

,

bastando apenas que a matriz A seja não-singular.

7.2 Solução Baseada na Pseudo Inversa

Como apresentado na subseção anterior, o método mais simples de resolução é baseado no cálculo da inversa da matriz A.

Porém, no caso de uma matriz não-quadrada, faz-se necessário o uso do método da Pseudo Inversa para obtenção da solução do

sistema [25,26]. Neste caso, a solução obtida equivale a considerar cada uma das colunas excluı́das como possuindo multiplicador

de Lagrange associado com valor zero [27]. A remoção de linhas, porém, equivale à remoção das restrições associadas ao

problema de otimização. Assim, a obtenção do vetor solução x para uma matriz não-quadrada A é dada por

x = A∗B, (76)

em que

A∗ =
(

ATA
)−1

AT . (77)
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7.3 Solução Baseada no Método de Levenberg-Marquardt (Proposta 1)

Nesta subseção é apresentado um novo método para obtenção dos parâmetros ótimos do classificador LSSVM baseado no

método de Levenberg-Marquardt (LM-LSSVM). O método Levenberg-Marquardt é um método iterativo que utiliza treinamento

em lote e consiste em um aperfeiçoamento do método Gauss-Newton, que por sua vez é uma variante do método de Newton. O

método de Newton utiliza informação da derivada parcial de segunda ordem da função-custo para iterativamente obter o ponto x

que minimiza (ou maximiza) tal função. Neste contexto, além da informação de gradiente∇, utilizada em métodos de primeira

ordem, utiliza-se também de informação sobre a curvatura da superfı́cie do erro [28].

Através da expansão de ∇L(x) em uma série de Taylor em torno do ponto x0, obtém-se

∇L(x) = ∇L(x0) + (x− x0)
T∇L2(x0) + . . . (78)

Sabendo que o objetivo é encontrar o ponto ótimo (mı́nimo ou máximo), então faz-se

∇L(x) = 0. (79)

E aproximando∇L(x) pelos termos até segunda ordem e desprezando os restantes7, na Equação (78), bem como considerando

(x − x0) = ∆x, tem-se:

∇L(x0) + (x − x0)
T∇L2(x0) = 0

(x− x0)
T∇L2(x0) = −∇L(x0)

(x− x0)
T [∇L2(x0)][∇L2(x0)]

−1 = −∇L(x0)[∇L2(x0)]
−1

(x− x0)
T = −∇L(x0)[∇L2(x0)]

−1

(x− x0) = −[∇L2(x0)]
−1∇L(x0)

∆x = −[∇L2(x0)]
−1∇L(x0). (80)

De uma forma mais geral, pode-se considerar:

∆x = −[∇L2(x)]−1∇L(x). (81)

Neste método a função-custo L(x) é definida com base nos erros quadráticos, ou seja

L(x) = 1
2

∑n
i=1 e

2
i (x) =

1
2e

T (x)e(x) (82)

em que ei(x) representa o erro da i-ésima entrada, enquanto e(x) representa o vetor de erro. O gradiente ∇L(x) e a hessiana

∇L2(x) podem ser expressos com base na matriz de derivadas parciais da função-custo L(x), chamada de matriz jacobiana

J(x). Assim, tem-se que

∇L(x) = J(x)e(x) (83)

∇L2(x) = JT (x)J(x) + S(x) (84)

em que

S(x) =
∑l

i=1 ei(x)∇2ei(x). (85)

O cálculo da matriz hessiana aproximada pode ser extremamente complexo. Para contornar este problema, foram propostos

métodos que utilizam aproximações, tais como Gauss-Newton e Levenberg-Marquardt, sendo comumente denominados por

métodos Quase-Newton. Para o método de Gauss-Newton assume-se S(x) ≈ 0, e por isto a regra de atualização de Newton

∆x = −[JT (x)J(x) + S(x)]−1J(x)e(x) (86)

passa a ser dada por

∆x = −[JT (x)J(x)]−1J(x)e(x). (87)

O problema com a Equação (87) está na obtenção da matriz hessiana aproximada [JT (x)J(x)], pois esta pode não possuir

inversa. Para contornar este problema, [29] propôs a adição da parcela µI à esta matriz, tal que µ é um escalar e I é a matriz

identidade. Esta alteração resulta na seguinte regra de atualização:

∆x = −[JT (x)J(x) + µI]−1J(x)e(x) (88)

Vale ressaltar que a matriz hessiana aproximada [JT (x)J(x) + µI] sempre possui inversa [28].

7Nesta situação considera-se uma aproximação quadrática.
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Após uma atualização, se o valor da função-custo diminuir8, µ deve ser diminuı́do com o intuito de reduzir a influência do

gradiente descendente. Caso contrário, quando o valor da função-custo aumenta, seguir a direção do gradiente descendente é a

melhor escolha e, por isso, o valor de µ deve ser aumentado. No entanto, quando µ torna-se muito grande, a informação dada

pela matriz hessiana aproximada não é útil no cálculo da atualização de x. Para contornar esta situação adversa, [30] propôs

substituir a matriz identidade pela matriz diagonal da matriz hessiana aproximada. Esta alteração resulta na seguinte regra de

atualização:

∆x = −[JT (x)J(x) + µdiag[JT (x)J(x)]]−1J(x)e(x). (89)

Uma vez feita as considerações anteriores, o sistema de equações lineares resultante para o classificador LSSVM é dado por

Ax = B, (90)

ou
[

0 dT

d Ω + γ−1I

] [

b
α

]

=

[

0
1

]

,

em que Ωi,j = yiyjK(xi,xj), tal que i, j = 1, . . . , n. Neste contexto, a matriz B pode ser considerada a saı́da desejada do

sistema, e as matrizes A e B podem ser visualizadas como segue:

A =











a0
a1
...

an+1











e B =











d0
d1
...

dn+1











em que ai é um vetor que corresponde à i-ésima linha da matriz A e di representa a i-ésima saı́da escalar desejada. Ao considerar

uma inicialização aleatória de x, pode-se considerar o sistema

Ax = Ŷ(x), (91)

em que Ŷ é uma estimativa de B. Nesta situação, pode-se calcular a função de erro da seguinte forma:

e(x) = B− Ŷ(x),

e(x) = B−Ax. (92)

Para o método Levenberg-Maquardt deve-se considerar um lote de entradas aplicadas ao vetor x e, por conseqüência, um lote

de erros associados. Assim, pode-se considerar cada vetor ai como uma entrada para o vetor x e yi como a sua saı́da associada.

A matriz Jacobiana J(x) pode ser calculada com base nas derivada parciais da função de erro, tal que

J(x) =
∂e(x)

∂x
= −A. (93)

E assim, a atualização do vetor x que contém os multiplicadores de Lagrange e o viés pode ser calculada de acordo com a

seguinte expressão:

xt+1 = xt −
[

JT (x)J(x) + µ diag(JT (x)J(x))
]−1

JT (x)e(x),

= xt +
[

ATA+ µ diag(ATA)
]−1

AT e(x), (94)

em que t representa a iteração do método e a matriz [µ diag(JT (x)J(x))] descreve um termo de regularização. Como dito

anteriormente, a matriz [JT (x)J(x) + µ diag(JT (x)J(x))] é não singular [28]. O método Levenberg-Marquardt pode ser

resumido no seguinte pseudo-código:

PASSO 1 - Atribuir valores de forma aleatória para o vetor xt, tal que t = 0;

PASSO 2 - Calcular o novo vetor xt+1, com base da Equação (94);

PASSO 3 - Avaliar o erro quadrático médio;

PASSO 3.1 - Se o erro quadrático médio aumentar então desfazer a atualização do vetor xt, bem como reduzir o

valor de µ e retornar ao [PASSO 2];

PASSO 3.2 - Caso contrário, atualizar o vetor xt e retornar ao [PASSO 2];

PASSO 4 - Avaliar a convergência;

PASSO 4.1 - Se o algoritmo convergir então finalizar e retornar o vetor xt;

PASSO 4.2 - Caso contrário, retornar ao [PASSO 2].

8Em um problema de minimização.
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8 Simulações Computacionais

O objetivo deste primeiro grupo de experimentos computacionais é avaliar o desempenho dos classificadores SVM e LSSVM

quando aplicados ao problema de diagnóstico de patologias da coluna vertebral. O conjunto de dados correspondente apresenta

originalmente 3 classes, a saber: normal, hérnia de disco e espondilolistese. Mais detalhes sobre este conjunto de dados são

apresentados nos Apêndices ?? e em [31]. Todavia, neste trabalho trata-se tanto do problema original com 3 classes, quanto de

um problema com 2 classes, em que se agregam os padrões pertencentes às classes hérnia de disco e espondilolistese. Assim,

o problema com 2 classes apresenta as classes normal (a mesma que no conjunto original) e não-normal (com patologia). O

problema com 2 classes é denominado PCV-2C (Patologias da Coluna Vertebral com 2 classes), enquanto o problema com 3
classes é chamado PCV-3C (Patologias da Coluna Vertebral com 3 classes). A Tabela 2 sumariza as quantidades de padrões por

classe tanto para o problema PCV-3C quanto para o problema PCV-2C.

Problema Classe Quantidade

PCV-3C

Normal 100

Espondilolistese 150

Hérnia de Disco 60

PCV-2C

Normal 100

Não-normal 210

Tabela 2: Número de padrões por classe nos problemas PCV-3C e PCV-2C.

Nos experimentos realizados, o conjunto de dados com 310 padrões é dividido em dois conjuntos disjuntos. Nesta divisão,

80% dos dados devem compor o conjunto de treinamento, enquanto os outros 20% são utilizados para compor o conjunto de

teste. O processo de separação em conjuntos de treinamento e teste é realizado com seleção de amostras de forma aleatória. Este

processo é repetido 50 vezes (rodadas) para fins de avaliação da variabilidade da medida. Os classificadores SVM e LSSVM são

avaliados com os kernels: linear, RBF e KMOD. O desempenho de cada um dos classificadores é estimado sobre o conjunto de

teste. Os atributos são previamente normalizados, de tal maneira que a média tenha valor igual 0 e a variância seja igual a 1.

Para cada uma das 50 rodadas de separação em conjuntos de treinamento e teste busca-se a melhor parametrização dos

classificadores através da realização de uma busca em grade (grid search). Esta busca é realizada no conjunto de treinamento

e consiste na execução de validação cruzada de 5 partes (5-fold cross validation), conduzida sobre diversas combinações dos

valores dos parâmetros. A busca em grade descrita ocorre em duas etapas. O esquema representando este processo de separação

e otimização é apresentado na Figura 8.

Conjunto de Dados

1  Fold

2  Fold

3  Fold

4  Fold

5  Fold

o

o

o

o

o

Conjunto de Teste (20%)Conjunto de Treinamento (80%)

Figura 8: Esquema descrevendo um processo de separação do conjunto de dados entre conjunto de treinamento e teste. O

conjunto de treinamento é ainda submetido a uma etapa de validação cruzada de 5 partes para obtenção dos parâmetros ótimos

dos classificadores SVM e LSSVM.

A nomenclatura para os classificadores SVM e LSSVM, mais especificamente, utiliza a seguinte seqüência de termos clas-

sificador/algoritmo de treinamento/kernel e, portanto, um classificador SVM, treinado pelo algoritmo SMO com kernel linear,

é referenciado por SMO/-LIN. Similarmente, os classificadores SVM, treinados pelo SMO com os kernels RBF e KMOD,
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são referenciados por SVM/SMO/RBF e SVM/SMO/KMOD. Uma seqüência de termos também é aplicada para descrição dos

classificadores treinados pelo algoritmo Kernel Adatron (ADA) e, por isto, tem-se as seguintes referências SVM/ADA/LIN,

SVM/ADA/RBF e SVM/-ADA/KMOD. As diversas combinações de classificadores, métodos de treinamento e kernel utilizadas

são apresentados na Tabela 3.

Nomenclatura Classificador Método Treinamento Kernel

SVM/ADA/LIN SVM K. Adatron linear

SVM/ADA/RBF SVM K. Adatron RBF

SVM/ADA/KMOD SVM K. Adatron KMOD

SVM/SMO/LIN SVM SMO linear

SVM/SMO/RBF SVM SMO RBF

SVM/SMO/KMOD SVM SMO KMOD

LSSVM/MI/LIN LSSVM Matriz Inversa linear

LSSVM/MI/RBF LSSVM Matriz Inversa RBF

LSSVM/MI/KMOD LSSVM Matriz Inversa KMOD

LSSVM/LM/LIN LSSVM Levenberg-Marquardt linear

LSSVM/LM/RBF LSSVM Levenberg-Marquardt RBF

LSSVM/LM/KMOD LSSVM Levenberg-Marquardt KMOD

Tabela 3: Nomenclatura para os classificadores SVM e LSSVM.

Os códigos necessários para obtenção dos resultados descritos neste trabalho foram desenvolvidos em linguagem JavaTM.

Destaca-se também que o ambiente de desenvolvimento integrado (Integrated Development Environment - IDE) Eclipse foi

utilizado para desenvolvimento.

8.1 Resultados para o Problema Binário (PCV-2C)

Na Tabela 4 são apresentados os resultados obtidos para os classificadores SVM quando aplicados ao problema PCV-2C.

Nesta tabela, mostram-se os resultados do desempenho do classificador SVM em função do algoritmo de treinamento (SMO ou

Kernel Adatron) e do tipo de kernel (linear, RBF e KMOD), para uma tolerância de 0, 1. O desempenho de cada classificador é

avaliado pela taxa de acerto médio no teste (acurácia), pelo desvio padrão e pelo número médio de vetores-suporte (# médio VS).

Ao se analisar a Tabela 4, pode-se perceber que o classificador SVM/SMO/KMOD obteve o melhor desempenho de classificação

(86, 4%), seguido do classificador SVM/SMO/RBF com desempenho igual a 85, 6%.

Classificador Kernel Acurácia Desvio Padrão # Médio VS

SVM/ADA linear 83, 8 5, 4 105, 6
SVM/SMO linear 84, 2 4, 0 81, 2

SVM/ADA RBF 84, 5 4.6 126, 0
SVM/SMO RBF 85, 6 3, 7 120, 8

SVM/ADA KMOD 84, 0 4, 4 163, 3
SVM/SMO KMOD 86, 4 4, 2 152, 0

Tabela 4: Resultados dos classificadores SVM para o problema binário da coluna vertebral.

Na Figura 9 são apresentados os diagramas de caixa (boxplots) que destacam os valores mı́nimo e máximo, além dos percentis

25%, 50% e 75% percentil, dos valores da acurácia nas 50 rodadas de treinamento e teste, para cada um dos classificadores

descritos na Tabela 4. O valor médio da acurácia para cada um dos classificadores é simbolizado por um ponto em forma de

diamante no interior da caixa.

Na análise dos diagramas de caixa apresentados na Figura 9, percebe-se que o classificador com maior dispersão das taxas de

acerto é o SVM/ADA/LIN; enquanto o classificador SVM/SMO/KMOD apresenta a parte central da sua caixa bastante elevada

em relação aos outros classificadores. Percebe-se ainda que todos os classificadores apresentam um valor máximo de acurácia

acima de 90%. O classificador SVM/SMO/KMOD apresenta maior valor médio e maior mediana (percentil 50%), seguido de

perto pelo classificador SVM/SMO/RBF que, no entanto, apresenta uma dispersão ligeiramente menor que a do classificador

SVM/SMO/KMOD.

Uma curva tı́pica que descreve o processo de otimização realizado para busca do melhor conjunto de parâmetros em uma

determinada rodada é apresentada na Figura 10. Esta curva descreve a acurácia em função dos parâmetros σ e C para o classifi-

cador SVM/SMO/RBF. O melhor conjunto de parâmetros encontrado para este classificador consistem em σ = 3, 0 e C = 21, 0,

resultando em uma acurácia de 84, 8%.
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Figura 9: Diagramas de caixa contendo os valores obtidos nas 50 rodadas referentes ao problema binário com uso de classifica-

dores SVM.

Figura 10: Superfı́cie resultante do processo de busca em grade, via validação cruzada de 5 partes, pelo melhor conjunto de

parâmetros em uma das rodadas para o classificador SMO/RBF.
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De forma similar, na Tabela 5 são apresentados os resultados obtidos para o classificador LSSVM em função do método de

treinamento (matriz inversa ou Levenberg-Maquardt) e do tipo de kernel (linear, RBF ou KMOD), quando aplicados ao problema

PCV-2C. Uma busca em grade também é realizada em cada rodada para determinação dos melhores valores para γ e para os

parâmetros do kernel. Para o classificador LSSVM treinado pelo método de Levenberg-Maquardt, o valor de µ é 0, 001 e o

número máximo de iterações é 20. Ao se analisar os resultados, verifica-se que o algoritmo LSSVM/LM/RBF9 apresenta a maior

taxa de classificação dentre todos os classificadores LSSVM avaliados. Nota-se ainda, que o desempenho dos classificadores

com kernel RBF e KMOD possuem valores bastante próximos. O número médio de vetores-suporte (# Médio VS), igual ao

tamanho do conjunto de treinamento, confirma a falta de esparsidade da solução gerada pelo classificador LSSVM.

Classificador Kernel Acurácia Desvio Padrão # Médio VS

LSSVM/MI linear 80, 4 5, 2 248
LSSVM/LM linear 81, 1 5, 2 248

LSSVM/MI RBF 84, 4 4, 0 248
LSSVM/LM RBF 85, 0 4, 2 248

LSSVM/MI KMOD 84, 3 4, 8 248
LSSVM/LM KMOD 84, 3 4, 9 248

Tabela 5: Resultados dos classificadores LSSVM para o problema binário da coluna vertebral.

Na Figura 11 são mostrados os diagramas de caixa associados aos valores da acurácia para as 50 rodadas de treinamento

e teste, para cada classificador avaliado na Tabela 5. Pela análise destes diagramas, também nota-se que há um desempenho

semelhante entre os classificadores LSSVM com kernels RBF e KMOD. Percebe-se também que apenas estes classificadores

atingem eventualmente taxas maiores que 90%. Nota-se ainda que o classificador que é treinado pelo algoritmo LM apresenta

desempenho médio igual ou melhor que o classificador treinando pela matriz inversa. No entanto, a dispersão daquele classifica-

dor apresenta-se igual ou aumentada. Além disto, o classificador LSSVM/LM/RBF apresenta a parte central de sua caixa mais

elevada que a dos outros classificadores, o que demonstra sua maior capacidade de generalização (o que pode ser confirmado

pelo valor obtido para a acurácia do classificador).
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Figura 11: Diagrama de caixa contendo os valores da acurácia obtidos nas 50 rodadas referentes à aplicação do classificador

LSSVM ao problema binário.

A Figura 12 contém as curvas ROC (Receiver Operating Characteristic) obtidas para os classificadores LSSVM/LM/RBF,

SVM/SMO/KMOD e SVM/SMO/RBF. Mais detalhes sobre curvas ROC podem ser obtidos em [32]. Ao se analisar os valores

9O termo LSSVM/LM denota o classificador LSSVM treinado pelo algoritmo Levenberg-Maquadt, conforme proposto na Subseção 7.3.
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das áreas sob as curvas (Area Under Curve - AUC) pode-se notar que os desempenhos dos classificadores LSSVM/LM/RBF e

SVM/SMO/RBF são bastante similares, enquanto o classificador SVM/SMO/KMOD apresenta o melhor desempenho.

Figura 12: Curvas ROC para o problema da coluna vertebral com 2 classes, para os classificadores LSSVM/LM/RBF,

SVM/SMO/KMOD e SVM/SMO/RBF, bem como os valores AUC correspondentes.

Na Figura 13, mostra-se um gráfico da acurácia em função do limiar de decisão (thresold) contendo três curvas, uma curva

para cada um dos classificadores avaliados na Figura 12. Pode-se perceber que a curva do classificador SVM/SMO/KMOD

posiciona-se quase que totalmente sobre as outras duas curvas. Ou seja, mesmo com limiares diferentes10, o classificador

SVM/SMO/KMOD possui, majoritariamente, desempenho de classificação superior ao dos demais. Este fato reforça a afirmação

da superioridade do classificador SVM/SMO/KMOD em relação aos classificadores SVM/SMO/RBF e LSSVM/LM/RBF quando

aplicados ao problema PCV-2C.

Finalmente, na Figura 14, é apresentada a superfı́cie de decisão obtida para o classificador SVM/SMO/KMOD.

10O valor tı́pico para o limiar é zero.
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Figura 13: Gráfico com o desempenho dos classificadores LSSVM/LM/RBF, SVM/SMO/KMOD e SVM/SMO/RBF em função

do limiar de decisão.
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Figura 14: Superfı́cie de decisão obtida a partir do classificador SVM/SMO/KMOD para o problema binário da coluna vertebral.

8.2 Resultados para Problema com 3 Classes (PCV-3C)

Nesta subseção tem-se a descrição dos resultados obtidos para o problema da coluna vertebral com 3 classes (PCV-3C). Neste

caso adota-se a combinação de classificadores pelo método um-contra-todos [9]. A classificação usando o método um-contra-

todos é realizada com base na agregação de 3 classificadores, os quais são capazes de resolver problemas binários derivados

do problema original. Assim, cada classificador multiclasse agrega três classificadores SVM binários em que cada um resolve

o problema de uma das classes contra as outras duas (normal contra hérnia de disco e espondilolistese, hérnia de disco contra
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normal e espondilolistese e espondilolistese contra hérnia de disco e normal). A classe de um padrão é determinada de acordo

com a maior saı́da dentre os classificadores agregados.

Para o problema PCV-3C, também é executado um processo de busca em grade a fim de se obter o melhor conjunto de

parâmetros em cada uma das 50 rodadas de treinamento e teste. Vale ressaltar que neste processo de busca utiliza-se um mesmo

conjunto de parâmetros para todos os três classificadores que compõem um determinado agregado que realiza a classificação

multiclasse. Ou seja, na validação cruzada de 5 partes, cada ponto da grade (contendo os parâmetros) é utilizado para configurar

os três classificadores.

Na Tabela 6 são mostrados os resultados obtidos para os classificadores SVM/SMO e SVM/ADA com kernels linear, RBF e

KMOD, quando aplicados ao problema PCV-3C e para um tolerância de 0, 1. Nesta tabela são mostrados o classificador avaliado,

o tipo de kernel utilizado, bem como a acurácia e o desvio padrão.

Infere-se, a partir da análise da Tabela 6, que o classificador SVM/SMO/KMOD apresenta melhor desempenho de classificação,

com valor igual a 86, 0%. No tocante ao diagrama de caixa, apresentado na Figura 15, pode-se notar que a parte central do clas-

sificador SVM/SMO/KMOD encontra-se mais elevada e compacta que as partes centrais dos outros classificadores, bem como

apresenta maior desempenho médio o que demonstra a robustez de seu algoritmo de aprendizagem. Nota-se ainda que o classi-

ficador SVM/SMO/LIN é o único que consegue atingir desempenho superior à 95%, no entanto, este possui a maior dispersão

entre os classificadores avaliados.

Classificador Kernel Acurácia Desvio Padrão

SVM/SMO Linear 85, 1 4, 6
SVM/ADA Linear 85, 3 4, 5

SVM/SMO RBF 85, 3 3, 4
SVM/ADA RBF 83, 9 3, 9

SVM/SMO KMOD 86, 0 4, 0
SVM/ADA KMOD 84, 1 4, 2

Tabela 6: Resultados do classificador SVM para o problema da coluna vertebral com 3 classes.
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Figura 15: Diagramas de caixa com os resultados obtidos para os classificadores SVM quando aplicados ao problema PCV-3C.

A Tabela 7 traz os resultados obtidos para o problema PCV-3C no que se refere aos classificadores LSSVM. De um modo

geral, os resultados apresentados nesta tabela são bem inferiores aos descritos na Tabela 6. Uma justificativa para esta situação

pode residir no fato de que o ajuste dos parâmetros dos classificadores LSSVM é bastante sensı́vel a pequenas variações. Nestes

classificadores, muitas vezes, um ajuste fino faz-se necessário. Ou seja, como há vários classificadores agregados para a execução

da classificação em um problema multiclasse, um conjunto de parâmetros que é adequado para um classificador binário, pode
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não ser tão adequado para os outros dois classificadores.

Classificador Kernel Acurácia Desvio Padrão

LSSVM/MI Linear 80, 8 5, 1
LSSVM/LM Linear 80, 7 4, 7

LSSVM/MI RBF 81, 1 3, 8
LSSVM/LM RBF 81, 9 5, 6

LSSVM/MI KMOD 82, 7 4, 1
LSSVM/LM KMOD 82, 5 3, 5

Tabela 7: Resultados dos classificadores LSSVM para o problema da coluna vertebral com 3 classes.

Na Figura 16 são mostrados os diagramas de caixa referentes aos classificadores e resultados apresentados na Tabela 7.

Percebe-se que os desempenhos médios obtidos para os classificadores LSSVM/MI e LSSVM/LM são inferiores aos obtidos

para os classificadores SVM/SMO e SVM/ADA. Os melhores resultados entre os classificadores LSSVM/MI e LSSVM/LM

são os obtidos para os classificadores LSSVM/MI/KMOD e LSSVM/LM/KMOD. Percebe-se ainda que o classificador LS-

SVM/LM/RBF apresenta o maior acerto e a maior dispersão dentre os classificadores avaliados.
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Figura 16: Diagramas de caixa com os resultados obtidos para os classificadores LSSVM para o problema PCV-3C.

Para fins de comparação, na Tabela 8 são apresentados diversos resultados obtidos para a aplicação dos classificadores k-NN,

Naive Bayes, GRNN, MLP e SVM/SMO/KMOD ao problema PCV-3C. Detalhes sobre os classificadores k-NN, Naive Bayes,

GRNN, MLP podem ser obtidos em [31]. Os parâmetros dos classificadores são os seguintes: k-NN (k = 7), GRNN (σ = 2, 0),

MLP (6,12,3)11 com função de ativação sigmóide logı́stica, treinada por 1000 épocas e usando taxa de aprendizagem igual a

0,05, SVM/SMO/KMOD com parâmetros de kernel σ = 2, 5, γ = 8, 5 e parâmetro de regularização C = 2, 5, e a margem de

tolerância com valor igual a 0, 1.

Na Tabela 8 analisa-se a evolução do desempenho do classificador em função do tamanho do conjunto de dados usado para

treinamento dos classificadores. Ou seja, calcula-se a acurácia e o desvio padrão no conjunto de teste quando se utiliza 25% do

conjunto de dados para treinamento e 75% para teste. Em seguida, faz-se o mesmo para 40% e 60% dos dados nos conjuntos de

treinamento e teste. Verifica-se também o desempenho de cada classificador para as proporções 60%-40% e 80%-20% para os

conjuntos de treinamento-teste. Para cada uma destas combinações são realizadas 50 rodadas.

Os gráficos relacionados aos resultados contidos na Tabela 8 são vistos na Figura 17. Nota-se que os classificadores

SVM/SMO/KMOD e MLP apresentam maior acurácia que os classificadores k-NN, Naive Bayes e GRNN. O classificador MLP

11Utiliza-se a notação compacta MLP(p,q,m), em que p é a dimensão do vetor de entrada, q é o número de neurônios ocultos e m é o número de neurônios de

saı́da.
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Classificador
Tamanho do Conjunto de Treinamento

25% 40% 60% 80%

k-NN 76, 0± 2, 9 77, 3± 2, 7 77, 8± 3, 1 78, 3± 4, 3
Naive Bayes 78.8± 2, 6 78.9± 2, 5 80, 2± 3, 1 80, 3± 4, 7

GRNN 71, 9± 4, 1 73, 9± 3, 1 75, 0± 4, 2 75, 0± 5, 3
MLP 82, 9± 2, 7 82, 8± 2, 4 83, 8± 3, 0 83, 7± 4, 4

SVM/SMO/KMOD 80, 0± 2, 8 82, 1± 2, 4 83, 7± 2, 5 85, 0± 4, 6

Tabela 8: Resultados obtidos para diversos classificadores aplicados ao problema PCV-3C. Pode-se observar os acertos médios

obtidos para diferentes tamanhos do conjunto de treinamento.

apresenta maior desempenho médio que o classificador SVM/SMO/KMOD na faixa de 25%-40%, para 60% do conjunto de

treinamento as acurácias são semelhantes, para 80% do conjunto de dados o classificador SVM/SMO/KMOD apresenta melhor

desempenho.

Figura 17: Acurácia de diversos classificadores em função do tamanho do conjunto de treinamento.

Na Figura 18, pode-se visualizar as superfı́cies de decisão geradas pelos classificadores MLP e SVM/SMO/KMOD para o

par de atributos com maior capacidade de discriminação. Nota-se, ao se analisar a figura, que há uma significativa sobreposição

entre os dados pertencentes às classes normal e hérnia de disco.
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Figura 18: (a) Superfı́cie de decisão do classificador SVM/SMO/KMOD[γ = 8, 5;σ = 2, 0 e C = 2, 5]. (b) Superfı́cie de

decisão da rede MLP(6,12,3) treinada por 1000 épocas com taxa de aprendizado igual a 0, 05.

9 Conclusão

Neste artigo foram avaliados os desempenhos de classificadores do tipo SVM e LSSVM quando aplicados ao problema de

diagnóstico de patologias da coluna vertebral, tanto para a versão com duas classes, quanto para a versão com 3 classes. Uma

nova técnica para treinamento de classificadores LSSVM é proposta, com base no método Levenberg-Maquardt. Esta proposta

apresentou resultados similares aos dos classificadores baseados nos algoritmos SMO e Adatron para o problema binário (PCV-

2C).

De uma forma geral, pode-se considerar o classificador SVM/SMO/KMOD como sendo o melhor classificador para o pro-

blema da coluna PCV-2C, pois o mesmo obteve melhor resultado em termos de acurácia, análise de diagramas de caixa e análise

de curvas ROC. O classificador SVM/SMO/KMOD quando aplicado ao problema PCV-3C também apresenta-se mais adequado

do que os classificadores k-NN, Naive Bayes, GRNN e MLP, bem como apresenta-se melhor do que a grande maioria das

máquinas de vetores-suporte avaliadas. Logo, o classificador SVM/SMO/KMOD deverá compor o módulo de diagnóstico da

plataforma SINPATCO.

Em situações em que se exige um melhor desempenho em termos de custo computacional pode-se considerar o uso do

classificador SVM/SMO/LIN, pois este possui um pouco mais do que 80 vetores-suporte em média, cerca de 2/3 da quantidade

obtida para os outros classificadores (que possuem RBF ou KMOD) quando se considera o problema PCV-2C.

Os resultados obtidos para o conjunto PCV-3C pelo classificador LSSVM/MI ou pelo LSSVM/LM não foram tão satisfatórios

quanto os obtidos pelo classificador SVM/SMO e SVM/ADA. Isto pode ser justificado pela necessidade de um ajuste fino dos

parâmetros dos classificadores LSSVM agregados quando se objetiva a resolução de um problema multiclasse. Ou seja, um

determinado conjunto de parâmetros que se faz adequado para um classificador LSSVM binário pode não ser tão adequado

para os outros dois classificadores. Percebe-se que os classificadores LSSVM são bastante sensı́veis a pequenas variações dos

parâmetros de treinamento, diferentemente do observado para os classificadores SVM.
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