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Resumo - Na fase de utilização, as Redes Neurais Artificiais (RNA) Multilayer Perceptrons, treinadas com o algoritmo 
de Backpropagation, não conseguem aproximar a função de interesse para 100% dos dados de entrada. Este trabalho 
propõe uma metodologia para abordagem de dois pontos de interesse: 1º) estimar um parâmetro de exatidão para as saídas 
de RNA na fase de utilização, com o objetivo de definir quais saídas podem ser consideradas confiáveis e quais não, 
definindo como confiáveis as saídas que se aproximam do comportamento da função de interesse; e 2º) estabelecer o 
número de padrões a serem utilizados na fase de treinamento, que permitam a convergência e a generalização da rede na 
metodologia proposta. A metodologia baseia-se no treino e utilização de duas redes: a RNA Direta (RNAD), utilizada para 
aproximar a função de interesse, e a RNA Inversa (RNAI), utilizada para aproximar a inversa (FI) da função de interesse. 
Caso a função a ser aproximada não tenha FI definida, o domínio é restringido para onde exista. Na utilização destas redes 
será computada a diferença entre a entrada da RNAD e a saída da RNAI. Quando a entrada da RNAD e a saída da RNAI 
forem computacionalmente iguais, ou seja, sua diferencia muito próxima de zero, tanto quanto à aplicação exigir, será 
considerado que a saída da rede direta (RNAD), isto é, a aproximação da função de interesse, é confiável. O método é 
comprovado experimentalmente a partir de dados sintéticos, utilizando a função 2)( xxf = , a fim de permitir o controle 

entre as entradas e saídas das redes com o intuito de validação do método nos domínios Real, Complexo e de Clifford.  Os 
dados sintéticos e não dados de aplicações reais, se utilizam para demonstrar a viabilidade do algoritmo permitindo 
comparar os três domínios, pois possíveis erros contidos nos dados reais se mesclariam com possíveis erros no algoritmo 
dificultando a validação do método proposto. Os resultados mostram que o método é robusto e permite determinar o 
parâmetro de exatidão para as saídas da RNA, o critério de convergência e a qualidade da generalização das mesmas, 
permitindo a comparação gráfica dos três domínios. 

Palavras-chave – RNA, parâmetro de exatidão, Multilayer Perceptrons, Domínio Complexo, Domínio Clifford. 

1. INTRODUÇÃO 

As Redes Neurais Artificiais (RNA) são constituídas de unidades de processamento denominadas neurônios artificiais que 
armazenam conhecimento experimental para posterior uso [1]. Uma prática estatística comum para a escolha do conjunto 
de treinamento dessas redes, dentre outros métodos [2], é o método hold-out [3], o qual reserva a maior parte dos dados 
disponíveis para treinamento, geralmente mais que 50%, e o restante para validação. Tendo como característica não 
desejável a admissão de subconjuntos de treinamento maiores ou menores que o necessário, isto incide diretamente nas 
fases de validação e utilização, pois as redes podem convergir de acordo com o critério de parada, mas não necessariamente 
generalizar a função desejada. Na fase de utilização, é uma característica inerente a estas redes que alguns valores de saída 
sejam diferentes do esperado. Em certas aplicações de controle é necessário utilizar unicamente saídas sobre as quais a 
aproximação da função de interesse seja considerada aceitável, caso contrário, não é recomendável utilizar [4], [5].  

Este trabalho apresenta uma metodologia que fornecerá dois parâmetros: 1º) para aferir a exatidão das saídas de RNA, 
definindo assim os valores de saída aceitáveis de acordo com a função de interesse; 2º) para determinar a quantidade de 
padrões de treinamento necessários para permitir a convergência e a generalização destas redes de acordo com a 
metodologia.  

A metodologia baseia-se no treino e utilização de duas redes: RNA Direta (RNAD), utilizada para aproximar a função de 
interesse, e a RNA Inversa (RNAI), utilizada para aproximar a Função Inversa (FI) da função de interesse. Caso a função a 
ser aproximada não tenha FI definida, o domínio é restringido para onde exista. Dependendo da aplicação, uma maneira 
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pratica de fazer a verificação da existência da inversa é fazendo um gráfico da função e visualmente verificando se a função 
é bijetiva. As classes de problemas admissíveis nesta metodologia restringem as aplicações aos problemas que requerem o 
uso de redes neurais utilizadas na aproximação de funções e que tenham inversa e se não tem inversa, que possam ser 
tratadas por intervalos onde exista a função inversa. Sobre o treino destas redes é computada a diferença entre a entrada da 
RNAD e a saída da RNAI, que devem ser computacionalmente iguais. Esta diferença é algebricamente igual a zero, mas 
pela representação de ponto flutuante no processamento, esta diferença deve ser verificada dentro de um valor muito 
próximo de zero, tanto quanto à aplicação exigir, onde esta diferença irá definir os parâmetros de convergência e 
generalização. Na utilização destas redes será computada também a diferença entre a entrada da RNAD e a saída da RNAI. 
Quando a entrada da RNAD e a saída da RNAI forem computacionalmente iguais, será considerado que a saída da rede 
direta (RNAD), isto é, a aproximação da função de interesse, é confiável. 

Esta metodologia é aplicada para aproximar a função quadrática 2)( xxf = , utilizando as redes Multilayer Perceptrons nos 

domínios Real, Complexo e de Clifford, com o intuito de determinar os parâmetros propostos nos itens 1º e 2º de aferir a 
exatidão das saídas de RNA e determinar a quantidade de padrões de treinamento necessários para permitir a convergência 
e a generalização, respectivamente. A metodologia é demonstrada, utilizando-se a função quadrática (dados sintéticos), que 
tem a vantagem de: 1º permite a representação nos três domínios para poder comparar graficamente os resultados e permite 
definir um isomorfismo entre o domínio complexo e de Clifford; 2º não tem inversa para todo o domínio e pode se mostrar 
como se tratam essa classe de funções; 3º podem se controlar todos os parâmetros da metodologia para poder atribuir 
qualquer problema ao algoritmo e não aos dados; 4º  é  suficientemente  suave para não precisar muito treinamento (precisa 
de poucas amostras para ser aproximada); 5º é suficientemente complexa para mostrar como a metodologia deve tratar com 
conjuntos que não são totalmente ordenados. Os dados sintéticos se utilizam para demonstrar a validade do algoritmo, pois 
ao se utilizar dados de aplicações reais os possíveis erros contidos nos dados se mesclariam com possíveis erros no 
algoritmo dificultando a validação do método proposto.  

Este trabalho está organizado como segue: a Seção 2 apresenta os conceitos relevantes para a metodologia proposta das 
Redes Neurais Artificiais Multilayer Perceptron no domínio Real com o algoritmo de treinamento Backpropagation; a 
Seção 3 apresenta os aspectos relevantes da álgebra de Clifford para o algoritmo proposto; a Seção 4 estende as Redes 
Neurais Artificiais Multilayer Perceptron para os domínios Complexo e de Clifford com o algoritmo de treinamento 
Backpropagation; a Seção 5 apresenta a metodologia proposta; a Seção 6 ilustra os resultados obtidos e a discussão desses 
resultados; e a Seção 7 sugere os trabalhos futuros e as conclusões finais. 

2. REDES NEURAIS ARTIFICIAIS 

As Equações (1) e (2) descrevem o funcionamento do neurônio artificial [6], Fig. 1, e as relações entre os pesos 
ij

w , as 

entradas 
ix , bias 

j
b , valor de ativação 

j
net , a Função de Ativação (FA) )(⋅f  e as saídas 

j
o , onde o estado do ambiente é 

representado pelas entradas e o conhecimento adquirido no treinamento é armazenado nos pesos. 

 

Fig. 1. Neurônio artificial. 
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Este trabalho utiliza a FA Tangente Hiperbólica (FATH), Equação (3), a qual é escrita na forma de função elementar 
transcendental, que permite a mesma representação matemática para os domínios Real, Complexo e de Clifford, tendo 

apenas como diferença os valores assumidos por 
jnet  [7]. O valor de netj pertence ao domínio Real, Complexo ou de 

Clifford, de acordo com o domínio da rede neural artificial escolhida. O modelo de RNA adotado por este trabalho é o 
Multilayer Perceptrons (MLP) [8], Fig. 2, no qual se utiliza o algoritmo de treinamento Backpropagation (BP), que 
aproxima com apenas duas camadas ocultas qualquer função contínua [9]. O modelo MLP tem como característica uma 
camada de entrada onde são apresentados os dados de entrada 

iX , uma camada de saída onde se apresentam as saídas 
jO  e 

uma ou mais camadas ocultas, situadas entre as camadas de entrada e de saída. Este modelo é utilizado com frequência para 
resolver problemas que não sejam linearmente separáveis, os quais são maioria no campo da Engenharia. Os valores 
atribuídos as entradas e saídas dessas camadas são modificadas de acordo com o domínio no qual a rede está definida.   

 

Fig. 2. Rede Multilayer Perceptron ( MLP ). 

2.1  BACKPROPAGATION NO DOMÍNIO REAL 

 O BP é um algoritmo de aprendizagem supervisionada, que pode ser executado padrão a padrão [1] da seguinte maneira: 
Cada um dos i-ésimos exemplos 

ix  são aplicados à rede e esta produz as saídas 
jo . As saídas estão baseadas no estado 

corrente dos pesos sinápticos, que são inicialmente definidos de forma aleatória. Cada uma destas saídas 
jo  é comparada 

com uma saída desejada 
jt  para determinar a diferença entre a saída desejada e a saída obtida 

je , Equação (4), onde n se 

refere ao passo de execução do algoritmo. A seguir é computado o erro )(nE , conhecido como Sum of Squared Error 

(SSE), Equação (5), onde N é a quantidade de padrões de treinamento. Esse erro é retropropagado pela rede, a atualização 
dos pesos de cada camada é proporcional a ele e tem como objetivo reduzi-lo a cada nova iteração. Esta rotina é repetida 
até que o SSE atinja o critério de parada que é um valor definido a priori. Alcançando esse valor, diz-se que a rede 
aprendeu ou está treinada [8]. 
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A regra delta de atualização dos pesos 
ijw é descrita na Equação (6), onde η  refere-se à taxa de aprendizagem que controla 

a velocidade da convergência, 
jδ  é o termo de propagação do erro na saída e new

ijw  e old

ijw  são os valores do peso 
ijw  na 

iteração n+1 e n, respectivamente. Caso o peso pertença à camada de saída, 
jδ  deve ser o descrito na Equação (7), onde 

)(' ⋅f  é a derivada primeira da FA e, portanto, a função de ativação deve ser derivável. Caso pertença a uma camada oculta, 

jδ  deve ser o descrito na Equação (8), onde k é o número de neurônios na camada anterior ao se retropropagar o erro na 

saída da rede. O termo n (iterações) dessas equações é suprimido para melhor visualização das relações. Detalhes sobre o 
algoritmo de aprendizagem Backpropagation podem ser encontrados em [1], [8]. 
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old
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3.  ÁLGEBRAS DE CLIFFORD 

As Álgebras de Clifford são um tipo de álgebra associativa, e são uma das possíveis generalizações dos números 
Complexos e dos quaternions [10], [11], [12], as quais são definidas da seguinte maneira: sejam ,...,, cba  vetores 

pertencentes ao espaço vetorial 
nV  n-dimensional sobre os reais e α qualquer escalar Real. A álgebra geométrica 

( )nqp VClCl =,
 com qpn +=  é gerada a partir do espaço vetorial 

nV  onde é definido o produto geométrico ⊗ , Equação (9), 

que é a combinação linear do produto interno ∨  e do produto exterior ∧  onde o primeiro representa os escalares e o 
segundo os bivetores [12].   

( ) ( )abbaabbabababa ⊗−⊗+⊗+⊗=∧+∨=⊗ 2
1

2
1       (9) 

Este produto guarda as seguintes propriedades sobre todos os vetores: 

1. ( ) ( ) ;cbacba ⊗⊗=⊗⊗  

2. ( ) ;cabacba ⊗+⊗=+⊗  

3. ( ) ;acabacb ⊗+⊗=⊗+  

4. ;bb αα =  

5. .22
bb ±=  

As álgebras de Clifford têm diversas assinaturas 
qpCl ,
, onde: p é a quantidade de elementos de base 

ie  que, elevados ao 

quadrado, são iguais a ( 1+ ) e q é a quantidade de elementos de base 
ie  que, elevados ao quadrado, são iguais a ( 1− ). Essas 

geram exatamente n2 combinações linearmente independentes entre a unidade escalar e os vetores de base { }ne,,e,e,1 21 K
 

através do produto geométrico ⊗ . Estes elementos satisfazem às seguintes relações: 

( ) 1e 2
+=i

     com  pi ,,3,2,1 K=  

( ) 1e 2
−=i

     com  nppi ,,2,1 K++=  

ijji eeee ∧−=∧     com  pi ,,3,2,1 K=  
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Os elementos utilizados pela álgebra são chamados k-blades. Esses elementos são os escalares (0-blades), vetores (1-

blade), segmentos de plano orientados (2-blades) e volumes orientados (3-blades) como mostra a Fig. 3, a qual exibe uma 
possível representação destes subespaços [13], [14]. Os k-blades nada mais são do que subespaços orientados [15], onde o 
produto geométrico ⊗ , Equação (9), permite a modelagem dos espaços vetoriais conhecidos através desses elementos. 

 

Fig. 3. k-blades: subespaços orientados. 

Dependendo da assinatura da álgebra de Clifford, essa pode ter a álgebra dos números Complexos como subespaço [14], 
[15]. Como é o exemplo da assinatura 

0,2Cl  que tem a álgebra dos números Complexos expandida sobre os elementos de 

base { } ee,1 21 ∧  onde ( ) 1ee 2
21 −=∧  é equivalente à unidade imaginária do plano Complexo. Para 3=n  as n2 combinações 

linearmente independentes definem a álgebra de Clifford de assinatura 
0,3Cl , isomorfa ao espaço Euclidiano 3D que possui 

8 elementos: escalar )1( , vetores ( )321 e,e,e , bivetores ( )133221 ee,ee,ee ∧∧∧  e o trivetor ou pseudoescalar ( )321 eee ∧∧ , 

onde o símbolo ( )∧  identifica o produto exterior.  O produto geométrico, para a álgebra de Clifford com assinatura 
0,3Cl , 

está definido como segue, na Tabela 1, onde 
2112 eee ∧= ;  

3223 eee ∧= ;  
1331 eee ∧= ;  

321123 eeee ∧∧= . 

 

Tabela 1. Produto geométrico com assinatura 
0,3Cl .  

4.  REDES NEURAIS ARTIFICIAIS NOS DOMÍNIOS COMPLEXO E DE CLIFFORD 

Do ponto de vista estrutural, projetar RNA que possam processar sinais Complexos ou de Clifford, este último apresentado 
na Seção 5, é semelhante a projetar RNA de domínio Real. Os conceitos de topologia de rede, modos de treinamento, 
critérios de parada e validação do treinamento são análogos às RNA de domínio Real [11], [16], [17], [18]. 

A diferença encontra-se nos valores de entrada, alvos e pesos que são ou números Complexos ou números de Clifford e, 
por consequência, necessitam de FA definidas em seu domínio de atuação. Entretanto, certos cuidados devem ser tomados 
ao se escolher a FA a ser implementada, pois essa escolha tem influência direta na adaptação do algoritmo BP, tanto para o 
domínio Complexo quanto para o de Clifford. Esta influência está ligada aos tipos de função que as RNA implementadas 
com determinada FA complexa ou de Clifford podem aproximar [17],[18] e na adaptação do algoritmo BP para estes 
domínios onde há a necessidade de que a FA seja derivável para poder efetuar o treinamento. O algoritmo pode ser 
implementado usando as derivadas totais ou parciais [11], [19], [20], [21], [22], [23]. Tanto as FA complexas quanto as de 
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Clifford podem ser divididas em três classes de interesse: as inteiras não-limitadas, não-inteiras limitadas e as inteiras 
limitadas [11]. Essa última classe limita a quantidade de funções que as RNA complexas podem aproximar e 
consequentemente esta limitação também estará presente em álgebras de Clifford de assinatura isomorfa à álgebra dos 
números Complexos. Isso é explicado pelo teorema de Liouville, o qual estabelece que qualquer função complexa inteira e 
limitada no domínio Complexo é uma função constante e, portanto, não é adequada para a implementação do algoritmo de 
treinamento BP [11]. No domínio Complexo e no domínio de Clifford, a FATH é chamada de fully tangente hiperbólica, 
Equação (3). Essa função representa a classe de funções inteiras não-limitadas, Fig. 4, onde

ja é a parte real e 
jd  a parte 

imaginária do argumento da função, e 
jO a saída da função. 

 

Fig. 4. Função de Ativação Fully Tangente Hiperbólica. 

No domínio Complexo, essa FA possui valores que tendem ao infinito, valores singulares, periódicos em 
( )π2

120 +±∈ qinet j
 com ∈q . Caso a saída do neurônio situe-se em alguma singularidade, representada pelos picos na 

Fig. 4, onde 
jjj idanet += , a derivada da FA assumirá um valor elevado e consequentemente a correção dos pesos poderá 

ser maior que o necessário, podendo elevar o tempo de convergência ou até mesmo comprometê-lo [21]. Para contornar 
esse problema, em [20] sugere-se que os padrões de treinamento, validação, utilização e os pesos iniciais devam ser 
escalados para uma região do plano Complexo onde as singularidades tenham menor influência. Essas mesmas medidas 
podem ser tomadas quanto à FA fully tangente hiperbólica de Clifford, desde que a assinatura da álgebra seja isomorfa à 
álgebra dos números Complexos. Definições e características detalhadas com relação aos tipos de FA de domínio 
Complexo podem ser encontradas em [7] e para o domínio de Clifford em [11],[21]. 

4.1 BACKPROPAGATION COMPLEXO E DE CLIFFORD 

Para que o algoritmo BP possa processar no domínio Complexo ou de Clifford, é necessário redefinir para esses domínios o 
SSE, Equação (5), e as Equações (6), (7) e (8) que compõem a regra delta de atualização dos pesos e consequentemente a 
FA. Este trabalho adota a regra delta de domínio Complexo e de Clifford, esse último de assinatura 

3,0Cl , para o uso da FA 

fully tangente hiperbólica definidos nas Equações (11), (12), (13) e (14) . Essa regra possui a mesma representação 
matemática para os dois domínios devido ao isomorfismo.  

A generalização dessas relações para qualquer álgebra de Clifford de assinatura 
qpCl ,
 pode ser encontrada em [11]. O erro 

na saída da rede complexa e na rede de Clifford é definido de forma análoga ao domínio Real, Equação (4), com a 
diferença que ( )∈ne j

{  ou 
3,0Cl }. Há consenso que a função custo, Equação (10), tanto no domínio Real [1], Complexo 

[7], [18], [19], [20], [21] ou de Clifford [11], [13], [16], [22], deva ser uma função Real. Nas Equações (10), (11), (12) e 
(13), o operador utilizado nas equações deve ser mudado de acordo com o domínio, portanto, se o domínio for complexo, o 
operador •⇔◊  representa a multiplicação convencional; caso o domínio seja o de Clifford 

3,0Cl , o operador ⊗⇔◊  

representa o produto geométrico.  
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O asterisco ( )∗  sobrescrito implica no conjugado complexo ou de Clifford [24]. No domínio complexo, o complexo 

conjugado de um número jbaz ±=  é dado por jbaz m=* , ou seja, basta inverter o sinal da parte imaginária. Já no 

domínio de Clifford, o processo é semelhante com a diferença que o complexo conjugado de cada um dos k-blades depende 
do grade k, onde grade corresponde à dimensão do blade, à qual o blade pertence.  Tomemos como exemplo o multivetor  
A dado por: 

 

Os sinais de cada um dos k-blades do complexo conjugado de Clifford são dados pela expressão ( ) 2

1  
 1

+

−
m

m

k
k

, onde 

( )4  mod  kkm = . A Tabela 2 descreve essa relação. 

 

Tabela 2. Sinal do conjugado do blade de grade k. 

Logo, o complexo conjugado do multivetor A será: 

 

5. METODOLOGIA DIRETA-INVERSA: DOMÍNIO REAL 

A metodologia proposta por este trabalho baseia-se no treinamento de duas RNA: uma rede para aproximar a função de 
interesse, RNAD, e uma segunda para aproximar a função inversa da primeira, RNAI, como mostra a Fig. 5. Sejam, 
respectivamente: 

• X, T e O: o vetor de entradas, alvos e saídas da RNAD; 

• O, X e α
X : o vetor de entradas, alvos e saídas da RNAI; 

• N: o número de padrões de treinamento. 
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Inicialmente, foi realizada apenas uma inicialização da rede neural para cada caso. Sabe-se que o desempenho da rede pode 
variar em função dos pesos iniciais e do critério de parada utilizado, mas este aspecto não é estudado neste trabalho. 
Posteriormente é fornecido para a RNAD um conjunto de treinamento, padrão a padrão, [X  T] com N inicialmente 
pequeno. Esta rede é treinada até se atingir o critério de parada e os pesos representativos deste treino são salvos. Logo 
após, a RNAI começa seu treinamento com o conjunto [O  X]. Seu treinamento é executado até se atingir o critério de 
parada, que pode ser ou não igual ao critério de parada da RNAD. Seus pesos representativos são salvos e a rede fornece 
como conjunto de saídas atuais o vetor α

X . Este fluxo de treinamento pode ser visualizado na Fig. 5.  

 

Fig. 5. Fluxo de dados no treinamento e utilização das redes direta e inversa. 

Após o treinamento seqüencial das RNAD e RNAI, nesta ordem, o valor absoluto da diferença entre cada componente do 
vetor X e α

X  é calculado de acordo com o erro 
inve , Equação (14), e logo em seguida é computada a média desses erros 

invE , Equação (15). 

( ) ( ) ( )txtxteinv

α−= ,      com   Nt ≤≤1                     (14) 

( )∑
=

=
N

t

invinv te
N

E
1

1
                       (15) 

Esse último parâmetro será utilizado para separar as saídas confiáveis das não-confiáveis na fase de utilização, onde uma 
saída confiável é aquela que é menor que o erro médio de treinamento 

invE . O uso desse na fase de utilização processa-se 

da seguinte maneira: um conjunto de utilização X é aplicado à RNAD e o fluxo da Fig. 5 é procedido usando-se os pesos 
armazenados após o treinamento das redes, desconsiderando-se os vetores alvos, para fornecer a saída α

X . Logo após, o 
erro 

inve  é computado para cada componente dos vetores X e α
X  de utilização. Esses são classificados de acordo com a 

desigualdade da Equação (16). Para qualquer quantidade N de padrões de treinamento, o parâmetro 
invE  consegue 

classificar os valores confiáveis e não-confiáveis. 

( )
( )
( )




≤

>
=

inv

inv

Et

Et
to

inv

inv

e   se                  confiável,

e   se          confiável,-não
    será                     (16) 

Para se obter a quantidade de padrões que permitirá à RNAD generalizar, aumenta-se gradativamente a quantidade de 
padrões N de treinamento. Efetua-se um novo treinamento seqüencial da RNAD e RNAI e avalia-se o novo valor para o 
parâmetro 

invE . Esse novo valor tenderá a ser menor que o do treinamento anterior. Este processo é repetido até que 
invE  

não tenha mais mudanças significativas em seu valor, isto é, se mantém dentro dos valores da definição de 
computacionalmente iguais.. Para esse último treinamento, o valor N associado a ele é a quantidade de padrões que 
permitirá à RNAD generalizar a função de interesse satisfatoriamente. 

5.1 METODOLOGIA DIRETA-INVERSA: DOMÍNIO COMPLEXO E DE CLIFFORD 

Esta metodologia é utilizada no domínio Complexo e de Clifford. Nestes domínios, é necessária a utilização de outro 
parâmetro para aferir a quantidade de padrões de treinamento que garanta a generalização da função de interesse. Este fato 
deve-se à característica inerente destes domínios: ambos não são totalmente ordenados. Este parâmetro é dado como 
módulo da diferença dos valores absolutos entre a entrada da RNAD e a saída da RNAI, 

dmEinv , como mostra a Equação 
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(17), lembrando que a definição de módulo para o domínio Complexo e para o domínio de Clifford [24] deve ser 

respeitada. No caso do domínio de Clifford, o módulo é dado por ÃAA ⊗= , onde Ã é definido como reverso de um 

multivetor A e é obtido invertendo-se a ordem dos fatores do k-blades com grade .2≥k   

( ) ( )∑
=

−=
N

t

dm txtx
N

Einv
1

            
1 α                      (17) 

O parâmetro 
invE , Equação (16), permanece sendo o valor que fará a classificação entre os valores confiáveis e os não-

confiáveis, na fase de utilização nestes domínios. 

 

6. TREINAMENTOS E RESULTADOS 

A função quadrática Real, Complexa e de Clifford não tem sua FI garantida por todo domínio, razão pela qual os domínios 
dessa função são restringidos para a elaboração dos resultados. Os algoritmos BP para o domínio Real [1], [8], Complexo, 
[7], [18], [19], [20], [21] e de Clifford [11], [14], [15], [22] foram desenvolvidos no ambiente Matlab®, versão 7.1.0.246 
(R14), e escritos de forma a não conter nenhuma melhoria de otimização ou adaptações no algoritmo para facilitar a 
convergência ou qualquer outra mudança que vise a incrementar o desempenho. Esta medida foi tomada para analisar as 
capacidades da metodologia proposta.  A topologia em cada domínio, definida por tentativa e erro [1], sem um estudo 
detalhado, foi escolhida de maneira que permita a função quadrática convergir.  

A Tabela 3 descreve os parâmetros de treinamento das redes nos três domínios de atuação. 

 

 

Tabela 3. Parâmetros de treinamento RNAD e RNAI. 

 

Para a avaliação da capacidade de classificação das saídas confiáveis e das não-confiáveis, na fase de utilização foram 
gerados 500 padrões de utilização que foram submetidos a cada uma das redes treinadas, as quais foram treinadas com 
diferentes quantidade de padrões, todos esses valores pertencentes aos intervalos de treinamento especificados para cada 
uma das redes. 

 

6.1 RESULTADOS NO DOMÍNIO REAL 

Os conjuntos de treinamento fornecidos às redes reais são valores igualmente espaçados entre [1,5]. Os dados de 
treinamento não foram gerados aleatoriamente, para ter controle sobre a sua localização. O treinamento inicial com dois 
padrões mostra que a metodologia consegue classificar as saídas de forma satisfatória, como pode ser observado na Fig. 6, 
onde fica claro que os  
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Fig. 6. Saídas da RNAD treinada com 2 padrões: domínio Real. 

valores confiáveis estão próximos dos padrões de treinamento (na figura superior esquerda), como era esperado, já que dois 
padrões de treinamento são insuficientes para representar a função quadrática no intervalo especificado. Os valores não 
confiáveis estão mostrados na figura superior direita e todos os resultados juntos na figura inferior. Com o aumento 
progressivo da quantidade de padrões de treinamento, verificou-se também o aumento da quantidade de valores 
classificados como confiáveis (na figura superior esquerda), como pode ser notado na Fig. 7. Os valores não confiáveis 
estão mostrados na figura superior direita e todos os resultados juntos na figura inferior. É notório também o 
comportamento do erro Einv, que tem seu valor reduzido conforme o aumento de padrões de treinamento. 

 

Fig. 7.  Saídas da RNAD treinada com 5 padrões: domínio Real. 
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Observando-se a Tabela 4, podemos verificar que, a partir de cinco padrões de treinamento, o parâmetro Einv já não sofre 
alterações significativas. Conclui-se, de acordo com a metodologia proposta, que essa é a quantidade suficiente para 
generalizar esta função no intervalo admitido. 

 

Tabela 4. Comportamento do erro Einv: domínio Real. 

No domínio Real, o parâmetro Einv proposto consegue classificar a exatidão das saídas da RNA e ao mesmo tempo 
quantificar o tamanho do conjunto de treinamento necessário para generalizar a função.  

Verificou-se necessário usar duas camadas ocultas, visto que o aumento gradativo de padrões aumenta demasiadamente o 
número de épocas de treinamento, quando utilizada apenas uma camada oculta. Com duas camadas ocultas, as redes 
convergem para quaisquer quantidades de padrões de treinamento. 

6.2 RESULTADOS NO DOMÍNIO COMPLEXO 

Pelo fato de o domínio Complexo não ser um conjunto totalmente ordenado, como os números reais sobre a reta Real, foi 
utilizada a representação de um número Complexo na forma exponencial )exp( irz ⋅⋅= θ  para construir os conjuntos de 

treinamento e de utilização da função quadrática complexa. Esta forma permite gerar números Complexos igualmente 
espaçados pela fase θ  sobre um determinado raio r de interesse. Tal como a função quadrática real, a função quadrática 
complexa não tem sua FI garantida por todo o seu domínio. Assim, optamos por uma faixa de valores para a fase no raio 
unitário, onde a função quadrática tenha sua função inversa garantida.  

Os parâmetros de treinamento para a RNAD e RNAI de domínio Complexo são mostrados na Tabela 3, na Seção 6. O 
comportamento da metodologia neste domínio vai ao encontro dos resultados no domínio Real. Com algumas ressalvas, 
discutidas na Seção 7, neste domínio Einv é o parâmetro que afere a quantidade de padrões que permite a generalização da 
função. Como no domínio Real, o erro Einv consegue classificar satisfatoriamente as saídas confiáveis das não-confiáveis, 
na fase de utilização da RNAD, como se pode observar nas Figs. 8 e 9, as quais também mostram que os valores confiáveis 
se encontram próximos dos valores de treinamento, como esperado. Nas figuras os valores confiáveis estão mostrados na 
figura a esquerda, os valores não confiáveis estão mostrados na figura central e todos os resultados juntos na figura direita. 

 Neste domínio também se verifica que o aumento de padrões de treinamento melhora a exatidão dos valores de saída da 
RNA complexa. Observando-se a Tabela 5, podemos notar que seis padrões de treinamento são suficientes para garantir a 
generalização da rede direta. 

 

Tabela 5. Comportamento dos Erros Einv e 
dmEinv : domínio Complexo. 
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Fig. 8. Saídas da RNAD treinada com 2 padrões: domínio Complexo. 

 

 

Fig. 9. Saídas da RNAD treinada com 6 padrões: domínio Complexo. 

 

6.3 RESULTADOS NO DOMÍNIO DE CLIFFORD 

Conforme discutido na Seção 3, as álgebras de Clifford podem ter, dependendo da sua assinatura, a álgebra dos números 
Complexos como subespaço. A fim de facilitar a ponderação dos resultados e estabelecer parâmetros observáveis, foram 
fornecidos conjuntos de treinamento e utilização para as RNA de Clifford de assinatura 

3,0Cl , a qual contém o subespaço 

gerado pelos elementos de base { }21 ee,1 ∧ , isomorfo à álgebra dos números Complexos.  

Na Tabela 3, na Seção 6, é possível observar que os parâmetros de treinamentos das redes complexas e de Clifford são 
semelhantes diferenciando-se apenas na topologia. Esta semelhança é proposital para a comparação e avaliação da 
metodologia nos dois domínios. No domínio de Clifford, a metodologia também conseguiu classificar as saídas confiáveis 
das não-confiáveis por meio do parâmetro Einv, resultado que pode ser observado nas Figs. 10 e 11. Nas figuras os valores 
confiáveis estão mostrados na figura a esquerda, os valores não confiáveis estão mostrados na figura central e todos os 
resultados juntos na figura direita. 
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Fig. 10. Saídas da RNAD treinada com 2 padrões: domínio de Clifford. 

 

Fig. 11. Saídas da RNAD treinada com 6 padrões: domínio de Clifford. 

A metodologia também conseguiu aferir a quantidade de padrões de treinamento para permitir a generalização da RNAD, 
utilizando-se o parâmetro 

dmEinv , o qual mostrou que seis padrões são suficientes para tal conclusão, como se evidencia na 

Tabela 6. 

 

Tabela 6. Comportamento dos erros Einv e 
dmEinv : domínio de Clifford. 

Esses resultados eram esperados, já que este domínio de atuação é isomorfo ao domínio Complexo. Verificou-se também 
que uma menor quantidade de neurônios na camada oculta, ver Tabela 3, consegue guardar informação sobre o 
comportamento da função quadrática complexa, resultado esse que vai ao encontro do trabalho em [13], no qual se 
verificou que o modelo de neurônio artificial de Clifford tem uma capacidade maior de armazenamento de informação em 
seus pesos sinápticos, em comparação aos neurônios definidos nos domínios Real e Complexo. Porém, o aumento do custo 
computacional é evidente na comparação das épocas de treino, Tabelas 5 e 6, resultados esses já confirmados pelo trabalho 
em [16]. Neste domínio, a metodologia também demonstra que o aumento de padrões de treinamento melhora a 
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representação da função e consequentemente a exatidão nos dados de saída. Pode-se, também, notar que o aumento 
indiscriminado de padrões não iria melhorar substancialmente a representação da função nem o grau de exatidão nos dados 
de saída, e esta conclusão é constante nos três domínios de atuação. 

7. CONCLUSÕES 

Este trabalho propôs, validou e demonstrou a metodologia Direta-Inversa como uma possível solução para: 1º) estimar a 
confiabilidade das saídas das redes na fase de utilização; e 2º) estabelecer o número mínimo de padrões a serem utilizados 
na fase de treinamento, para garantir a convergência e a generalização das redes. A metodologia foi desenvolvida para a 
abordagem de problemas que possuam funções inversas ou que tenham inversa definida em domínios restritos, como foi 
demonstrado na aproximação da função quadrática 2)( xxf =  para os domínios Real, Complexo e de Clifford. Os resultados 

mostram a eficiência da metodologia nesses três domínios na separação dos resultados confiáveis dos não-confiáveis. O 
modelo de neurônio artificial de Clifford tem uma capacidade maior de armazenamento de informação em seus pesos 
sinápticos, em comparação aos neurônios definidos no domínio Complexo, que, por sua vez, têm uma capacidade maior de 
armazenamento de informação em seus pesos sinápticos, em comparação aos neurônios definidos no domínio Real. Os 
resultados experimentais nos três domínios mostram que o aumento indiscriminado de padrões não iria melhorar 
substancialmente a representação da função nem a confiabilidade, neste trabalho definida como a exatidão, nos dados de 
saída. Deixa-se como sugestão para trabalhos futuros a aplicação da metodologia para problemas práticos em Engenharia, 
bem como nas áreas onde as RNA e as álgebras de Clifford são utilizadas com frequência, tais como: visão computacional, 
robótica, controle, etc. 
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