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Resumo - A Matematica Intervalar vem ganhando espaco em muitas aplicacdes, por exemplo, em Redes Neurais e
Processamento Digital de Imagens, onde podemos pensar em representar uma matriz de pixel com dados intervalares para
valorizar possiveis incertezas. Com isso surge a necessidade de ferramentas adequadas, como algoritmos que lidam com dados
intervalares. Apresentamos neste trabalho as principais definicdes da Aritmética Intervalar que serdo utilizadas para se
trabalhar com Redes Neurais Intervalares. Definimos a distdncia para elementos provenientes de produtos cartesianos entre
intervalos, utilizando a distdncia de Moore, e mostramos que a distancia definida também é uma métrica. Considerando os
estudos feitos a respeito dos Mapas Auto-Organizaveis de Kohonen, fizemos uma extensdo para o caso intervalar e propomos
uma versdo intervalar para o algoritmo Self-Organizing Map com as devidas adaptacOes para que as operac¢des intervalares
envolvidas sejam bem definidas. Para concluir, aplicamos o algoritmo a um exemplo numérico, exibindo o processo algébrico
da primeira iteragdo da rede para formar os aglomerados do mapa de caracteristicas.
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1. Introducao

Em muitos problemas somos forcados a fazer representacdo de dados numéricos para obter uma solugdo e é natural
que a representacao numeérica de dados contenha algum erro originado por limitacdo computacional, arredondamentos ou
truncamentos. A aritmética intervalar proposta por Moore lida com dados numéricos na forma de intervalos e tem por objetivo
desenvolver mecanismos de controle de erros e vem ganhando espaco em muitas aplica¢Ges, por exemplo, em Redes Neurais e
Processamento Digital de Imagens, onde podemos pensar em representar uma matriz de pixel com dados intervalares para
valorizar possiveis incertezas. Com isso surge a necessidade de ferramentas adequadas, como algoritmos que lidam com dados
intervalares.

Nesta secdo apresentaremos as operagdes fundamentais e algumas propriedades da aritmética intervalar proposta por
Moore que serdo utilizadas em Redes Neurais Intervalares.

Definigdo 1.1 (Conjunto dos Intervalos de Niumeros Reais) - Definimos por IR o conjunto dos intervalos de
ndmeros reis, isto é, IR= J{[x,?] : )_(,)?ER/\)_(S)?; .

Definigdo 1.2 (Operagédes Aritméticas em IR ) - Dados os intervalos reais X=[)_(,7<] e Y=[¥,7] as operagoes
elementares sdo definidas por:

@ X+Y=[x+y,x+y];

b) X-Y=[x-y,%x—y]; - |

(0 XXY=[min x.y,Xx.y,X.y,X.y ,max X.V,x.y,X.V,X.y||;

[—

) X/Y=XXY '=[min|x/y,x/y,x/y,x/y max x/y,x!y,xly,xly]]

Definicdo 1.3 (Distdncia de Moore) - Dados dois intervalos reais X= [)1 , 7(] e Y= [y,j/] , definimos a distancia
intervalarde X a Y pela maior distdncia em moddulo entre os extremos, isto é,

d,,(X,Y)=max||x—y|,|x -] .
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Definicdo 1.4 (Mddulo de um Intervalo) - Dado um intervalo real X= [K ,7(] o médulo de X ¢é definido pela
— — [ <

X|=d,,(X,0)=max|x]|,|x|/=0 .

Corolario 1.1 - Dados dois intervalos reais X=|x,X| e Y= Ly,j/] temos que X=Y se, e somente se, dM( X,Y)=0,

maior distancia em médulo de X até O=[0,0] , isto é,

Observacdo 1.1 - A funcao distancia d M( X,Y)= max H 1—¥|,|)_( —TH‘ define uma métrica em IR por satisfazer
as seguintes propriedades:
@@ dy,(XY)=0=X=Y ;
(b) dM(X,Y) =dM(Y,X),VX,Y€IR ;
(© dM(X,Z)SdM(X,Y) +dM(Y,Z),VX,Y,Z€IR .

Teorema 1.1 - O conjunto IR munido da fungdo distancia d M ( X,Y) é um espaco métrico completo.

Definicdo 1.5 (Produto Cartesiano de Espagos Métricos) - Sejam M e N espagos métricos, cuja métrica indicaremos com
o simbolo d . O produto cartesiano M X N &, como conjunto, formado pelos pares ordenados z= ( X,y) ,onde XEM e
yeEN .

Podemos dotar o produto M X N de uma métrica, definindo a distancia de z=(x,y) a z'=(x',y') como sendo:
1 d(zz)=d(xx )+d(yy):

2, d”(z,z')=max{d(x,x'),d(y,y')} ;

3. d(z2,2)=\(d(xx) P+(d(yy) -

A generalizacdo para o produto de n fatores é imediata [1]. Dados os espagos métricos M 1,M P M n » Cujas

métricas indicaremos com o mesmo simbolo d , o produto cartesiano M=M XM ,X:--M  ¢é o conjunto das listas
x=(X,,X,,"*,X) jonde X,EM - x EM .

Como vimos acima IR munido da fungdo distancia d M( X,Y) é um espago métrico completo, entdo podemos
definir a distancia entre elementos proveniente de produtos cartesianos entre IR ou subconjuntos ndo vazios de IR .

Definicdo 1.6  (Distdncia entre  Elementos Intervalares de  Produtos Cartesianos) - Para

X:(Xl,XZ),Y:(Yl,YQ)EIRXIR definimos a distdnciade X a Y por d(X,Y):dM(XI,Y1)+d(X2,Y2)
Proposigao 1.1 - Para X:(Xl,XZ),Y:(Yl,YZ)EIRXIR , a funcdo distancia d(X,Y):dM(Xl,Y1)+d(X2,Y2)

define uma métrica em IR .

Demonstragdo: Para X=(Xl,XZ),Y=(Yl,Y2)EIR><IR , temos:
1 d(X,Y)=0ed,(X,,Y,)+d,(X,,Y,)=0.
Como dM(Xl’Yl)’dM(XZ’Y2)ZO , temos d(X,Y)=0<:>dM(X1,Y1)=O e dM(XZ’Y2)=O ,isto é, X=Y .
2. d(X,Y)=dM(X1,Y1)+dM(X2,Y2):dM(Yl,Xl)"'dM(Yz,XZ), pois d,, é uma métrica. Logo,
d(X,Y)=d(Y,X).
3.d(X,2)=d,(X,,Z,)+d, (X,,Z,)<(d\,(X,,Y,)+d, (Y .,.Z,))+(d,(X,,Y,)+d,(Y,.Z,))
d(X,Y)+d(Y,Z) ,pois d,; éuma métrica.
Assim, d(X,Z)<(d (XY ,)+d,(X,,Y,))+(d, (Y ,Z,)+d,(Y,.Z,))=d(X,Y)+d(Y,Z) .
Portanto, d é uma métrica.

A distancia definida acima é uma métrica em relacdo a distancia de Moore. Sempre que formos calcular a distancia

entre pares com coordenadas intervalares usaremos a distdncia d , que pode ser facilmente extendida para o produto
cartesiano de n fatores.

2. Redes Neurais Intervalares

Definicdo 2.1 (Redes Neurais Intervalares) - Uma rede neural serd chamada de rede neural intervalar se algum dos
componentes, conjunto de entrada, saida e pesos, forem valores intervalares.
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Definigdo 2.2 (Neurdnio Intervalar) - O neurtnio intervalar é a unidade de processamento das redes neurais artificiais
intervalares que recebe entradas intervalares (ou reais) e as processa obtendo uma saida.

Denotaremos os sinais de entrada por X ; e 0s pesos sindpticos, que fazem a conexdo da entrada I ao neurbnio j ,

por Wl-j . Consideraremos que as entradas e os pesos sinapticos sdo intervalares.

O processamento dos dados de entrada em um neur6nio artificial intervalar é feito através de trés fungdes [2]: Fungdo
Normalizadora, que analisa a natureza da entrada normalisando os dados para intervalos. Fungdo de Ativagdo, que realiza a
soma ponderada dos sinais de entrada pelos seus respectivos pesos sinapticos intervalares. Fun¢do de Transferéncia que
determinam a saida do neur6nio.

3. Uma Proposta Intervalar para os Mapas Auto-Organizaveis de Kohonen

Como acontece nas redes neurais supervisionadas, as redes auto-supervisionadas também passam por vdrias etapas
para ter um resultado satisfatério e com isso os dados numéricos passam a conservar algum tipo de erro resultante das
limitacoes dos equipamentos, arredondamentos e truncamentos. Varios problemas complexos trataveis pelo algoritmo de
Kohonen podem ser representados por dados intervalares. Para que isso seja possivel é necessario um algoritmo apropriado
para lidar com os dados intervalares.

Em um mapa auto-supervisionado cada neur6nio se conecta com uma camada computacional [3]. Inicialmente os
neuronios ficam organizados em linhas e colunas. Com a apresentacdo dos padrdes de entrada os neurdnios da grade tendem a
se reagrupar formando aglomerados que irdo refletir as principais caracteristicas dos padroes de entrada, de acordo com os
seguintes passos:

1. Competicdo: Para cada padrdo de entrada, os neurdnios da grade calculam seus respectivos valores de uma fungio
discriminante que fornece a base para a competicdo entre os neurénios. O neurénio com o maior valor da funcao
discriminante é declarado vencedor da competigao.

2. Cooperacdo: O neurdnio vencedor determina uma vizinhanga topoldgica de neurdnios excitados, isto é, os neurdnios
nesta vizinhanca cooperam de alguma maneira com o processo de aprendizagem.

3. Adaptagdo Sindptica: Este mecanismo faz com que os neurdnios excitados aumentem seus valores individuais da
funcdo discriminante em relacdo ao padrdo de entrada através de ajustes adequados aplicados a seus pesos sinapticos.
Os ajustes feitos possibilitam que a resposta do neurénio vencedor a aplicacdo subseqiiente de um padrdo de entrada
similar é melhorada.

4. Algoritmo SOM Intervalar

Apresentaremos nesta secdo uma proposta intervalar para o algorimo SOM (Self-Organizing Map) [4], usado para o
agrupamento das caracteristicas no mapa de Kohonen. Para isso usaremos as propriedades aritméticas de soma, subtracdo e
multiplicagdo intervalar, segundo a aritmética de Moore (1966) e algumas funcGes intervalares. No algoritmo proposto por
Kohonen (2001) temos o uso da distancia euclidiana, nesta nova abordagem, como estaremos lidando com dados intervalares,
necessitamos de uma distancia apropriada. Usaremos a distancia da soma com a métrica de Moore por lidar com vetores e
definir uma métrica. Vamos considerar os exemplos de treinamento e os pesos sinapticos sendo dados intervalares.

Processo Competitivo: Seja m a dimensdo do espaco de entrada cujos vetores sdo constituidos por coordenadas
intervalares. Selecione aleatoriamente um padrdo dentre os demais exemplos de treinamento. O exemplo selecionado sera

N — 11T . s 1.
representado por X= [[XO ,Xo ] R ,[ Xm» xm]] onde [=1,---,m representa o indice das coordenadas do vetor de entrada

X . Suponha que tenhamos | neurdnios organizados na grade e representaremos cada um deles pelo indice j , j=1,---,l .
O vetor de pesos sinapticos dos neurénios da grade tem a mesma dimensdo do espaco de entradas e sera representado por

Wj=[ Wﬂ,...,ij]T onde W‘,-,- é 0 peso sindptico que conecta 0 neurénio J a entrada X,-=[)ﬁ:Yl-] . O vetor de
entrada selecionado é apresentado a rede sem que se especifique a saida desejada e algum neurdnio deve se relacionar melhor
com esta entrada, ficando conhecido como neur6nio vencedor. O critério usado para se determinar o neuroénio vencedor sera
através da menor distancia entre o vetor de entrada X e o vetor peso sinaptico W i de cada neur6nio. Para isso usaremos a

distancia entre vetores dada na definicao 1.6.

m
di(t)=d(XW)=2. dy (X, W) M
j=1
onde XZ[Xl,...,Xm]T é o vetor de entrada e Wj=[Wﬂ,...,ij]T é o vetor peso que conecte o neurdnio j a

entrada i . Sem perda de generalidade vamos supor que o neurdnio vencedor seja aquele de indice k . Neste passo, um
espaco continuo de entrada de padrdes de ativacao é mapeado para um espaco discreto de saida de neurdnios por um processo
de competicdo entre os neurdnios da grade [3].
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Processo Cooperativo: O neurdnio vencedor localiza o centro de uma vizinhanga topolégica de neurénios cooperativos. Os
estudos feitos para redes neurais de entradas reais mostraram que a funcdo gaussiana consegue atender as exigéncias a respeito
da vizinhanca topologica, estando de acordo com as evidéncias neurobiolégicas. Para definir a vizinhanca topoldgica é
necessario definir a distancia lateral entre o neurdnio vencedor e os demais neur6nios da vizinhanca. Definimos a distancia
lateral entre o neurdnio vencedor k e o neurdnio j pela distancia entre vetores intervalares dada na definigdo 1.6, entre os
vetores pesos sinapicos associados com o neurdnio K e o neurdnio j , isto é

d,=d(W,W,) Zd Wi, W,) @)
que fornecerd um ndimero real. Assun, a vizinhanca topologica sera dada por
h = i
j,k(X)—EXP(—z?)- 3)

A definicdo acima depende da localizacdo do neur6nio vencedor e resultard em um ntimero real. O parametro ¢ € a largura da
vizinhanca topolégica e mede o grau com que os neur6nios excitados na vizinhanca topolégica participam do processo de
aprendizagem. A largura efetiva da vizinhanga topol6gica deve diminuir com o tempo tornando a vizinhanga mais restrita e
mais especializada. Como no caso real, para representar a dependéncia de ¢ com o tempo discreto t escolhemos o
decaimento exponencial. Logo, temos

_ t
o(t)=0,exp(——) @)
T
onde O éovalorinicialde o , t € onimero de iteragdes e T; € uma constante de tempo. Desta forma, a vizinhanca
topoldgica torna-se variavel com o tempo, isto é

d,, (t)

2620 ©)

hyy(t)=exp(~

Processo Adaptativo: Da mesma forma que as demais redes neurais, o aprendizado de um mapa auto-organizavel se
da pelo ajuste de seus pesos sinapticos [3]. Para que a grade seja auto-organizavel é necessario que o vetor de pesos sinapticos

w j se modifiquem ao se apresentar novas entradas X . Considerando-se o peso sindpico w que conecta o neurdnio j

Ji»
aentrada i , o ajuste intervalar proposto é dado por

Wi (t+1) =W (¢t)+[n(t)h;, ()n(e)h;, (O X—W ;) ©6)

onde definimos o intervalo degenerado [T] (t )hj)k(t),n(t)hj’k(t)] para garantir a multiplicacdo pelo intervalo resultante
da operacdo (X ,-—W jl-) uma vez que ndo temos definida a multiplicacdo de escalares por intervalos. O pardmetro 1) € a
taxa de aprendizagem definida pela seguinte expressao
t
n(t)=nyexp(——) %
5}
onde T, é uma constante de tempo e 0 <Ny < 1 ¢ o valor inicial adotado. Observe que a taxa de aprendizagem decresce com o

tempo. Isto evita que ao se apresentar dados novos a rede, apés longo periodo de treinamento, o conhecimento ja adquirido nao
seja comprometido.

5. Aplicacao do Algoritmo SOM Intervalar

Apresentamos um exemplo de uma rede de Kohonen bidimensional com dados intervalares e mostraremos
matematicamente a primeira iteracdo do processo de treinamento. Considere uma rede com trés n6s de entrada e seis neurdnios
dispostos em uma grade de duas linhas e trés colunas. Iniciamos o treinamento atribuindo valore aleat6rios aos pesos sinapticos

w ji » onde J represeta o neurdnio e I é o indice da coordenada do vetor de entrada. Suponha que na primeira iteracio
temos os seguintes pesos sinapticos:

Para o neurénio j=1: W ;= [1.8,2.2]; W, =[1 8,2.2], W, =[0 8,1.2].
Para o neurbnio j=2 : W21 [2 8,3. 2] W22=[1 822] W23=[1.8,2.2],
Para o neurénio j=3 : W31—[1.8 2.2] W32=[0 8,1. 2] s W33=[0.8,1.2] )
Para o neurénio j=4: W, =[0.8,1.2] , W ,,=[1.8,2. 2] W,,=[2.8,3.2].
Para o neurdnio j=5 : W51 [1.8,2.2], W, =[ 0], =[ .8,1.2] .

Para o neurdnio j=2 :, W, =[1.8,2.2], W63=[0,0] .
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Suponha que o primeiro exemplo de treinamento apresentado a rede tenha as seguintes coordenadas X 1=[0,0] ,

X,=[2.83.2] ¢ X,=[4.8,5.2]

Devemos ver qual é o neurdnio que mais se identifica com o exemplo apresentado a rede. Utilizando a distancia dada
na definicdo 1.6, observamos que

d4(0):dM([O,O],[O.8,1.2])+dM([2.8,3.2],[1.8,2.2])+dM([4.8,5.2],[2.8,3.2])=1.2—|—1+2=4.2
é a menor distancia. Logo, o neur6nio vencedor é o neurénio j=4 .

Para os parametros iniciais 00=0.8, =10 e T]0=0-8, a largura da vizinhanca topolégica é
0(0)=0.8exp(—0/10)=0.8 e a distancia lateral entre o neurdnio vencedor j=4 e o neurdnio j=1 ¢

M e

d,, ( W.,W, ) 3 . O pardmetro vizinhanca topolégica do neurdnio vencedor j=4 em relacdo ao neurénio j=1 ¢é

[uy

d,,(t)

h14(t)=EXp —21’3 (1) =0.096 . O pardmetro taxa de aprendizagem para a primeira iteracio é dada por
’ o

n(t)=nyexp ——) =0.8

L5}

Utilizando a relacao iterativa para o ajuste dos pesos sinapticos, temos:

Para o neurénio j=1 : W11_[1'64’2'06]§ W12=[1.69,2.15] =[1.07,1.53],
Para o neurdnio j=2 : W21=[1.77,2.17], W, =[1 69,2.15] , W =[0.99,1.46],
Para o neurdnio j=3 : Wy, =[1.72,2.13], W, =[1 85,2.28] W3 =[0.92,1.35] .
Para o neurénio j=4 : W41=[0.8,1.2] s W4 [1 8,2. 2] w 3=[2 8,3. 2]
Para o neurdnio j:5: W []_ 77,2. 17] W =[0 038,0. 043] W [0 84,1. 25]
Para o neurbnio j=2 : W16=[0.72,1.14], W,,=[1.83,2.29], W, =[0 31,0.34] .

Fazendo uma comparagdo entre as distancias dos neurdnios ao neurdnio vencedor j=4 antes e depois da primeira
iteracdo, temos:

d(W,(0),W,(0))=3 ¢ d(W,(1),W,(1))=2.7;
d(W,(0),W,(0))=3 ¢ d(W,(1),W,(1))=2.89
d(W,(0),W,(0))=3 e d(W,(1),W,(1))=2.89 .
d(W,(0),W,(0))=5.2 ¢ d(W,(1),W(1))=5.08;
d(W,(0),W,(0))=3.2 ¢ d(W,(1),W,(1))=2.97

6. Conclusao

Podemos perceber que todos os neurdnios se deslocaram se aproximando do neurdnio vencedor. Dado um conjunto de
treinamento com valores intervalares, repetindo o processo descrito acima um ntmero finito de vezes, o algoritmo SOM
intervalar tem por objetivo levar um espaco de dados intervalares de alta dimensionalidade para um espaco de dimensao menor
que é chamado de mapa auto-organizavel de caracteristicas, como acontece no caso discreto. O uso de dados intervalares tem
por objetivo valorizar possiveis incertezas existentes em diversos problemas numéricos. Apesar do estudo em Matematica
Intervalar ter se difundido nos tltimos anos ainda ndo temos ferramentas adequadas para abordar problemas que necessitam da
utilizacdo de software e algoritmos que lidam com dados intervalares, por isso, é muito importante pensar em novas
abordagens, como a proposta do algoritmo SOM intervalar.
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