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Resumo- Neste artigo propomos um modelo fuzzy que faz uso de funções de base ortonormais calculadas através de 
informações provindas da análise multifractal de séries temporais. Para obtenção das funções de base ortonormais, utilizamos a 
função de autocorrelação de processos multifractais e deduzimos uma expressão analítica para o pólo de Laguerre que constitui 
essas funções. Em seguida, nos focamos no desenvolvimento de um algoritmo adaptativo de treinamento para o modelo fuzzy-
FBO (Funções de Base Ortonormais) que denominamos de ARFA (Agrupamento Regressivo Fuzzy Adaptativo). Avaliamos 
então o desempenho de predição de tráfego de redes do modelo fuzzy-FBO adaptativo com relação a outros preditores. Tendo 
como base a predição obtida com o modelo fuzzy-FBO treinado com o algoritmo ARFA, apresentamos um novo esquema de 
alocação de banda para tráfego de redes. Através de simulações mostramos que este esquema de alocação de banda se favorece 
do eficiente desempenho de predição do modelo fuzzy proposto. Comparações com outros esquemas de alocação de banda em 
termos de taxa de perda de bytes, utilização do enlace, freqüência de sinalização e ocupação do buffer comprovam a eficiência 
do esquema proposto. 

 
Palavras Chaves- Modelo Fuzzy, Funções de Base Ortonormais, Predição de Tráfego, Cálculo de Banda, Tráfego 
Multifractal.  

 
1 Introdução 
A modelagem fuzzy tem sido bastante empregada em vários campos de pesquisa desde que a teoria fuzzy foi inicialmente 
desenvolvida [1]. A razão para estas pesquisas é que os modelos fuzzy possuem certas vantagens com relação a determinados 
sistemas sobre modelos lineares, como por exemplo, na descrição de processos reais desconhecidos, com características não-
lineares e variantes no tempo, como o tráfego de redes [2]. Entre os modelos fuzzy propostos, particularmente o modelo 
nebuloso descrito em [3] é capaz de descrever um sistema desconhecido usando um pequeno número de regras nebulosas como 
o faz o modelo de Takagi e Sugeno [4] e é de fácil de implementação como o modelo de Sugeno e Yasukawa [5]. Porém, estes 
trabalhos não apresentam algoritmos adaptativos de treinamento para os modelos fuzzy, ou seja, para modelagem de uma série 
temporal são necessários todos as amostras da série em questão. Algoritmos adaptativos são mais adequados para aplicações 
multimídia em tempo real nas redes atuais devido ao processamento mais rápido das informações [6]. Tendo em vista isso, 
apresentamos uma nova modelagem fuzzy com funções de base ortonormais (FBO) que através do algoritmo proposto ARFA 
(Agrupamento Regressivo Fuzzy Adaptativo) cria adaptativamente agrupamentos fuzzy à medida que dados de tráfego de 
entrada são disponibilizados, sendo capaz de prever eficientemente o tráfego de redes. 

Na busca de uma descrição mais completa do tráfego de redes, modelos multifractais tem sido empregados [7] [8]. A 
modelagem multifractal generaliza os conceitos envolvidos com processos monofractais. Processos multifractais apresentam 
além de dependência de longo prazo, diferentes leis de escala, sendo dessa forma mais abrangentes [9]. A dependência de 
longo prazo, presente nas séries de tráfego e que tem importante impacto no desempenho de redes [10], pode ser constatada 
pelo decaimento lento da função de autocorrelação dessas séries temporais. Assim, apresentaremos neste artigo uma expressão 
analítica para a função de autocorrelação de fluxos de tráfego multifractal que será utilizada na modelagem fuzzy proposta. 

Algumas propostas de alocação de banda para fluxos de tráfego baseadas em predição realizadas por redes neurais e 
fuzzy merecem atenção pois mostram que o controle preventivo de tráfego pode ser bastante eficiente, uma vez que o mesmo 
tenta reduzir o congestionamento antes que este aconteça e se adapta bem às variações bruscas do tráfego de redes [11][12]. 

Neste trabalho, apresentamos um novo esquema de alocação de banda onde inserimos o preditor fuzzy proposto o qual  
faz uso de funções de base ortonormais calculadas a partir da função de autocorrelação do processo de tráfego. O artigo está 
organizado da seguinte forma: na seção 2, descrevemos a modelagem fuzzy TSK (Takagi-Sugeno-Kang), fazendo conexão com 
as funções de base ortonormais de Laguerre. Na seção 3, introduzimos alguns conceitos da análise multifractal, obtemos a 
função de autocorrelação de um processo multifractal e ainda deduzimos uma equação para o pólo utilizado no cálculo das 
funções de base ortonormais. Na seção 4, desenvolvemos um algoritmo de treinamento adaptativo para o modelo fuzzy-FBO 
proposto. Mais especificamos na seção 4.2, comparamos o desempenho de predição do modelo fuzzy-FBO com outros 
existentes na literatura. Na seção 5, empregamos o preditor proposto em um novo esquema de alocação de banda, verificando 
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sua eficiência em relação a outros esquemas que também usam predição em sua composição. Por fim, na seção 6, 
apresentamos as conclusões obtidas. 

 
2 Modelagem Fuzzy TSK 
Modelos fuzzy têm sido eficientemente empregados na modelagem de sistemas uma vez que são aproximadores universais. 
Estes modelos podem ser divididos em 3 classes: Modelos linguísticos (Modelos de Mandani) [13], Modelos relacionais fuzzy 
[13] e Modelos do tipo Takagi-Sugeno [4][14]. Na modelagem fuzzy, as informações das séries temporais são divididas em 
clusters (agrupamentos), onde cada cluster é descrito por um modelo local. O modelo fuzzy TSK (Takagi-Sugeno-Kang) 
representa um determinado processo pela combinação de modelos locais AR (Auto-Regressivos) via regras fuzzy [4]. 
Tipicamente, um modelo fuzzy TSK consiste de regras fuzzy do tipo SE-ENTÃO que tem a seguinte forma:  
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j2θ  são parâmetros ajustáveis da função de pertinência j  da regra fuzzy i . O emprego de funções gaussianas 
como funções de pertinência nos auxiliará na obtenção das equações de atualização dos parâmetros das partes conseqüentes, 
conforme será ressaltado na seção 4.1. A saída y  do modelo fuzzy TSK é obtida através das regras fuzzy iR  pela seguinte 
equação:  
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das partes de premissa (isto é, i
jθ
r

) e das partes conseqüentes ( iar ) devem ser determinados. 

 
2.1 Funções de Base Ortonormais em Modelagem Fuzzy 
Nesta seção, abordaremos alguns conceitos envolvendo funções de base ortonormais e sua relação com a modelagem fuzzy. 

Para um sistema não-linear com memória finita, podemos representar sua relação G  de entrada-saída ))(),(( kyku  
através de um modelo não-linear de média móvel (NLMA- Non-Linear Moving Average) como [15]:  

    ))(,1),((=)( vkukuGky −− K . (4) 

O sinal de entrada )(ku  do modelo (4) pode ser considerado como o desenvolvimento da seqüência )(ku  em uma 
base tal que a entrada j seja dada por:  

                                              )(=)(=)()(=)( 1
, jkukuqkuqku j
imagj −Φ −− , (5) 

onde jq−  é o operador de deslocamento com j
jmag qq −−Φ =)( 1

, . 

No modelo NLMA, a saída de um sistema é modelada com arbitrária precisão de acordo com o número de funções de 
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base. Muitas vezes é necessário um número elevado de funções para se atingir determinada precisão pelo modelo. Uma 
maneira de reduzir o número de funções de base, dado um determinado erro desejado, é inserindo conhecimento a priori da 
dinâmica do sistema no cálculo das funções de base [16] [17]. As funções de base ortonormais de Laguerre tem sido 
freqüentemente utilizadas com esse intuito [15] [18]. 

A base de Laguerre é usada em vários contextos de identificação e controle de sistemas não-lineares [15] [18]. Neste 
trabalho, adotamos a base de Laguerre especialmente porque esta é completamente parametrizada por um único pólo, o pólo de 
Laguerre p . O conjunto de funções de transferência associadas a esta base é dada pela seguinte equação:  

  nj
pq
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onde 1}<<1:{ pp −∈ Ρ  é o pólo das funções de Laguerre (base de Laguerre). Pode-se notar que fazendo 0=p  em (6), 

resulta na base j
jmag qq −−Φ =)( 1

, . Portanto, a base j
jmag qq −−Φ =)( 1

,  é um caso especial da base de Laguerre. 

A saída do modelo expressa por (4) pode ser reescrita como:  

                                                               ))(,),((=)( 1 klklHky nK ,    (7) 

onde )()(=)( 1
, kuqkl jmagj

−Φ  é a j-ésima função de Laguerre no instante de tempo k , n  é o número de funções de base 

utilizadas e H  é um operador não-linear. Note que a operação não-linear correspondente a H  pode ser realizada através da 
modelagem fuzzy. 

As funções de Laguerre )(kl j  são recursivas e podem ser obtidas por equações de estado da seguinte forma [15]:  

  )()(=1)( kbkAk ull ++  (8)  

  ))((=)( kHky l  (9) 
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n klklk )]()([=)( 1 Kl . A matriz A  e o vetor b  dependem da ordem do modelo n  e do valor do pólo p  como 

segue [16]:  

  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−−−−

−−−
−

−−− ppppppp

pppp
pp

p

A

nnn K

MOMMM

K

K

K

)(1)()(1)()(1)(

01))(1(
001
000

=

242322

22

2

 (10) 

  Tnppppb ])()(1[)(1= 122 −−−−− K  (11) 

O modelo não-linear representado pelas equações (8) e (9) consiste de um mapeamento linear entre a entrada )(ku  e as 

funções de Laguerre )(kl j , mais o mapeamento entre )(kl j  e a saída do sistema )(ky . Obtém-se dessa forma, um modelo 
mais preciso do que o modelo NLMA tradicional com o mesmo número de funções. 

Dado um número de funções de Laguerre n  (ordem do modelo), a estimação de um valor adequado para o pólo p  da 
base ortonormal acarreta uma melhor representação do sistema a ser modelado. Objetivamos introduzir informações a respeito 
do comportamento multifractal dos processos de tráfego no cálculo do pólo p . Assim, abordaremos o comportamento 
multifractal de processos estocásticos na próxima seção. 

 
3 Análise Multifractal 
A descrição do comportamento local de medidas e funções em uma forma geométrica e estatística é de interesse da análise 
multifractal [19]. Na análise multifractal verifica-se o comportamento em escala de momentos estatísticos dos processos para 
estimar suas regularidades locais [20][21]. Através de ferramentas da análise multifractal algumas propriedades encontradas 
em processos reais podem ser verificadas. O tráfego de redes, por exemplo, ao ser considerado multifractal significa que possui 
uma estrutura de forte dependência inerente entre as amostras, com incidência de rajadas em várias escalas [21]. Estas 
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características podem degradar o desempenho de rede em relação a fluxos de tráfego Gaussianos e de curta-dependência [19]. 
Definimos processos multifractais a seguir. 

Definição 1 Um processo estocástico )(tX  é multifractal se satisfaz a equação:  

  1)()(=)|)((| +qq tqctXE τ . (12) 

onde Tt∈  e Q∈q , T  e Q  são intervalos na reta real, )(qτ  e )(qc  são funções com domínio Q . Normalmente, assume-
se que T  e Q  tenham comprimentos positivos, e que T∈0 , Q⊆[0,1] . A Definição 1 descreve a ‘multifractalidade’ em 
termos de momentos estatísticos, onde )(qτ  e )(qc  são conhecidos como a função de escala e o fator de momento de um 
processo multifractal, respectivamente. 

Os traços de tráfego reais apresentam suas propriedades multifractais caracterizadas pela função de escala )(qτ  e o 
fator de momento )(qc , conforme se pode observar pela equação (12). Assim, um modelo multifractal deve capturar estas 

duas propriedades multifractais. Isto pode ser obtido pelo produto de uma cascata multiplicativa )( ktΔμ  e uma variável 

aleatória i.i.d positiva Y em cada intervalo de tempo ktΔ  [22]. A variável Y é independente da medida da cascata )( ktΔμ , 

então a série obtida denotada por )( ktX Δ  satisfaz a seguinte equação:  
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onde 1)(=)(0 +qq ττ . 

A partir disto, comparando (12) e (13) temos que as variáveis R e Y devem ser escolhidas de forma a atender as 
seguintes equações:  

  )(=))((log 02 qRE q τ−  (14) 

)(=)( qcYE q                                                                           (15) 

A função de escala pode ser precisamente modelada ao assumirmos que R é uma variável aleatória em [0,1] com 
distribuição beta simétrica Beta(α ,α ) , 0>α  [22]:  
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onde (.)Γ  corresponde à função Gama. 

Consideremos Y como sendo uma variável aleatória cuja distribuição seja lognormal e definida pelos parâmetros ρ  e 

γ  e momento /2=)(
22qeYE qq γρ + . Assim sendo, um processo multifractal pode ser descrito por 3 parâmetros (α , ρ , γ ), 

apresentando média μ  e variância 2σ  dadas respectivamente por [22]:  
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Os parâmetros α , γ  e ρ  para um processo multifractal podem ser atualizados adaptativamente através dos valores 
das funções )(qτ  e )(qc . Um método de estimação destas funções baseado na equação (12) é descrito em [23]. 

 
3.1 Função de Autocorrelação para Processos Multifractais 
Pode-se constatar pela função de autocorrelação de um processo, a presença ou não de dependência de longo prazo entre as 
amostras (decaimento lento da função de autocorrelação). Além disso, a função de autocorrelação reflete a estatística de 
segunda ordem de uma série temporal. A partir das propriedades da modelagem multifractal apresentada na seção anterior 
podemos obter a função de autocorrelação de um processo multifractal de forma analítica. 
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Teorema 1 Seja o processo multifractal )(nX  discreto no tempo com parâmetros α , ρ e γ . A função de 

autocorrelação deste processo para os instantes de tempo n  e k , é dada pela seguinte equação [22]:  
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onde )(log= 2 aNN  e aN  é a quantidade de amostras do processo. 

Prova: Ver Apêndice A 

 

3.2 Pólo do Modelo Obtido a Partir da Função de Autocorrelação para Processos 
Multifractais 
Nesta seção, introduzimos uma expressão analítica para o pólo p  utilizado no cálculo das funções de base ortonormais. 
Propomos a aplicação da modelagem fuzzy na implementação do operador não-linear H  em (9) que em conjunto com as 
funções de base de Laguerre constituem a modelagem fuzzy-FBO (Funções de Base Ortonormais) proposta. 

Utilizamos a função de autocorrelação dada por (19) para se obter o pólo dominante do sistema a partir dos resultados 
estabelecidos por Levinson e Durbin em seu algoritmo de determinação de pólos [24]. As entradas para o algoritmo de 
Levinson-Durbin são os valores atualizados da função de autocorrelação e pode-se obter como saída um modelo AR (Auto-
Regressivo) de um pólo. Assim, enunciamos a seguinte proposição: 

Proposição 1 O pólo p  utilizado para o cálculo das funções de base ortonormais para o modelo fuzzy-FBO pode ser 
dado por:  
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Prova: Ver Apêndice B 

Note que uma vez que o pólo p  é dado em função do parâmetro multifractal α , podemos estimá-lo adaptativamente. 
A Figura 1 mostra o valor do pólo p  em função do tempo para um traço de tráfego Internet real. 

 
Figura 1. Pólo para o Traço de Tráfego Internet dec-pkt-1  

  
 

4 Modelo Fuzzy-FBO 
A estimação do valor do pólo permite que estendamos a interpolação fuzzy de modelos locais, que é a idéia central do modelo 
TSK, a um contexto de funções de base ortonormais. Nossa proposta se baseia em uma versão em espaço de estados do modelo 
TSK, ou seja, cada regra iR do modelo fuzzy representa um modelo de espaço de estados diferente: 
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onde a matriz iA  e o vetor ib  dependem do pólo )(kpi  e ))(( kH ii l  é o mapeamento que relaciona a saída )(kyi  do modelo 

local i  a seu correspondente estado de Laguerre (funções de base ortonormais) )]()()([=)( 21 klklklk ni Kl , sendo 
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 o vetor de entrada e i
jL  a função de pertinência fuzzy para a regra i  associada a j -

ésima variável de premissa. As variáveis de premissa são os estados de Laguerre do modelo fuzzy TSK-FBO resultante. A 
saída do modelo fuzzy-FBO é dada por:  
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onde C  é o número de regras (modelos locais) e os pesos ))(( kw ii l  da regra i  são dados por:  
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Um caso particular é quando se tem pólos iguais para os C  modelos locais ))(==)(( 1 kpkp CK . Com esta condição 

temos iAA =  e ibb =  para Ci ,1,= K , ou seja, o modelo TSK-FBO pode ser representado conforme as equações (8) e (9) 

e H  dado de acordo com as equações (23) e (22). Esta hipótese é equivalente a se dizer que os modos dominantes do sistema 
não mudam significativamente em diferentes regiões de operação. No caso dessa hipótese não ser verdadeira, a única 
conseqüência é que um maior número de funções pode ser requerido para prover uma modelagem com uma determinada 
precisão desejada. Entretanto, este caso particular facilita o cálculo de um valor adequado para o pólo de Laguerre p de modo a 
diminuir o erro de modelagem. 

Pode-se verificar que o modelo TSK é capaz de aproximar adequadamente sistemas discretos, causais, invariantes no 
tempo, estáveis, com entrada e saídas limitadas e que não possuam descontinuidades [4]. Mostraremos posteriormente que, em 
adição a estas características, o modelo TSK-FBO proposto representa de maneira eficiente processos variantes no tempo (por 
exemplo, tráfego de rede) com o uso do algoritmo de treinamento apresentado na próxima seção. 

 

4.1 Algoritmo de Treinamento Adaptativo para o Modelo Fuzzy-FBO 
Nessa seção, propomos um algoritmo de agrupamento regressivo fuzzy adaptativo (ARFA) para o modelo preditivo fuzzy-FBO. 
O algoritmo ARFA possui dois estágios: o primeiro consiste de um estágio não-supervisionado para localização dos centros 
dos agrupamentos (clusters), e no segundo aplica-se um algoritmo baseado no conceito de gradiente descendente para ajustar 
os parâmetros envolvidos no primeiro estágio. 

No algoritmo ARFA, levamos em conta a distribuição espacial dos dados considerando o erro de regressão e a distância 
entre os dados de entrada e os clusters. Seja a função custo do algoritmo ARFA definida como:  
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onde iku  é o grau de ativação da i -ésima regra para o k -ésimo padrão de treinamento, C  é o número de regras fuzzy e N  é 

o número total de dados de treinamento. Na equação (24), ikr  é o erro entre a k -ésima saída desejada )(ky  do sistema 

modelado e a saída da i -ésima regra ))();(( kakxf i
i

rr
 com a k -ésima entrada, isto é,  
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  )),();(()(= kakxfkyr i

iik
rr

−  (26) 

com Ci 1,2,...,=  e  Nk 1,2,...,= . Na mesma equação (24), ikd  é a distância entre o vetor de entrada )(kxr  no instante 

discreto k  e o centro do i -ésimo cluster iβ , ou seja,  

  .)(= iik kxd β−r
 (27) 

Para minimizar a função custo J  em (24), o método dos multiplicadores de Lagrange pode ser aplicado. Para tal, 
escrevemos a função de Lagrange como [25]:  
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As condições para minimização desta função fornecem as bases para o desenvolvimento do nosso algoritmo de 
treinamento. As condições necessárias para que a função custo J  seja mínima são:  
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Tomando-se a derivada parcial de ikr  em (26) e substituindo em (29), tem-se:  
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Seja 1)( +×∈ nNX Ρ  uma matriz onde seus elementos são os valores de )(kxr  em sua j -ésima coluna 1,1,= +nj K  

(a primeira coluna de X  é toda composta por 1), NY Ρ∈  um vetor onde o k -ésimo elemento é o valor de )(ky  e 
NN

i RQ ×∈  uma matriz diagonal onde a k -ésima diagonal é dada pelo termo 22=)( ikikdukq . Assim, podemos reescrever a 
equação (32) na seguinte forma matricial:  

  0=))(()( i
i

T
i

T aXkQXYkQX r
− . (34) 

Resolvendo a equação (34) e usando a seguinte notação para a matriz de covariância )(kPi :  

  ,1,2,...,=,))((=)( 1 CiXkQXkP i
T

i
−  (35) 

resulta que o vetor de parâmetros )(kair  das partes conseqüentes da i -ésima regra para o instante k  é obtido pela seguinte 
equação:  

  )()()()(=)( kYkQkXkPka i
T

i
ir . (36) 

Tem-se então um problema de inversão matricial na equação (35) para o cálculo do vetor de parâmetros das partes 
conseqüentes em um instante de tempo k . Como proposta, tomou-se como solução para este problema a aplicação de um 
algoritmo recursivo de estimação dos parâmetros representado pelas seguintes equações [26]:  

  ))(1)(1)((1))(1)(1)(()(=1)( kakxkykqkxkPkaka iT
i

ii rrr
+−+×+++++  (37) 

e,  
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  ,
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onde 1)( +kx  é a 1)( +k -ésima linha da matriz X  e 1)( +kq  é o 1)( +k -ésimo elemento da matriz diagonal 

1)( +kQi . 

A partir da segunda condição (equação (30)) de minimização da função J  e da condição expressa pela equação (25), 
obtém-se uma equação para o grau de ativação iku  da i -ésima regra que não depende dos multiplicadores de Lagrange kλ :  
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Resolvendo a equação referente à última condição de minimização (equação (31)), o centro do i -ésimo cluster ( iβ ) 
pode ser calculado pela seguinte equação: 

  
22

1=

22

1=

)(
=

iziz

N

z

iziz

N

z
i

ur

zxur

∑

∑ r

β . (40) 

Para completarmos a primeira fase do algoritmo de treinamento ARFA aplicado à modelagem fuzzy-FBO, devemos 
obter os parâmetros i

j1θ  e i
j 2θ  das funções de pertinência gaussianas  );( 21

i
j

i
j

i
jA θθ , isto é:  
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 Os parâmetros i
j1θ  e i

j 2θ  caracterizam a j -ésima função de pertinência da i -ésima regra fuzzy, onde nj ≤≤1  e 

Ci ≤≤1 . Assumindo que as funções de pertinência sejam gaussinas, tais parâmetros podem ser obtidos a partir de iku  e dos 

elementos )(kx j  do vetor de entrada através das seguintes equações [27]:  
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Em resumo, na primeira parte do algoritmo ARFA, são encontrados (ou ajustados) o grau de ativação iku  através da 

equação (39), a melhor posição para o centro dos clusters por meio da equação (40), o vetor de parâmetros )(kair  das partes 
conseqüentes e o formato mais adequado para as funções de pertinência gaussianas que compõem cada regra fuzzy do modelo. 
Na segunda parte do treinamento, os parâmetros das partes conseqüentes ( iar ) e os subespaços fuzzy das partes de premissa 

( i
jθ
r

) são ajustados por um algoritmo de aprendizagem supervisionado para melhorar a precisão da modelagem. Aplicando-se o 
algoritmo de gradiente descendente [27] para o modelo TSK-FBO cuja saída é dada pela equação (22), obtemos a seguinte 
equação de atualização para os parâmetros das partes de premissa [28]:  
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onde η  é uma constante de aprendizagem, )(ky  é a saída desejada, )(ˆ ky  é a saída do modelo TSK-FBO e )(kyi  é a saída 
da i -ésima regra do modelo. 

 De forma análoga, os parâmetros do vetor das partes conseqüentes )(kair  são atualizados com  
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onde ζ  é uma constante de aprendizagem que controla a taxa de atualização dos valores dos parâmetros das partes 
conseqüentes. 

Para exemplificar o funcionamento do algoritmo, a Figura 2 apresenta os agrupamentos formados para uma série de 
tráfego real utilizando o modelo fuzzy-FBO com 2 regras e 1 entrada, e tendo como saída desejada o valor da série a um 
instante de tempo a frente. 

 
Figura 2. Clusters formados (2 regras e 1 entrada): traço de tráfego Bc-Octext  

 

 

4.2 Avaliação de Desempenho de Predição do Modelo Fuzzy-FBO 
Utilizamos nas simulações, traços de tráfego TCP/IP (Transmission Control Protocol/ Internet Protocol) obtidos da Digital 
Equipment Corporation (DEC)1, traços de tráfego Ethernet obtidos da Bellcore2 e traços capturados entre os anos de 2000 e 
2002 na rede Petrobrás através de um analisador de dados DA350 da Acterna TM , com uma resolução de 32 microsegundos 
[29]. 

Na presente seção, apresentamos avaliações comparativas entre o desempenho do preditor proposto e o desempenho de 
outros três diferentes preditores, quando aplicados a traços de tráfego TCP/IP e Ethernet. Os outros preditores levados em 
consideração foram: o LMS (Least Mean Square) [30] [31], o RLS (Recursive Least Square) [31] e o Fuzzy FCRM (Fuzzy 
Clustering Regression Model) [3][32]. Utilizamos inicialmente o conceito de o erro quadrático médio (EQM) na análise de  
desempenho de predição. Avaliamos o preditor proposto utilizando-se duas medidas relativas de erro. Conhecidos como erros 
quadráticos médios normalizados (EQMN), a primeira medida consiste em normalizar o EQM em relação à variância da série 

                                                 
1http://ita.ee.lbl.gov/html/contrib/DEC-PKT.html 
2http://ita.ee.lbl.gov/html/contrib/BC.html 
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predita, enquanto a segunda medida consiste em normalizar o EQM em relação ao erro quadrático médio do preditor ótimo 
para o processo passeio aleatório (random walk) [33]. As definições dos EQMN's são dadas a seguir. 

Definição 2 - Seja 2
xσ  a variância do processo X , dada por [ ]22 )(= xEx −μσ  onde μ  é a média do processo, define-

se o erro quadrático médio normalizado do tipo 1 como:  

   
[ ]
[ ]2

2

2 )(
)ˆ(

==1
xE
xxEEQMEQMN

x −

−

μσ
. (46) 

Definição 3 - Seja pax̂  o valor predito da amostra do processo X , cujo valor é o mesmo da amostra imediatamente 
anterior do processo. Define-se o erro quadrático médio normalizado do tipo 2 como:  
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xxE

xxE
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−
. (47) 

De acordo com as definições anteriores, um preditor que apresente um valor de EQMN1 igual ou inferior a 1 possuirá 
desempenho igual ou superior a um preditor que apenas estime o valor futuro como sendo igual a média do processo. Para um 
EQMN2 próximo de 1, teremos que o preditor analisado apresentará desempenho próximo ao de um preditor que estime o 
valor futuro como sendo igual ao valor da amostra imediatamente anterior. 

Antes de iniciarmos as comparações com outros preditores, apresentaremos alguns resultados de predição do modelo 
preditor fuzzy proposto para a série da Bellcore Bc-octint. A Figura 3.(a) compara os valores preditos e os valores reais através 
de um gráfico quantil-quantil conhecido como QQplot [34]. Pode-se notar uma relação linear entre os valores preditos e os 
valores reais, o que denota desempenho de predição adequado. Isso pode ser constatado pela proximidade entre os valores 
preditos a um passo a frente e valores reais mostrados pelo gráfico da Figura 3.(b). 

 

 

  
a) b) 

Figura 3.  QQ-plot e predição para a série Bc-octint usando o algoritmo fuzzy-FBO proposto 
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a) Comparação entre EQMN1 e EQMN2 antes e depois do 
refinamento (curvas de aprendizagem) 

b) Comparação entre EQMN1 

Figura 4.  Comparação entre erros quadráticos médios normalizados para o traço de tráfego dec-pkt-2 
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A segunda fase do treinamento ARFA proporciona reduções dos EQMN1 e EQMN2 como pode ser visto pela Figura 
4.(a), uma vez que na primeira fase do treinamento ARFA se obtém um modelo fuzzy aproximado. Para realizar a comparação 
entre os preditores analisados, encontrou-se a configuração para cada preditor de forma a minimizar os EQMN1 e 2. Ou seja, 
foram escolhidos adequadamente a taxa de aprendizagem, os valores iniciais para os centros, etc. Os resultados apresentados 
na Tabela 1 apontam que o preditor adaptativo prosposto supera em termos de erro de predição os algoritmos adaptativos 
lineares LMS e RLS para as séries de tráfego consideradas. 

Um dos objetivos do treinamento adaptativo é o ajuste do algoritmo ao ambiente dinâmico do tráfego de redes. A fim de 
realizarmos uma comparação com treinamento do tipo ‘on batch’, inserimos também na Tabela 1 os valores de EQMN1 
obtidos com o preditor fuzzy TSK treinado com o algoritmo não-adaptativo FCRM [32]. O preditor fuzzy FCRM se utiliza de 
todas as amostras da série de tráfego para o cálculo de seus parâmetros. Uma vez determinados estes parâmetros, aplica-se o 
modelo obtido na predição a um passo da série em questão. Pode-se observar que o preditor fuzzy-FBO obteve em geral  menor 
EQMN1 para as séries analisadas. Portanto, os resultados comprovam que se pode ter com o conhecimento de poucas amostras 
do passado (neste teste, utilizou-se 2 amostras), um erro tão baixo quanto ao processamento com todas as amostras da série 
temporal. Este fato mostra que é possível a implementação de um algoritmo mais rápido, que necessite de pouca capacidade de 
armazenamento e com convergência acelerada, como é o caso do preditor fuzzy-FBO proposto. Além disso, este preditor 
adaptativo captura mais adequadamente as características do processo de tráfego por não supor de antemão que a ‘estrutura’ do 
processo seja invariante, como é feito por alguns modelos com treinamento ‘offline’. 

Em teoria, à medida que se aumenta o número de funções de base para o preditor fuzzy-FBO, se obtém um EQMN de 
predição menor para determinada série de tráfego. No entanto, o que se observou para todos os preditores testados é que os 
EQMN1 e EQMN2 diminuem até um certo número de coeficientes, depois disso, nem sempre é possível obter um treinamento 
eficiente para os modelos preditores. As Tabelas 2 e 3 corroboram esta afirmação, onde para efeito de simplificação, adotamos 
o número de regras como sendo igual ao número de coeficientes (igual ao número de amostras passadas) dos modelos para 
predição da série dec-pkt-1. Com 5 regras, o preditor fuzzy-FBO começa a apresentar uma deterioração dos EQMN1 e 
EQMN2. Para os algoritmos RLS e LMS, o mesmo ocorre com um número de coeficientes igual a 7. Note entretanto que, 
mesmo esses dois algoritmos estando em sua melhor configuração não propiciaram EQMN menor do que o modelo fuzzy-FBO 
com 2 regras e 2 coeficientes. 

Ainda com relação ao preditor fuzzy proposto é importante avaliar o desempenho de predição dos algoritmos para 
horizontes maiores de predição. Com esse fim, analisou-se os erros de predição com o teste T [35]. O teste T é um teste de 
hipótese que pode ser usado para se determinar se uma afirmação sobre uma característica de uma série é verdadeira. Este teste 
provê a probabilidade do grau de veracidade desta afirmação através da variável conhecida na literatura como p  [35]. O valor 
de p  corresponde a probabilidade de se observar determinado resultado dado que a hipótese nula é verdadeira. O teste T foi 
conduzido nas seqüências de erro produzidas pelos algoritmos de predição adaptativos, observando o valor de p  à medida que 

o passo de predição é aumentado (Figura 5.(a)). A hipótese nula H 0  é de que a média do erro μ  seja igual a zero ( 0=μ ) e a 

hipótese alternativa H 1 : 0≠μ . O nível de significância de um teste estatístico é a probabilidade de rejeição de uma hipótese 
verdadeira. Fixamos o nível de significância do teste realizado em 0,05, que corresponde a um intervalo de confiança de 0,95. 
A Figura 5.(a) apresenta os valores de p  dos testes T aplicados às sequências de erros para diferentes passos de predição para 
a série dec-pkt-2. Neste caso, fixamos o número de coeficientes dos modelos locais AR como sendo 2 para o modelo fuzzy 
proposto (com 2 regras nebulosas), assim como para os coeficientes do filtro preditor RLSe LMS. Em todos os passos 
analisados, foram obtidos 0=h  para o modelo fuzzy-FBO, ou seja, não se deve rejeitar a hipótese nula com um nível de 
significância 0,05.  Apresentamos também na Tabela 4 os valores de p  dos testes T aplicados às sequências de erros de 
predição a um passo para vários traços de tráfego de redes em comparação a outros preditores adaptativos. Da mesma forma, 
encontramos o valor de p para a configuração (taxa de aprendizagem, parâmetros iniciais, etc) do preditor que resulte em 
menor EQMN.  

Note que quanto maior é o valor de p  para o preditor fuzzy-FBO,  maior é o grau de segurança em afirmar que as 
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médias dos erros de predição sejam zero ao se usar esse preditor. De fato, além de valores de p geralmente mais altos, também 
observamos que os valores de EQMN1 do preditor fuzzy-FBO se manteve abaixo dos demais preditores. 

 

 

  
a) p: traço de tráfego dec-pkt-2 b) EQMN1: traço de tráfego dec-pkt-2 

Figura 5.  Probabilidade de ocorrência de hipótese nula p  e EQMN1 versus passo de predição 

 

 
 

5 Estimação Adaptativa de Banda Utilizando o Preditor Fuzzy Proposto 
Os esquemas de alocação de banda para fluxos de tráfego de redes podem se beneficiar de algoritmos de predição da taxa de 
tráfego de modo a antecipar as ações para alocação de recursos e controle de congestionamento [36]. Neste sentido, o passo de 
predição pode ser ajustado de forma a possibilitar que a rede tenha tempo para obtenção e alocação dos recursos necessários. 
Precisamente nesta seção, propomos um esquema de alocação dinâmica de banda que considera como entrada as predições 
realizadas pelo modelo fuzzy proposto. 

Seja ),( tA τ  um processo a tempo discreto correspondente ao tráfego acumulado (neste caso, número de bytes) no 

intervalo de tempo ),( tτ  e que chega ao servidor para ser transmitido. Para satisfazer um limite de retardo reqd , qualquer 

pacote (ou dados) deve ser transmitido até o instante de tempo ‘ reqdt + ’. A banda ε , ou seja, a taxa necessária para atender a 
esse critério de retardo e para se ter perda nula de dados de tráfego, deve obedecer a seguinte relação:  

  ,),()(* 1 τττε ≥∀+≥+− − tbtAdt treq  (48) 

onde 1−tb  corresponde ao número de bytes não enviados pela rede no instante anterior.  A relação acima deve ser satisfeita 
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para todo 0≥t  e 0≥τ  onde τ≥t . 

Um meio de se obter um algoritmo eficiente de estimação de banda é estimar o tráfego ),( tA τ  através de seu valor 

predito ),( tAp τ , ou seja, prever a taxa com a qual o fluxo será injetado no enlace de modo que este respeite o limite de 
retardo estipulado. 

O procedimento que propomos para mapear o valor predito da intensidade de tráfego com a banda requerida é o 
seguinte: Seja BWΔ  a quantia de banda finita e C  a máxima banda disponível. Determina-se o intervalo de banda 

0)(]1)(,)[( ≥Δ+Δ kBWkBWk , no qual o valor predito da taxa 1+tP  se encontra e usa-se o valor superior do intervalo 

BWk Δ+1)(  ou a banda máxima disponível C  no caso de BWkC Δ+1)(<  como banda requerida no instante 1+t . Ou 

seja, a banda 1+tBW  no instante 1+t  de acordo com a equação (48) é dada por  
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onde o operador 〉〈x  representa o maior número inteiro mais próximo de x . 

Como a banda requerida (49) é o valor superior do intervalo onde se encontra o valor predito da taxa, tem-se uma 
provisão de banda menos sensível às pequenas variações das predições, dentro dos intervalos de tamanho BWΔ . Ao se 
aumentar o intervalo de banda, evita-se uma freqüente realocação de banda, reduzindo o custo de sinalização envolvido. 
Portanto, o valor de BWΔ  influencia diretamente o custo de sinalização do esquema de alocação de banda. 

 
5.1 Avaliação de Desempenho do Esquema Proposto de Alocação de Banda 
Esta seção apresenta as medidas de desempenho utilizadas para avaliar o esquema de provisão de banda proposto, assim como 
os resultados de desempenho obtidos para o mesmo. Seja tz  o valor observado de taxa de tráfego e tBW  a banda fornecida 
no instante de tempo t . As seguintes medidas de desempenho podem ser definidas:  

     • Utilização média (u ): A utilização média mede a fração de banda usada para servir o fluxo de dados observados 
no período de tempo T , calculada por:  
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     • Taxa de perda (TP ): A taxa de perda mede a quantidade de bytes perdidos devido à alocação de banda menor do 
que a necessária, dada por  

  .,0)(1=
1= ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−∑

t

tt
T

t z
BBWzmax

T
TP  (51) 

Inicialmente avaliaremos o esquema de alocação de banda para o caso em que o buffer 0=B . 

     • Freqüência de sinalização: A freqüência de sinalização nos ajuda a avaliar quão freqüente o esquema proposto 
realoca banda. A realocação de banda envolve um custo de sinalização para as redes.  

Comparou-se o esquema de provisão de banda proposto com dois outros esquemas, entre eles, o esquema apresentado 
por Adas et al. [37], que usa o algoritmo adaptativo LMS [30] para a predição de tráfego de redes e estas predições são usadas 
como taxas exigidas pelos fluxos. Outro trabalho comparado [38], utiliza o algoritmo RLS que possui convergência mais 
rápida [31]. A fim de se estudar os efeitos do tamanho do intervalo de banda sobre todos os esquemas em questão, a equação 
(49) é aplicada nos 3 esquemas em comparação, onde a diferença entre eles consiste nos valores de 1+tP  dados pelos 
algoritmos de predição fuzzy-FBO, RLS e LMS, respectivamente. 

Os resultados de desempenho: taxa de perda e utilização para os 3 esquemas de alocação de banda aplicados à série de 
tráfego 10-7-S-1 da rede da Petrobrás são mostrados na Figura 6. Pode-se observar que o esquema de alocação de banda 
proposto atinge uma taxa de perda menor a uma freqüência de sinalização semelhante aos demais (Figura 7), porém a custo de 
uma utilização do enlace ligeiramente menor. Espera-se que isso ocorra quando é maior a precisão do algoritmo de predição 
utilizado. Observamos que a aplicação do algoritmo de predição proposto na alocação de banda resulta em menores taxas de 
perda (Figura 8.(a)) e uma ocupação do buffer mais bem comportada, indicada pelo seu tamanho médio da fila no buffer 
(Figura 8.(b)). Devido a esses resultados, pode-se concluir que a probabilidade de perda para determinado tamanho de buffer é 
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menor para o esquema de alocação de banda proposto. Ao se plotar a função de distribuição acumulada complementar (Figura 
8.(c)) que corresponde à probabilidade do tamanho da fila Q  ser maior do que um certo valor de buffer x  do processo de 
tráfego no buffer, visualiza-se claramente a afirmação anterior. 

  

a) b) 

Figura 6.  Comparação de desempenho entre esquemas de alocação de banda 

 

 

 

Figura 7. Frequência de sinalização x BWΔ   
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a) Taxa de perda x Tamanho do buffer b) Ocupação média da fila x BWΔ  

 

c) )>( xQP  x Tamanho do buffer 

Figura 8. Análise do comportamento de fila dos esquemas de alocação de banda para o traço de tráfego 10-7-S-1 

 
 
6 Conclusão 
As características dos fluxos de tráfego nas rede atuais como dependência de longo prazo e rajadas em múltiplas escalas 
tornam a modelagem e predição de tráfego tarefas difíceis e desafiadoras. Neste trabalho, foi proposto um modelo fuzzy-FBO 
cujo algoritmo de treinamento adaptativo ARFA permite que a predição adaptativa e em tempo real do tráfego de redes seja 
realizada com um número reduzido de regras nebulosas. O algoritmo de treinamento ARFA desenvolvido consiste de 2 
estágios, ambos adaptativos, onde no primeiro cria-se agrupamentos fuzzy e no segundo se faz um ajuste fino dos parâmetros 
obtidos no primeiro estágio, como posicionamento dos centros e forma geométrica das funções de pertinência. 

A fim de se obter funções de base ortonormais para o modelo fuzzy em questão através do cálculo do pólo do sistema, 
apresentamos uma expressão analítica para a função de autocorrelação de processos multifractais que é adequada para 
descrever várias características do tráfego de redes [22]. Em seguida, introduzimos um procedimento para o cálculo do pólo 
dominante, o qual é utilizado como pólo de Laguerre para o modelo fuzzy-FBO. Comprovamos que há uma melhoria de 
desempenho de predição do modelo, ou seja, predições mais precisas e robustas são obtidas com o acréscimo das funções de 
base ortonormais. As comparações realizadas com outros preditores adaptativos, demonstraram na maioria dos casos, um 
desempenho superior de predição do modelo fuzzy-FBO proposto para diferentes horizontes de predição e número de regras 
consideradas. Constatou-se esse fato por meio do erro quadrático médio normalizado e do teste de hipótese T aplicado a séries 
de erros obtidos com os preditores comparados. 

Quanto à provisão de banda para fluxos de tráfego de redes, apresentamos um novo esquema de provisão de banda 
baseado em predição. Este esquema relaciona as predições de tráfego realizadas pelo modelo fuzzy-FBO com a banda a ser 
alocada no próximo instante de tempo de modo a obter informação atualizada da taxa necessária para o tráfego de dados em 
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um enlace. Uma das vantagens do esquema adaptativo de provisão de banda é que a alocação de banda pode ser realizada 
baseada nas amostras de tráfego disponíveis no instante de tempo atual. Como este esquema de provisão de banda se adapta 
segundo as mudanças do tráfego, um melhor aproveitamento dos recursos é obtido comparado a uma alocação estática de 
banda. O método de alocação de banda proposto consegue manter um bom equilíbrio entre perda de dados, freqüência de 
sinalização e utilização. Verificamos que o objetivo de se conseguir uma menor taxa de perda com a aplicação do nosso 
esquema preditivo de provisão de banda foi atingido. Aliado a isso, observamos uma taxa média de ocupação do buffer mais 
baixa e uma probabilidade de perda de bytes menor do que para os outros esquemas. Tal resultado se deve a melhora de 
desempenho de predição proporcionada ao se utilizar o modelo fuzzy-FBO. A partir do modelo de predição proposto, esquemas 
que considerem também minimização do custo de sinalização e diferentes valores de retardo de pacotes podem ser 
desenvolvidos. Questões estas que serão tratadas em trabalhos futuros. 

 
Apêndice A 
Prova do Teorema 1 
Denotemos por 0tΔ  a escala de tempo do processo multifractal )( 0tX Δ  obtido pelo produto de um variável lognornal Y e 
uma cascata multiplicativa binomial )( NtΔμ  em seu número máximo de estágios [21]. A função de autocorrelação 

])(,)([ 00 knn tXtXE +ΔΔ  de um processo multifractal onde bk 2= , Nb ,1,2,= K  pode ser escrita como:  

  ])([])([1}])(.)([){2(=])(,)([ 00
22

00 knnknNnN
N

knn tXEtXEttEYEtXtXE +++ ΔΔ+−ΔΔΔΔ μμ  (52) 

onde )(log= 2 aNN  é o número de estágios da cascata multiplicativa binomial e aN  é o número de amostras do processo. 

As medidas nNt )(Δμ  e knNt +Δ )(μ  podem dadas em função de )( 1−−Δ pNtμ  da seguinte forma:  

        
1

1=
1 ,)(=)( ji

N

pNi
pNpNnN rrtt ∏

+−
−−−ΔΔ μμ  

           
2

1=
1 ,))(1(=)( ji

N

pNi
pNpNknN rrtt ∏

+−
−−−+ −ΔΔ μμ  (53) 

 onde jir ,  denota os multiplicadores da cascata multiplicativa no estágio i . Assim, temos: 
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21
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2
1)]((

2
1[)(= −−−  (54) 

Inserindo a equação (54) em (52) e utilizando a média (equação (17)) e a variância (equação (18)) do processo 
)( 0tX Δ , obtemos a função de autocorrelação desejada: 
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Apêndice B 
Prova da Proposição 1 
Seja )(tX  um processo cuja função de autocorrelação é representada por )]()([=)( tXktXEkrx + . No método de 

Levinson-Durbon, calcula-se inicialmente o valor do coeficiente de reflexão 1+Γ j  ),1,=( nj K  para encontrar um modelo 
AR de ordem n  [31]. O coeficiente de reflexão é usado no cálculo dos pólos do modelo AR (Auto-Regressivo). Neste método, 
os valores dos coeficientes )(1 jan+  do modelo AR são calculados a partir de )( jan  de tal forma que:  
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  pklkrlakr xp

p

l
x ,1,2,=0;=)()()(

1=
K−+∑  (56) 

Assim, o pólo de um modelo com 1)=( j  é dado por [31]:  

  
j

j
j ε

γ
−Γ + =1  (57) 

onde 1+jε  é o erro de modelagem. 

Inserindo a equação de autocorrelação (19) em (57), e sabendo que 1= Γp , temos a seguinte equação para o pólo p :  

    
)

1/2
1(log

2

1=
2 +

+
−

α
α

p  (58) 
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