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Resumo - Memérias Associativas (AMs) séo projetadas para armazenar associaces e recordar uma saida desejada mesmo
apés a apresentacdo de uma versdo incompleta ou distorcida de um padrdo de entrada. Em particular, uma Memoria
Associativa Nebulosa Implicativa (IFAM) é uma AM nebulosa que aplica um produto max-T', onde T' é uma norma triangular
continua, na fase de recordacéo. Esse artigo discute modelos de IFAMs que empregam normas triangulares Arquimedianas.
Especificamente, é apresentado um teorema que caracteriza completamente os padr@es recordados em termos de combinacgdes
de maximos e minimos de versdes transformadas dos padrdes originais.
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1. Introducéo

Em termos gerais, uma Memoria Associativa (AM) é um modelo inspirado no cérebro humano e projetado para armazenar
pares de entrada e saida. Além disso, uma AM deve ser capaz de recordar uma saida desejada mesmo apés a apresentacao de
uma versdo incompleta ou distorcida de um padréo de entrada [7, 11, 15, 25, 27]. Resumidamente, as pesquisas em memoria
associativa iniciaram na metade do século XX e receberam mais atencdo nos anos 1980 ap6s a publicagdo do famoso artigo de
Hopfield [2, 11]. Nos anos 1990, foram apresentados varios modelos que estendem a rede de Hopfield, por exemplo, a
Memoria Associativa de Capacidade Exponencial (ECAM) [4] e a Meméria Associativa Bidirecional (BAM) [17]. Entretanto,
tanto a rede de Hopfield como a ECAM e a BAM, sdo modelos usados para armazenar padrdes binarios. Em contraste com os
modelos binarios, os modelos de memdrias associativas baseados na morfologia matematica e na teoria dos conjuntos
nebulosos podem ser usados para armazenar padrdes em tons de cinza [25, 26, 27, 28, 29, 33].

As Memoérias Associativas Nebulosas (FAMs) sdo modelos de memoria associativa descritos por redes neurais
nebulosas que armazenam padrdes nebulosos, i.e., padrfes cujos elementos pertencem ao intervalo [0,1]. A memoria
associativa nebulosa de Kosko, referida simplesmente por FAM de Kosko, representa o modelo mais conhecido de FAM [18].
A FAM de Kosko foi aplicada com sucesso em problemas de controle e rastreamento de alvos [16, 18]. VariagBes e extensdes
da FAM de Kosko incluem os modelos de Junbo et al. [12], Chung e Lee [5] e Liu [19]. Em particular, Valle e Sussner
introduziram novos modelos de FAMs, chamados Memorias Associativas Nebulosas Implicativas (IFAMs), que generalizam
ou estendem os modelos mencionados anteriormente [27, 29, 31, 33]. As IFAMs apresentam propriedades interessantes no
caso auto-associativo como convergéncia numa Unica iteracdo e capacidade de armazenamento ilimitada, i.e., pode-se
armazenar quandos padrdes forem desejados nesses modelos. Além disso, as IFAMs apresentaram bons resultados em
problemas de previsdo de séries temporais [27, 28, 29]. Recentemente, Sussner e Valle observaram que as principais FAMs,
incluindo as IFAMs, efetuam operacdes elementares da morfologia matematica e podem ser classificadas como Memorias
Associativas Morfologicas Nebulosas (FMAMs) [31, 32].

Os primeiros modelos de AM baseados na morfologia matematica foram introduzidos por Ritter e Sussner e séo
referidos simplesmente como Memoérias Associativas Morfologicas (MAMSs) [24, 25]. Esses modelos efetuam operacdes
elementares da morfologia mateméatica em cada neurdnio [10, 28, 29, 31]. Resultados recentes que caracterizam
completamente a fase de recordacdo das MAMs foram apresentados independentemente por Sussner e Valle [26, 28] e Ritter e
Gader [23]. Em poucas palavras, foi demonstrado que os padrfes recordados por essas AMs representam combinagfes de
maximos e minimos dos padrdes originais com valores adicionados de uma constante. A caracterizagdo da fase de recordagéo
das MAMs colaborou para o desenvolvimento de aplicacGes desses modelos em problemas de reconstru¢do de imagens,
classificacéo de padrdes e previsdo de séries temporais [26, 28].

Esse artigo apresenta um resultado que caracteriza completamente a fase de recordacdo da classe das IFAMs
Arquimedianas, i.e., a classe das IFAMs baseadas em normas triangulares Arquimedianas. O artigo esta organizado em 5
secdes. A secdo 2 apresenta 0s conceitos basicos da teoria dos conjuntos nebulosos, incluindo o conceito de norma triangular
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Arquimediana e R-implicacdo. Uma breve revisdo das IFAMs e do armazenamento nebuloso R-implicativo é apresentada na
secdo 3. A secdo 4 introduz o teorema que caracteriza completamente a fase de recordacdo das IFAMs Arquimedianas. O
artigo termina com a conclusdo na secdo 5 e um apéndice contendo a demonstragdo do teorema 1.

2. Conceitos Basicos da Teoria dos Conjuntos Nebulosos

A teoria dos conjuntos nebulosos foi introduzida por Lotfi Zadeh como uma ferramenta para modelar a impreciséo e a ambi-
guidade que surge em sistemas complexos [21, 22]. Um conjunto nebuloso é definido como uma fungdo x de um conjunto ¥,

chamado universo de discurso, para o intervalo [0,1] A funcdo x é referida como fungdo de pertinéncia e o valorx{w)
representa o grau de pertinéncia do elemento # no conjunto nebuloso %. Nesse artigo serdo empregados apenas conjuntos

nebulosos % e ¥ definidos sobre universos de discurso finitos # = {#1, <+, tin} ¢ V= {1,... .”'n}, respectivamente. Nesse
caso, x e ¥ podem ser representados por vetores nos hipercubos [0,1]" ¢ [0, 1] onde %5 =x(u;), para 3 =1---»m ¢
W =y(u,—), para i= 1,...,m'

Muitas operacfes entre conjuntos nebulosos estdo baseadas nos conceitos de norma triangular (t-norma) e implicacéo
nebulosa [21, 22]. Esses conceitos formam a base para as IFAMSs e o armazenamento nebuloso R-implicativo apresentados na
préxima se¢ao.

Definicdo 1 (Norma Triangular). Uma norma triangular, ou simplesmente t-norma, ¢ um operador T = [0,1] % [0, 1] — [0, 1]
crescente, comutativo e associativo que satisfaz T(z,1) == para todo %€ [0.1] Em particular, uma t-norma Ty ¢
Arquimediana se e somente se Ty ¢ continua em ambos os argumentos e Ty(z,z) <z para todo & € (0.1),

A definicdo 1 introduz a classe mais geral de t-normas e a sub-classe das t-normas Arquimedianas. Nesse artigo serao

consideradas apenas t-normas Arquimedianas. Entretanto, é importante observar que um operador I [0,1] x [0,1] —[0.1] ¢
uma t-norma continua se e somente se ' ¢ uma soma ordinal de t-normas Arquimedianas [13]. Esse fato pode ser usado para
estender os resultados apresentados nesse artigo para o caso mais geral.

A seguinte proposicdo revela que uma t-norma Arquimediana esta associada a uma fun¢do continua de uma Unica
variavel [21]. Essa proposi¢do constitui a base para os resultados desenvolvidos na secao 4.

Proposicdo 1. Uma t-norma Ty ¢ Arquimediana se e somente se existe a€[0,1) ¢ ym isomorfismo de ordem’
£:00,1] = [e,1] 51 que

(1) Ty(z,1) = 1 ([f=®)] V a),

para todo ®:¥ € [0,1] A funcéo Fem (1) é chamada funcéo geradora da t-norma Iy,

Notacéo 1. Esse artigo segue a notagdo algébrica adotada freqiientemente em livros textos e artigos cientificos sobre I6gica
nebulosa [6, 21] e teoria dos reticulados [3]. Aqui, os simbolos “¥” e “A” representam as operacdes de supremo (o0u maximo) e

infimo (ou minimo), respectivamente. Em particular, ¥ b= max{a,b) o a A b= min(a, )

O produto, denotado por L2, é um exemplo de t-norma Arquimediana com funcéo geradora f@) ==z o operador
dado pela equacéo Te(z,y) =0V (=+¥—1) ¢ referido como t-norma de Lukasiewicz. Note que Tz é uma t-norma

. . o — a=—1 , . —
Arguimediana com funcdo geradora f() =¢""" Opserve também que a constante “a” em (1) satisfaz @ = 1) Portanto,
a=1paraatnorma Tpr e a= e~ para a t-norma de Lukasiewicz Tx.

Uma t-norma continua T* pode ser usada para definir uma implicacéo nebulosa como segue [6, 21]:

Defini¢do 2 (R-implicacdo). Seja T':[0,1] x [0,1] = [0,1] yma t-norma continua. A R-implicacgdo associada a t-norma T é o
operador 1:0,1] x[0,1] — [0, 1] gado pela seguinte equacao para todo ¥ € [0,1].

1 Lembre-se que um isomorfismo de ordem ¢é uma bijecéo tal que se e somente se .
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) Kz,y) = V{z € [01 1] : T(=z,z) <y}

E importante observar que existe na literatura outras formas de definir uma implicagdo nebulosa [21, 22]. Entretanto,
a fase de armazenamento das IFAMs estd baseada em R-implicagdes. Precisamente, a proposicdo 3 que caracteriza 0
armazenamento nebuloso R-implicativo s6 vale para implicagbes dadas pela equagéo (2).

Em particular, uma R-implicagio associada a uma t-norma Arquimediana pode ser obtida facilmente usando a fungéo
geradora da t-norma. Especificamente, vale a seguinte proposi¢éo [21].

Proposicéo 2. Seja T¥ uma t-norma Arquimediana e { sua funcdo geradora. A R-implicacdo associada & T’ denotada por Iy
¢ dada pela seguinte equagéo para todo % ¥ € [0,1]

e =1 (9] n1).

®3) (@

Pode-se verificar que as implicacBes dadas pelas equacdes (4) e (5) abaixo representam as R-implicacdes associadas
ao produto e a t-norma de Lukasiewicz, respectivamente.

(4) Ie@y) =14 (2}

(%) Iz, ) =1A{y—z+1).

Finalmente, t-normas e R-implicagcGes podem ser combinadas com as operagdes de maximo e minimo para formar
produtos matriciais. Considere matrizes 4 € [0,11™*¥ ¢ B € [0,1**® 5 yro4uto max-T' e o produto min-I de 4 por B,
denotados respectivamente por C = Ao B ¢ I} = A® B sjo definido através das seguintes equacdes para todo i=1,. ’"‘

e =1;.--3m respectivamente:

k x
Cij = VT(ail:blj) e dij = /\ I(bej, air) -
(6) l=1 1=1

Note que o produto max-T* é efetuado de um modo muito similar ao produto classico da algebra linear, mas com o
méaximo no lugar da soma e uma t-norma T substituindo o produto. O produto min-I também é similar ao produto classico.
Aqui 0 minimo substitui a soma e uma R-implicagdo aparece no lugar do produto. Entretanto, no produto min-I, os termos @i

e bes aparecem em posic¢des diferentes das usuais. Esse fato ndo pode ser esquecido pois uma R-implicacdo ndo é uma operagdo
comutativa, i.e., em geral £(@, b} # 1(b,a) para @, € [0,1]

Normas triangulares particulares definem produtos max-* especificos. Dado um produto max-T', indica-se a t-norma
empregada em (6) por meio de um sub-indice. Uma notagdo semelhante é empregada para descrever o produto min-I. Em

particular, os simbolos “®#” e “®s” denotam produtos max-Zf e min-4#, onde Zf é uma t-norma Arquimediana e Iy representa
a R-implicacdo dada pela equacéo (3).

3. Introducéo as Memdrias Associativas Nebulosas Implicativas

Uma Meméria Associativa (AM) é um modelo projetado para armazenar pares de entrada e saida. Além disso, uma AM deve
possuir uma certa tolerancia com respeito a ruido, i.e., ela deve ser capaz de recordar uma saida desejada mesmo apos a
apresentacdo de uma verséo incompleta ou distorcida de um padréo de entrada [7, 8, 15]. Matematicamente, dado um conjunto

de associagdes {65, ¥%) : 6= 1'"”"}, chamado conjunto das memdrias fundamentais, uma AM representa uma aplicacédo
G tal que G =y* para todo £=1,...,k A tolerancia com respeito a ruido é descrita pela equagéo G(x*) = Yg, onde &
representa uma versdo corrompida ou incompleta de xt [7,8].

Nas IFAMs, a aplicacdo G ¢é dada por uma rede neural nebulosa de camada tnica com neurdnios max-T, onde T é
uma t-norma continua [27, 29, 31, 32, 33]. Dado um padrdo de entrada X € [0, 1]", uma matriz dos pesos
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sinapticosW € [0, 1]™*™ & ym vetor bias @ € [0:1]™, a saida ou padréo recordado pela IFAM é determinado pela equagio
0 y=(Wox)Vvi.

Note que uma IFAM ¢é descrita simplesmente por um produto matriz-vetor seguido de um corte (threshold) de nivel @. Nesse
sentido, esses modelos sdo similares as Memoérias Associativas Lineares (LAMSs) introduzidas independemente por Anderson,
Kohonen e Nakano [1, 14, 15, 20]. A diferenca fundamental entre as LAMs e as IFAMs esta na ndo linearidade das Gltimas
devido as operagdes da teoria dos conjuntos nebulosos.

A matriz dos pesos sinapticos W e o vetor bias # de uma IFAM séo calculados através do armazenamento nebuloso
R-implicativo [27, 29, 30]. Dado um conjunto de memdrias fundamentais {(x*,¥%): ¢ = L...,8}  defina
X =['..., x| e[0,1]"* . ¥ =[y',...,¥* ] €[0,1]"** No armazenamento nebuloso R-implicativo, W e 8 sdo
calculados através das equacgdes

k
W=YeXT & 0=\,
8) £=1

onde o simbolo “@®” representa o produto min-I baseado na R-implicagdo associada a t-norma continua empregada no produto
max-I" em (7). Note que a matriz W em (8) é calculada de um modo similar ao aprendizado por correlagdo [9]. A diferenca
esta no produto min-I definido na se¢do anterior.

A matriz dos pesos sinapticos W e o vetor bias @ fornecidos pelo armazenamento nebuloso R-implicativo satisfazem
a seguinte proposicéo [29].

Proposicao 3. Considere um conjunto {5,5%):€=1,...,k} de pares de entrada e saida. A matriz de pesos sinapticos W e
o vetor bias @ fornecidos pelo armazenamento nebuloso R-implicativo séo tais que [W. 4] representa o supremo do conjunto

9) [4,8]: (Aoxf) Vv B < ¥, v.s=1,_,_,:,},

onde W21 (resp. [4: 8] ¢ a matriz ™ X (B +1) optida concatenando W € [0, 11™*™ ¢ 8 € [0, 1™ (resp A ¢ B).

A proposigdo 3 pode ser interpretada como uma condigdo de otimalidade do armazenamento nebuloso R-implicativo
no seguinte sentido: Se existe uma matriz A e um vetor B tais que (Aoxfyvp=y* para todo §=1,---k entao We

fornecidos por (8) também satisfazem (Woxf)vo=y* para todo £=1L..-,k Além disso, valem as seguintes
inequaciesA < W ¢ 81

O seguinte exemplo apresenta as fases de armazenamento e recordacdo da IFAM de Lukasiewicz. O mesmo exemplo
sera considerado na proxima secdo para validar o teorema que caracteriza o padrdo recordado por uma IFAM Arquimediana. E
importante observar que a IFAM de Lukasiewicz esta intimamente relacionada com as memorias associativas morfoldgicas
introduzidas por Sussner e Ritter [24, 25]. Sobretudo, esse modelo de IFAM apresentou bons resultados em problemas de
previsdo de séries temporais [27, 28, 29].

Exemplo 1. Considere padrdes X', X% e yl, ¥ correspondendo as colunas das matrizes X €[0,1]%? o ¥ €[0,1]>? jaqqs
pelas seguintes equaces:

0.2 09
0.2 038

0.3 0.8 Y=[05 04].
X=|04 05 08 0.1
(10) 06 02| 0.7 03

. e bx3 . 5 . . . .
A matriz dos pesos sinapticos W € [0,1]%% ¢ ¢ vetor bias @ € [0,1]° fornecidos pelo armazenamento nebuloso R-implicativo
baseado na implicacdo de Lukaisewicz sdo dados pelas seguintes equaces, respectivamente:
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09 08 046 02
09 08 06 0.2
W=|06 09 09 8= 104].
03 06 09 0.1
(11) 05 08 10 e 0.3
Dado o padréo de entrada
12) x=[06 02 a7]",

o ¥= (WOLX)VG

0 padré recordado pela IFAM de Lukasiewicz é

13) y=[05 05 06 06 0.7] .

Note que ¥ ndo corresponde a nenhum dos padrdes originais. O teorema 1 apresentado na préxima secdo esclarece, entre
. ~ . ~ L 1
outras coisas, a relagdo entre a saida ¥ e os padrdes originais ¥ e ¥

4. Caracterizagao da Fase de Recordacéo das IFAMs Arquimedianas

O seguinte teorema caracteriza completamente a fase de recordacdo das IFAMs baseadas em t-normas Arquimedianas. A
demonstragdo desse resultado encontra-se no apéndice.

Teorema 1. Seja Tf yma t-norma Arquimediana com funcéo geradora J:[0,1] = [&,1] considere um conjunto de memorias
fundamentais {5, ¥} : £ =1,...,k} e defina W €[0,1]™" ¢ 0€[0,1]™ arav6s do armazenamento nebuloso R-

implicativo. Dado um padréo de entrada X € [0:1]® ¢ padrio ¥ € [0 1™ recordado pela IFAM Arquimediana satisfaz a
equacao

(14) v= {)Z [(E/:\l i"'f(ﬂfﬁ-v‘)) A z,-] } va.

onde Tf :[0,1/a] x [0,1]™ — [0,1]™ ¢ o operador dado pela seguinte equagéo para todo i=1,...,m.

(15) [Tr(e,n)| = £ ({ [af()] A1} v ,,)_

£
O coeficiente %3 em (14) é dado por

of = (=3
(16) ey

paratodo ¥ =Li---sm g §=1,...,k
Observagéo 1. O padrdo ¥ em (14) também pode ser expresso em termos da seguinte equago:
n k ~
y=|V A (Fr(e§.5%) azy) | ve.
7 F=1£=1

Logo, o padrdo recordado por uma IFAM Arquimediana é formado por combinagBes de méximos e minimos de

- E _
transformacdes Ty (a-'i ,yf) A %3 4as memérias fundamentais.
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a) Graficos de Tp(a,2), b) Graficos de To(a,z)

o et X
0 10 20 30 40

Figura 1. A linha vermelha marcada com o simbolo “+” (Linha 1) corresponde ao padréo original Z € [0, 21" A linha verde
com “x” (Linha 2) corresponde ao padréo T5(0.7,2) om a)e Tp(0-7,%) ¢ b). Finalmente, a linha azul com “*” (Linha 3)
representa 2£(1-8,%) em a) ¢ TP(L-5,2) om p).

- >0
Observagdo 2. Se a=0, entdio o operador T ¢ definido no dominio Rix x [0, llm, onde
1142:‘, ={zeR:z>0}U{+c0}

Observacao 3. O operador T estende a t-norma T¥ para [0,1/a] x [0,1]™ (lembre-se que & € [0, 1)) no seguinte sentido:

1. Se0<a<1entipexiste € € [0,1] tal que F(&) =& Pportanto, tem-se
[#1,9)], = ({Ur@s@i ar}va) = 1 (@) v a) =yt ).

Em outras palavras, cada componente de Ty(ax,2) ¢ equivalente a aplicacdo da t-norma Tremee s,

2. Sel<ea<lfa oy af(z) 2 flz) para todo ¥ = 1s--+»™ Usando a monotonicidade dos operadores V , A e
da funcéo f_l, conclui-se que

[’f‘f (tlll,ﬁ;)]i =f ({ [af(=:)] A 1} Va) > f1 (f(z‘) Va) =z,

para todo ¥ =1s---s™ Em outras palavras, Tr{@: 2} 2 5 e @ > 1.

Em ambos os casos, 0 padrao Ti(a,2) preserva a “forma” do padrdo &. Essa afirmacdo torna-se mais clara observando na
figura 1 os graficos de TEl(e:,%) ¢ Tp(™:,%) parga #=1,2 onde @1 =07 ¢ a2=15_Note que as inequacdes
T5(0.7,2) < = < T¥(1.5,2) foram satisfeitas.

O seguinte exemplo apresenta o operador Te que estende a t-norma de Lukasiewicz. Lembre-se que a funcdo
geradora da t-norma de Lukasiewicz 6 F() =€** | ogo, a=f0) =€ ¢ F () =log(y) + 1 paratodo ¥ € [a,1].
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Exemplo 2. Considere @ € [0,1/a] ¢ = € [0,1]™ par facilitar a exposicdo, defina € = 10g(z V@) + 1 pode-se verificar que
o operador T dado pela equacéo (15) satisfaz as seguintes igualdades para todo i=1...,m;

[‘f’;,(a, z)]‘_ =log ({[ae"‘_ll A 1} Va)+1l=log ({[e"""“_z] A e°} \ e_l) +1

—Tog ({e(c+sa—2}Au} v e_1) +1=log (e[{ﬁﬂ—z}ﬂﬂ]vﬁ—l)) +1= ([(c+ -2 ATV (_1)) +1
(18) =[(c+2.'—1)/\1]V(].

Trla,z)| =[le+z-1)A1]VO s =
Logo, [ ule, )]i l )ALl para todo ¥ = 1s--+sT  Em outras palavras, a transformago Ti(ex,5) representa

a translacdo vertical® de £ restrita ao interior do hipercubo® [0 11"

Note que, se 0 S @ <1 entio 0 < e <1 Nesse caso, tem-se €+ 2% —1 <1 para todor % € [0:1] ¢

[Tg(a, z)] =(c+ =z — 1) V0 =TL(e, %).
(19) i

Portanto, T% pode ser visto como uma extensdo da t-norma de Lukasiewicz.

£
Observacao 4. O coeficiente %5 em (14) pode ser interpretado como uma medida do quanto # é maior, menor ou igual a 35

€ _ = ] £ . .
Por exemplo, @ =1 se e somente se % = %5 Além disso, % afeta diretamente o padrio recordado ¥ pois valem os

seguintes fatos:
1. Se®i <$§ entéo T(aﬁ,yf) < yf,
— Tl A% —
2. Se T =735 gniao T3 ¥5) = y{,

> a:ﬁ entdo T(aﬁ,yf) > yf'

3. Se¥i

4
Exemplo 3. Na IFAM de Lukasiewicz, os coeficientes @3 sdo determinados pela seguinte equag&o:

) af = (=) /() = e,

Exemplo 4. Nesse exemplo, a equacdo (14) que caracteriza a fase de recordacdo de uma IFAM Arquimediana sera aplicada

para obter o padrdo recordado pela IFAM de Lukasiewicz do exemplo 1. Para tanto, considere X =[x e ¥ = ¥
fornecidos em (10) e o padréo de entrada * dado em (12).

£ .
Primeiramente, devem ser calculados os coeficientes %7 € [0+1/al para 3 =1,2,8 ¢ £=1,2 Aplicando a equacio
(16), ou (20), obtem-se: Of = 1.34986 o} = 0.81873 a3 = 1.10517 of = 0.81873 of = 0.74082 o = 1.64872

TL

£ .
O préximo passo consiste em calcular os padrbes (aj,yf) para 4 = 1,2,3 ¢ £=1,2 yyravés de (15) ou (18). As

2 A translacdo vertical é dada por . Na equacdo (18), a constante é .

3 A restricdo de no hipercubo ¢ dada pelos cortes (thresholds) em nivel e, i.e.,.
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equacdes (21) e (22) abaixo apresentam os padrdes fﬂ(ﬂ%vyl) e f},(ag,y’) como exemplo:
1) Tr(el,y')=[05 05 08 10 107,
22) Tu(e?,y?)=[07 06 02 00 01]".
Note que @ <1< @i jogo Trled,¥") > ¥* enquanto que Telod:¥*) <y*

Tl 1y AT .
Defina agora vetores Ui = TL(a-f’y A T"(a?""'z) para 4 = 1,2,3 Nesse exemplo tem-se

(23) w=[05 05 02 00 01]7,
24) w=[00 0.0 01 00 00]",
(25) uy=[03 0.3 0.6 06 038]".

Observe que @ representa o termo entre os parénteses centrais da equacdo (14).

Finalmente, o padréo recordado pela IFAM é o maximo entre # e os vetores @ A %3 para =123 Em outras
palavras, o padrio recordado ¥ = (W A1) V (uz Az2) V (s A 23) V @ atisfaz:

0.5] [00] [o3] [02] [o5

05( [oo] Jo3] [o2 o5

y=[02[v |oa]| v |06] v [04| = |06

oo [oo| Jo6] (o1 |os

(26) orf |oo] J|o7] [03] o7

Como era de se esperar, o resultado em (26) coincide com o padréo apresentado em (13).

5. Concluséao

A principal contribuicdo desse artigo encontra-se no teorema 1 que caracteriza completamente a fase de recordacéo das IFAMs
Arquimedianas. Resumidamente, o padrdo recordado por uma IFAM Arquimediana representa combinagdes de maximos e
minimos de transformacgdes das memorias fundamentais. As transformacdes aplicadas podem ser interpretadas como operagdes
que estendem a t-norma Arquimediana. Espera-se que o teorema 1 apresentado nesse artigo contribua diretamente para o
desenvolvimento de novas aplicacBes das IFAMs.

6. Apéndice - Demonstracao do Teorema 1

Primeiramente, a matriz dos pesos sinépticos W €[0,1]™*" tomecida pelo armazenamento nebuloso R-implicativo é tal que
Wij satisfaz as seguintes igualdades para todo # = 1s--+s™M ¢ F=1,...,n:

1] i x
Wi = 1 z€!y§ = ! (lLyf) /\1) =f1! (Lﬂf)) Al
on i !\=1 1(z5, 1) {/=\1 7 JE/=\1 )

Estas igualdades foram deduzidas usando a definicdo de W e o fato de f ser um isomorfismo de ordem. Conseqlientemente,

—1 o . . -1 . N L
J™" também & um isomorfismo de ordem e ambas § e 7 sdo fungbes que comutam com as operacdes de maximo e
minimo.

Defina 2= W ¢ X_Usando a definicio do produto max-T', a proposicdo 1 e o fato de f e 17 serem isomorfismos
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de ordem, pode-se mostrar que as seguintes igualdades valem para todo i=1,...,m

=\ Tytwina) =/ £([flw)fta)] va) = 772 ({ ([ f\ }'E”g ] 1) f(wj)} Va)

-8 ({{ALCE) ) o)) - (ALCE) )}
-0 (AL ) sl ) - 1 (A {07 e}
-V (i) o] ve) = YA ((r07E) vo| o)

-V A (o)) veprre) = LA (007 ] <) =]

5 -
Finalmente, defina % e Z¥ através das equacdes (16) e (15), respectivamente, e observe que o padrdo recordado pela
IFAM Arquimediana é simplesmente ¥ =2 A
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