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Resumo – Neste artigo é proposto um algoritmo para identificação neural de sistemas contínuos não-lineares incertos com 
parâmetros variantes no tempo e sujeitos a distúrbios. Prova-se, via argumentos usuais de Lyapunov e uma técnica de limitação 
adaptativa (adaptive bounding technique), que o erro de predição converge para zero, inclusive na presença de erros de 
aproximação e distúrbios, enquanto os outros erros associados permanecem limitados. Simulações são apresentadas para 
ilustrar a aplicação e desempenho do algoritmo proposto. 
 
Abstract – In this paper an algorithm to identify uncertain continuous nonlinear systems in the presence of time-varying 
parameters and non-vanishing disturbances is proposed. Using standard Lyapunov procedures and an adaptive bounding 
technique the prediction error convergence to zero is proved, even when approximation error and disturbances are present, 
while guaranteeing uniform ultimate boundedness of all others associate estimation errors. A simulation study to illustrate the 
application and performance of the proposed algorithm is provided. 
 
Palavras Chaves – Identificação, sistemas não-lineares, redes neurais artificiais, métodos de Lyapunov. 
 
1 Introdução 
A identificação e modelagem de sistemas como metodologia de análise científica data de Galileo (1564-1642), que também é 
considerado fundador da Dinâmica. A partir daí a identificação e modelagem de sistemas têm seguido diferentes caminhos 
com igual força na matemática, estatística, ciência da computação, controle de sistemas dinâmicos e processamento de sinais 
entre outras [1]. Entretanto, a identificação de sistemas não-lineares está longe, em geral, de ser um problema bem resolvido: 
representa um problema conjunto de determinação de estrutura e estimação de parâmetros [2], onde a presença de incertezas é 
inevitável. Isto porque é impossível se obter modelos para identificação conhecidos perfeitamente, devido às simplificações 
necessárias para a modelagem matemática, falhas intempestivas,  mudanças nas condições de operação, envelhecimento dos 
equipamentos e assim por diante. 
 

Uma abordagem relativamente recente e promissora para tratar o problema de identificação de sistemas dinâmicos 
não-lineares baseia-se no emprego de redes neurais artificiais (RNAs). As principais características que fundamentam o 
emprego de RNAs em identificação são: 1) RNAs têm estrutura conhecida, 2) RNAs podem aproximar mapeamentos entrada-
saída complexos via aprendizagem, sempre que satisfeitas as hipóteses de aproximação universal e regularidade [3], 3) RNAs 
são adequadas ao processamento paralelo e exibem tolerância a falhas. Portanto, mediante o emprego de RNAs o problema de 
determinação de estrutura é simplificado, sendo o projeto do preditor resumido principalmente ao projeto de leis de adaptação, 
o que pode ser feito com base na análise de estabilidade. Como exemplos podem ser citados [3]-[11], onde foi considerada a 
identificação de varias classes de sistemas incertos com parâmetros constantes e desconhecidos, sendo os pesos dos modelos 
neurais empregados ajustados com leis de adaptação projetadas com base na análise de estabilidade [3]-[8] e passividade [9]-
[11]. Em todos estes trabalhos, contudo, unicamente foi provado que os erros de predição residuais são limitados e, em geral, 
de magnitude proporcional a limitantes superiores dos erros de aproximação e distúrbios. 
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Em particular, em [3], [4] e [8] foram utilizadas RNAs parametrizáveis linearmente para modelar o sistema incerto e, 
com base nesta parametrização e argumentos usuais de Lyapunov, projetar algoritmos de adaptação para os pesos que 
asseguraram a limitação dos sinais de erro. Por exemplo em [3], RNAs de base radial e o método direto de Lyapunov foram 
empregados para garantir a convergência do erro de estado para uma vizinhança da origem. Já em [4] e [8] foram utilizadas 
RNAs de alta ordem para melhorar o desempenho da identificação, pois as redes de alta ordem apresentam uma capacidade de 
aproximação superior àquela de base radial, como reportado em [5]. A principal contribuição de [8] foi a proposição de 
algoritmos de aprendizado genéricos para RNAs de alta ordem, que incluíram como casos particulares alguns outros 
algoritmos da literatura, como por exemplo aqueles em [3] e [4]. Mais recentemente em [9] e [11] foram propostos algoritmos 
com base em argumentos de passividade e baseados em RNAs parametrizáveis linearmente. Nesses trabalhos foi mostrado que 
modificações robustas do algoritmo do gradiente não são necessárias para assegurar a convergência do erro de estimação do 
estado para uma vizinhança da origem na presença de erros limitados de modelagem. Contudo, a principal carência destes 
trabalhos, como também em [3], [4] e [8], reside na impossibilidade de assegurar que o erro de predição converge para zero na 
presença de erros de aproximação e distúrbios limitados. Adicionalmente os algoritmos nesses trabalhos são conservadores, 
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pois não é considerado no projeto dos mesmos a possível presença de parâmetros variantes no tempo. Algoritmos baseados em 
RNAs parametrizáveis não-linearmente, como [5]-[7] e [10]-[11] também padecem das limitações supracitadas.  
 

A não garantia de convergência do erro de predição na presença de distúrbios não é um problema peculiar da 
identificação neural, já que inclusive na estimação paramétrica on-line de sistemas lineares não existem leis de adaptação 
robustas que permitam assegurar a convergência do erro residual de predição para zero na presença de erros de modelagem e 
distúrbios. Vide [12] para maiores detalhes.  
 

Como já mencionado, a principal deficiência de [3]-[11] consiste na não garantia da convergência do erro de predição 
na presença de erros de aproximação e distúrbios. Neste sentido, em [13]-[14] foram propostos, recentemente, algoritmos 
baseados em RNAs parametrizáveis linearmente que asseguraram, ao contrário de [3]-[11], a convergência assintótica do erro 
de predição para zero, inclusive na presença de erros de aproximação e distúrbios. Nestes trabalhos a convergência assintótica 
foi alcançada introduzindo modelos para identificação neural convenientes e leis de adaptação robustas baseadas em leakage 
gains [12] dinâmicos. Contudo, em [13]-[14] foram impostas condições que restringem a aplicação e não foi considerada a 
presença de parâmetros variantes no tempo, o qual constitui a principal motivação do presente trabalho. 
 

Mais precisamente, neste artigo é proposto um algoritmo baseado em RNAs para identificação de uma classe genérica 
de sistemas não-lineares nos quais os parâmetros e distúrbios são limitados, desconhecidos e variantes no tempo. Para tanto, 
foram projetados, com base na análise de estabilidade e usando uma técnica de limitação adaptativa [15], um modelo para 
identificação e leis de adaptação robustas para seus pesos para garantir a convergência do erro de predição para zero, e 
limitação dos outros erros de estimação associados. O algoritmo proposto estende os resultados prévios em [3]-[11], uma vez 
que é assegurada a convergência do erro de predição na presença de distúrbios, e os em [13]-[14], já que possibilita a 
aplicação, ao contrário de [13]-[14], a sistemas com parâmetros variantes no tempo, sempre que algumas condições sobre os 
parâmetros de projeto sejam satisfeitas. Convém ressaltar que, mesmo no caso de parâmetros constantes, o algoritmo proposto 
assume hipóteses de aplicação menos restritivas que aquelas em [13]-[14]. 
 

A contribuição deste trabalho é dupla: por um lado propõe-se uma metodologia para identificação de sistemas incertos 
genéricos que assegura a convergência assintótica do erro de predição, apesar da presença de parâmetros variantes no tempo, 
erros de aproximação e distúrbios. Por outro lado, propõe-se também uma metodologia para identificação que assegura a 
convergência exponencial do erro de predição para uma bola em torno da origem, cujo raio pode ser previamente especificado 
pelo usuário, uma vez que o algoritmo proposto, com mínimas alterações, também pode ser utilizado para este propósito. 
Portanto, o presente trabalho estende o estado da arte em identificação baseada em RNAs e, em particular, em identificação de 
sistemas lineares, já que a metodologia proposta pode também ser usada sem RNAs em uma forma similar a [12] no contexto 
de estimação paramétrica on-line. 
 

O restante do trabalho é organizado conforme a seguir: na seção 2 são apresentadas as classes de RNAs utilizadas na 
parametrização das não-linearidades desconhecidas. Na seção 3 o problema de identificação é formulado. Já na seção 4 o 
modelo para identificação e os erros associados são apresentados. Na seção 5 é apresentado o principal resultado do artigo, a 
prova de estabilidade assintótica do erro de predição. Um exemplo de simulação é discutido na seção 6. Finalmente, na seção 
7, as principais contribuições do trabalho são resumidas. 
 
2 Redes neurais artificiais parametrizáveis linearmente 
As redes neurais parametrizáveis linearmente (RNAPLs) podem ser expressas matematicamente como 
 

 ( ) ( )ζπζρ W,Wnn =                                                                                (1) 
 

onde ,  e  é um vetor de funções básicas que pode ser considerado como uma função 

vetorial não-linear, cujos argumentos são pré-processados por uma função escalar 

ρLnW ×ℜ∈ ζζ Lℜ∈ ρζπ LL: ℜℜ a

( )⋅s , e ,  são inteiros estritamente 

positivos. As funções escalares  usualmente utilizadas incluem sigmoide, tanh, gaussiana,  Hardy’s, inverse Hardy’s 

multiquadratic, etc  [16]. Entretanto, neste artigo estamos interessados somente na classe de RNAPLs nas quais 

ρL,n ζL
( )⋅s

( )⋅s  é 
limitado, uma vez que neste caso tem-se,  

 
( ) 0πζπ ≤                                                                                           (2) 

 
sendo 0π  uma constante estritamente positiva. 
 

A classe de RNAPLs consideradas neste trabalho inclui HONNs [4], RBFNNs [17], wavelet networks [18], e também 
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outros aproximadores parametrizáveis linearmente como  Takagi-Sugeno fuzzy systems [19], os quais satisfazem a propriedade 
de aproximação universal e regularidade [3]: 

 
(P1) Para quaisquer constante 00 >ε  e função [ ]ΩCf ∈  existe uma matriz , onde  é uma matriz “ótima” e 

 é suficientemente grande, tal que, 

WW =∗ ∗W

ρL
 

 ( ) ( ) 0εζπζΩζ ≤− ∗
∈ Wfsup                                                                         (3) 

 
onde [ ]ΩC  denota o espaço de funções contínuas definidas em um domínio compacto , nℜ⊂Ω ⋅  denota o valor absoluto 

se o argumento é um escalar. Se o argumento é uma função vetorial em  então nℜ ⋅  denota qualquer norma em . nℜ
 
(P2) A saída da RNA é continua com respeito aos seus argumentos e satisfaz a condição de Lipschitz localmente para todo 
( W, )ζ  finito. 
 
3 Formulação do problema 
Considere a classe de sistemas não-lineares genéricos representados por 
 

( )t,,u,xFx ρ=&                                                                                 (4) 
 

onde  é o vetor de estados de dimensão n, Xx∈ Uu∈  é um vetor de entradas admissíveis de dimensão m, V∈ρ  é um 

vetor de parâmetros (variante no tempo e incerto) de dimensão p, [ ) nVUXF ℜ∞××× a,0:  é um mapeamento contínuo 
desconhecido. Com a finalidade de ter o problema bem colocado, assuma que  são conjuntos compactos e F  é 

Lipschitz localmente com respeito a 

VUX ,,
x  em [ )∞××× ,0VUX , tal que (4) tem uma única solução passando por ( )0x . 

 
Assuma-se que o seguinte pode ser estabelecido 
 

Hipótese 1: Na região [ )∞××× ,VUX 0  
 

( ) 0ht,,u,xh ≤ρ                                                                                (5) 
 

onde  
 

( ) ( ) ( ) ( ) (∑
=

−−=
p

i
ii tu,xgu,xft,,u,xFt,,u,xh

1
ρρρ )

T
p tttt ρρρρ L21= 1C∈ρ

                                              (6) 

 
  e  são mapeamentos desconhecidos, 

 é tal que , isto é, 

nUXf ℜ× a: p..,,,i,UXg n
i 21: =∀ℜ× a

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ρ  possui primeira derivada temporal continua, ⋅  é a 

norma Euclideana e  é uma constante positiva. 0h
 
Hipótese 2: Os parâmetros ( )tiρ  têm sinal constante conhecido e ( ) 02 ≤dttd iρ  p..,,,i 21=∀ .  
 

Portanto, excetuando-se pelas hipóteses 1 e 2, diz-se que ( )tvuxF ,,,  é um mapeamento desconhecido. 
 
Comentário 1: A hipótese 1, a qual impõe um limitante superior sobre a norma dos distúrbios, é completamente usual em 
identificação. A hipótese 2 impõe que a “energia’ de ρ  seja constante ou continuamente dissipada, o qual implica  
 

( ) 0βρ ≤t                                                                                 (7) 
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para alguma constante positiva 0β . 
 

Objetiva-se projetar um preditor on-line para (4), baseado em RNAPLs, o qual assegure a convergência assintótica do 
erro residual de predição, apesar da presença de erros de aproximação e distúrbios limitados. 
 

Convém ressaltar que a identificação de sistemas dinâmicos usando RNAs é relevante não somente para predizer o 
comportamento de sistemas incertos, mas também porque fornece uma parametrização que pode ser usada no projeto de 
sistemas de controle, pois em geral, não é possível se projetar um controlador de alto desempenho sem que se tenha alguma 
informação prévia sobre a dinâmica do sistema. Este requisito aparentemente trivial pode não estar satisfeito em uma ampla 
classe de problemas de interesse pratico, e é nestes casos que também é importante a identificação baseada em RNAs. 
 
4 Modelo para identificação e equação do erro de predição do estado 
Nesta seção é proposto o modelo para identificação e, com base no mesmo, é obtida a equação do erro de predição associado 
com o problema. 
 

Com base em (3), usando-se RNAPLs, os mapeamentos ( )u,xf  e ( )u,xgi  podem ser substituídos por 

 e  mais os erros de aproximação ( )u,xW ff π
∗ ( u,xW gigiπ

∗ ) ( )u,xfε  e ( )u,xgiε . Mais exatamente, (4) pode ser escrita 
como 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( t,,u,xhu,xu,xu,xWu,xWx
p

i
igif

p

i
igigiff ρρεερππ ++++= ∑∑

==

∗∗

11

& )                         (8) 

 
onde  e  são matrizes “ótimas”, requeridas somente para propósitos analíticos, que pode ser 
definidas como 

fnxL
fW ℜ∈∗ ginxL

giW ℜ∈∗

 

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
∈
∈∈

∗ u,xŴu,xfsupminarg:W ff

Uu
,XxŴ

f
ff

π
Γ

,  ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
∈
∈∈

∗ u,xŴu,xgsupminarg:W gigii

Uu
,XxŴ

gi
gigi

π
Γ

           (9) 

 

com { }
fŴFfff ŴŴ αΓ ≤= , { }

giŴFgigigi ŴŴ αΓ ≤= , 
F
⋅  é a norma de Frobenius, 

fŴα  e 
giŴα  são constantes 

estritamente positivas, as quais dependem das leis de ajuste dos pesos, fŴ  e giŴ  são estimações de  e , 

respectivamente. Os erros de aproximação 

∗
fW ∗

giW

( )u,xfε  e ( )u,xgiε , correspondentes a  e , podem ser definidos como  ∗
fW ∗

giW
 

( ) ( ) ( )u,xWu,xf:u,x fff πε ∗−= ,    ( ) ( ) ( u,xWu,xg:u,x gigiigi πε ∗−= )                              (10) 
 

Uma vez que X, U  são conjuntos compactos e usando-se (2), na região UX ×  tem-se 
 

( ) 0ff u,x εε ≤ ,   ( ) 0gigi u,x εε ≤                                                                 (11) 

 
onde 0fε  e 0giε  são constantes positivas. 
 
 Comentário 2: É importante ressaltar que  e ∗

fW ( )u,xfε  (  e ∗
giW ( )u,xgiε ) podem não ser únicos. Entretanto, 

( )u,xfε  ( ( )u,xgiε )  é único por (9).  

 
A estrutura (8) sugere um modelo para identificação da forma 
 

( ) ( ) ( t,ˆ,x~lx~Lˆu,Ŵu,Ŵx̂
p

i
igigiff ψρξπξπ −−+= ∑

=1

& )                                                 (12) 

 
87



Learning and Nonlinear Models - Revista da Sociedade Brasileira de Redes Neurais (SBRN), Vol. 3, No. 2, pp. 84-97, 2005 
©Sociedade Brasileira de Redes Neurais 

 
 

onde  é o estado estimado, x̂ x̂oux=ξ , ρ̂  é o vetor de parâmetros estimado, xx̂x~ −=  é o erro de predição,  
é uma matriz positiva definida de ganho de realimentação introduzida para atenuar os efeitos de incertezas e condição inicial 

 não nulas, 

nnL ×ℜ∈

( )0x ψ̂  e l são, respectivamente, uma função escalar e vetorial, as quais serão definidas apropriadamente na 
próxima seção (vide (18) e (22)). Mostrar-se-á na próxima seção que o modelo para identificação (12), com mecanismos de 
adaptação adequadamente projetados para fŴ , giŴ , ρ̂ , ψ̂  e l , assegura a convergência do erro residual de predição para 
zero inclusive na presença de erros de aproximação e distúrbios. 
 
Comentário 3: Embora o modelo (12) seja relevante do ponto de vista de identificação, pois possibilita a obtenção de 
modelos de erro, há uma deficiência no que se refere à predição, devido a que (12) pode unicamente trabalhar on-line e os 
pesos podem não convergir para os “ótimos”.  Entretanto, esta deficiência não é peculiar, exclusivamente, ao modelo proposto, 
senão à maioria de modelos baseados em RNAs [5]. A disponibilidade do estado, portanto, não reduz a importância do método, 
uma vez que sem (12) não seria possível obter modelos de erro, que são usados na prova de estabilidade e convergência. 
Procedimento similar pode se encontrado, por exemplo, em [12], no contexto do problema de estimação on-line. 
Com base em (8) e (12), obtém-se a equação do erro de predição 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( t,ˆ,x~lt,,u,x,~u,Wˆu,W~u,W~x~Lx~
p

i
igigi

p

i
igigiff ψρξωρξπρξπξπ −++++−= ∑∑

=

∗

= 11

& )              (13) 

 
onde ∗−= fff WŴW~ , ∗−= gigigi WŴW~ , iii ˆ~ ρρρ −=    e 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( t,,u,xhu,xu,xu,xu,Wu,xu,Wt,,u,x,
p

i
igif

p

i
igigigifff ρρεερπξππξπρξω −−−−+−= ∑∑

==

∗∗

11

)
 

Com base em (5), (7), (11) e (P2), o termo de distúrbio ω  pode ser limitado por 
 

( ) x~t,,u,x, 10 ωωρξω +≤                                                            (14) 
 

onde , 0
1

0000 h
p

i
gif ++= ∑

=

εβεω ∑
=

∗∗ +=
p

i
gFgiFff i

WW
1

01 γβγω , fγ  e giγ  são constantes de Lipschitz maiores ou 

iguais a zero. 
 
Comentário 4: Convém ressaltar que 01 =ω  se x=ξ , e 00 =ω  na ausência de erros de aproximação e distúrbios. 
Entretanto, em geral, as mesmas são desconhecidas a priori, uma vez que dependem de limitantes para os erros de 
aproximação, pesos nominais e distúrbios, os quais são desconhecidos. Contudo, mesmo sendo desconhecidas, sempre é 
possível selecionar 00 ωω >  e 11 ωω > , possivelmente grandes, tal que (14) é satisfeita. Neste trabalho assume-se que tais 
limitantes são conhecidos a priori. 
 
5 Leis de adaptação para os pesos e análise de estabilidade 
Nesta seção, objetivando-se assegurar a convergência do erro de predição, são projetadas as leis de adaptação para os pesos e 
função de realimentação l em (12). Em trabalhos prévios, vide [3]-[11] para maiores detalhes, as leis de adaptação são 
projetadas com base em argumentos usuais de Lyapunov para assegurar limitação dos erros de estimação e estabilidade prática 
do erro de predição na presença de distúrbios, isto é, convergência do erro de predição para uma bola em torno da origem. Em 
[13] foram introduzidos uma função de realimentação e leis de adaptação baseadas em leakage gain  dinâmicos para assegurar, 
adicionalmente, a convergência assintótica do erro residual de predição para zero. Neste trabalho empregam-se argumentos 
usuais de Lyapunov, como em [3]-[11], e uma técnica de limitação adaptativa [15], para assegurar estabilidade assintótica, 
similarmente a [14], porém relaxando importantes hipóteses de aplicação necessárias em [13] e [14]: parâmetros constantes e 
conhecimento prévio de uma região para os pesos “ótimos”. Basicamente, a técnica de limitação adaptativa consiste em 
projetar uma função limitadora que domine termos positivos em V , a derivada em relação ao tempo de uma candidata a 
função de Lyapunov V ,  para fazer V  negativa semi-definida em todo o espaço dos erros.  

&

&

 
Inicialmente, objetivando-se provar que os erros estimação são ultimately bounded [12], considere o vetor composto 

de erros 
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( ) ( ) ( )[ ]TTT
p

TT
f

T ~~W~vecW~vecW~vecx~~ ρψχ L1=                                            (15) 
 

e a maior bola na região de operação 
 

{ }R~~BR ≤= χχ                                                                              (16) 
 

tal que RB~∈∀χ  tem-se , onde ( ) UXu,x ×∈ ∗−= ψψψ ˆ~ , ∗ψ  e R são constantes estritamente positivas. Então, a 
seguinte hipótese é necessária 
 
Hipótese 3: Assuma que 
 

00 γγ ≥>
m

M

T
TR                                                                               (17) 

 
onde  
 

( )[ ]p..,,,i,,,,,PmaxT gifmaxM 212
2
1 1111 == −−−−

ρψ ααααλ , ( )[ ]p..,,,i,,,,,PminT gifminm 212
2
1 1111 == −−−−

ρψ ααααλ , 

( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

−−
= p..,,,i,

c
,,

c
,

c
,max

minmingiminf

21
22122224 2

30

1

0

1

0

1

0

1

01

2
1

0
αψ

ψ
ψ
ψ

ψ
ψ

ψ
ψ

ψα
ψγ

ρ

, 

,0>ℜ∈ ×nnP ( )Γλmin  ( ( )Γλmax ) é o menor (maior) autovalor de uma matriz quadrada , Γ 10 ψψαααα ρψ ,,,,, gif  

são constantes estritamente positivas, ( )Qminλα =1 , ,  PLPLQ T +=
2
1

1

22
3 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=

∗
p

i
FgigiF

WK γα , PPK T += , 

( )fminminf Cc λ= , ( )n..,,,j,cdiagC fjf 21== , ( )giminmingi Cc λ= , ( )n..,,,j,cdiagC gijgi 21== , 

,0>gijc ( )ρρ λ Cc minmin = , ( )p..,,,i,cdiagC i 21== ρρ  e  são constantes escolhidas com base em (25). icρ

 
O resultado principal do trabalho é apresentado na seqüência. 

 
Teorema 1: Considere a classe de sistemas não-lineares genéricos descritos por (4), satisfazendo as hipóteses 1-3, o 
modelo para identificação (12) com  
 

( ) ( ) x~x~l
tzx~

ˆlt,ˆ,x~l ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
= 1

0ψψ                                                                     (18) 

 
( ) ( )tzexpztz 10 −=                                                                                (19) 

 
e as leis adaptativas, 
 

( ) ( )[ ]u,x~KWŴx~CŴ T
ffffff ξπα +−−= 02&                                                       (20) 

 

( ) ( )[ p..,,,i,ˆu,x~KWŴx~CŴ i
T
gigigigigigi 212 0 =+−−= ρξπα& ]                                     (21) 

 
( )x~ˆx~ˆ 102 ψψψαψ ψ −−=& ,    ( ) 00 >ψ̂                                                          (22) 
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iii ˆx~cˆ ραρ ρρ2−=& ,   ( ) ( )
( )⎩

⎨
⎧

=<
−=>
10

10
0

i

i
i signse

signse
ˆ

ρ
ρ

ρ                                               (23) 

 
Se ( ) m

~ Ωχ ∈0  e 
 

001 2 ψαψ ≥                                                                                (24)  
 

221 2
3αρ +>minc                                                                           (25)  

 
Então,  
 
(i) ( )t~χ  é  ultimately bounded. 

(ii) ( ) 0~lim =∞→ txt . 
 
Onde ( )Kl minλψ10 2= , ( )Kl minλ11 = ,  e  são constantes estritamente positivas, , , 0z 1z fLn

fW ×ℜ∈0
giLn

giW ×ℜ∈0

{ }mm VV~ ≤= χΩ , mR~m TRVminV 2== =χ , V é definido a seguir em (26), 

( ) ∑∑
==

∗∗ ++−+−++=
p

i
gi

p

i
FgigimaxgiFffmaxfFF

cWWcWWcKK
1

2
0

2
2

1

2

0

2

0
2

100 22 βαωωα , 

( )fmaxmaxf Cc λ= , ( )gimaxmaxgi Cc λ= ,  
2
1

1

22
02 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=

∗
p

i
FgigiF

WK πα  e ( ) ( )( )tu,txsup gitgi ππ 00 ≥= . 

 
Prova:  
Considere a seguinte candidata a função de Lyapunov 
 

( ) ( ) ∑∑
=

−−

=

−− ++++=
p

i
ii

p

i
gigi

T
giff

T
f

T ~~~~W~W~trW~W~trx~Px~V
1

11

1

11 2222 ραρψαψαα ρψ                        (26) 

 
onde  é o operador traço. ( )⋅tr
 

Derivando-se (26) em relação ao tempo, obtém-se 
 

( ) ( ) ∑∑
=

−−

=

−− +++++=
p

i
ii

p

i
gigi

T
giff

T
f

TT ~~~~W~W~trW~W~trx~Px~x~Px~V
1

11

1

11 ραρψαψαα ρψ
&&&&&&&                           (27) 

 
 

Substituindo-se (13) e (20)-(23) em (27), advém 

 
90



Learning and Nonlinear Models - Revista da Sociedade Brasileira de Redes Neurais (SBRN), Vol. 3, No. 2, pp. 84-97, 2005 
©Sociedade Brasileira de Redes Neurais 

 
( )

( ) ( )

( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]

∑∑

∑∑

∑∑

=

−

=

==

=

∗

=

−−

+−

−−−

−−−

−+

++

+−=

p

i
ii

p

i
iii

p

i
i

T
gi

T
gi

p

i
gigigi

T
gi

T
f

T
ffff

T
f

TT

p

i
igigi

T
p

i
igigi

T

ff
TT

~ˆ~cx~

x~~ˆ~x~

ˆu,x~KW~WŴCW~trx~

u,x~KW~trWŴCW~trx~
lKx~Kx~

~u,WKx~ˆu,W~Kx~

u,W~Kx~x~Qx~V

1

1

1

10

11
0

0

11

2

2

2

2

ραρρρ

ψψψψψ

ρξπ

ξπ

ω

ρξπρξπ

ξπ

ρρ &

&

                                            (28) 

 

onde o último termo no lado direito de (28), isto é,  é menor ou igual a zero, já que  

devido à hipótese 2 e (23), e  pela hipótese 2. 

∑
=

−−
p

i
ii

~
1

1ραρ ρ & 0
1

1 ≤−∑
=

−
p

i
iiˆ ραρ ρ &

0
1

1 ≤∑
=

−
p

i
ii ραρ ρ &

 
Uma vez que usando uma propriedade simples do traço resulta,  
 

( )[ ] ( )u,W~Kx~u,x~KW~tr ff
TT

f
T
f ξπξπ =                                                           (29) 

 

( )[ ] ( )∑∑
==

=
p

i
igigi

T
p

i
i

T
gi

T
gi ˆu,W~Kx~ˆu,x~KW~

11

ρξπρξπ                                                   (30) 

 
substituindo-se (29) e (30) em (28), decorre 
 

( )

( )[ ] ([ )]

∑

∑

∑

=

=

=

∗

−+−

−−−−

−++−≤

p

i
iii

p

i
gigigi

T
gifff

T
f

TT
p

i
igigi

TT

ˆ~cx~x~~ˆ~x~

WŴCW~trx~WŴCW~trx~

lKx~Kx~~u,WKx~x~Qx~V

1
10

1
00

1

22

22

ρρψψψψψ

ωρξπ

ρ

&

                                        (31) 

 
 

Por outro lado, vide [14] para maiores detalhes, tem-se 
 

( )[ ] 2

0

2

02
FffmaxfFfminffff

T
f WWcW~cWŴCW~tr −−≥− ∗                                             (32) 

 

( )[ ] ∑∑
=

∗

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−≥−

p

i
FgigimaxgiFgimingi

p

i
gigigi

T
gi WWcW~cWŴCW~tr

1

2

0

2

1
02                                    (33)  

 
222 ˆ~ˆ~2 ∗−+= ψψψψψ                                                                        (34) 

 

(∑∑
==

−+=
p

i
iiii

p

i
iii ˆ~cˆ~c

1

222

1
2 ρρρρρ ρρ )                                                           (35) 
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Adicionalmente, com base em (P2), (14) e efetuando-se simples manipulações, resulta 
 

( ) 2
32

1
x~~x~~~u,WKx~

p

i
igigi

T ραραρξπ +≤∑
=

∗                                                   (36) 

 

 
2

10 x~Kx~KKx~
FF

T ωωω +≤                                                             (37) 
 

 
Logo, com base em (32)-(37), (31) implica 
 

( )

Klx~x~ˆ~

~c~W~cW~cx~x~V

T

min

p

i
FgimingiFfminf

−+⎥⎦
⎤+−−−

⎢
⎣

⎡
−−++++−≤

∗

=
∑

32
010

2
0

22
3

2
0

1

22

1 221

ψψψψαψψ

ραψψα ρ
&

                        (38) 

 
 

Definindo-se agora 
 

0

00
2
11

2
4

ψ
ψαψψ

ψ
−+

=∗                                                                            (39) 

 
e empregando (18) em (38), segue que 
 

( )

⎥⎦
⎤+−

⎢
⎣

⎡
−−++++−≤ ∑

=

2
01

22
3

2
0

1

22

1 221

ψψψψ

ραψψα ρ

ˆˆ

~c~W~cW~cx~x~V min

p

i
FgimingiFfminf

&

                          (40) 

 
 

Completando-se o quadrado, (40) implica 
 

( )

⎥⎦
⎤−

⎢
⎣

⎡
−−++++−≤ ∑

=

0
2
1

22
3

2
0

1

22

1

4

221

ψψ

ραψψα ρ
~c~W~cW~cx~x~V min

p

i
FgimingiFfminf

&

                         (41) 

 
e considere o tempo no qual a identificação é feita, , como dois conjuntos disjuntos  e , tais que +ℜ∈t 1Ω 2Ω
 

[ ] ( ) [ ]{ }111 0 ++ ∈== iiii t,tt,tx~t,tΩ                                                                (42) 
 

12 Ω\Ω +ℜ=                                                                                  (43) 
 

 
Então, se , com base em (41), tem-se que 1Ω∈t fW~ , giW~ , ψ~  e ρ~  são limitados.  
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Se por outro lado, , quaisquer uma das condições: 2Ω∈t
01

2
1

4 ψα
ψ

>x~ , 
minf

Ff c
W~

0

1

2 ψ
ψ

> , 
mingi

Fgi c
W~

0

1

2 ψ
ψ

> , 

0

1

2ψ
ψψ >~  ou ( )2212 2

30

1

αψ
ψρ

ρ −−
>

minc
~ , tornam  fora do conjunto compacto 0<V&

{ }00
γχχγ ≤∈= ~B~B R RB∈

0γ
, onde B  por (17). Uma vez que V é positiva definida e V  é negativa definida fora da 

região , conclui-se que V é limitada por um 

&

0γ
B V  constante e conseqüentemente x~ , fW~ , giW~ , ψ~  e ρ~  são limitados. Em 

outras palavras, o fato de que  é limitada implica que unicamente poderá ocorrer  para 
0γ

B 0≥V& x~ , fW~ , giW~ , ψ~  e ρ~  

finitos e dentro da região , pois em 
0γ

B CB
0γ

  temos  e V  tem que parar de crescer para valores finitos de 0<V& x~ , fW~ , giW~ , 

ψ~  e ρ~ , implicando que x~ , fW~ , giW~ , ψ~  e ρ~  são limitados. Objetivando-se provar agora que o erro estendido χ~  é 

ultimately bounded, escreva (26) como χχ ~T~V T= , sendo T uma matriz diagonal, cujos máximo e mínimo autovalores  

e  são fornecidos pela hipótese 3, e defina o máximo e mínimo valores de V sobre os contornos de  e , 

respectivamente, como 

MT

mT 0γB RB

M~M TVmaxV 2
00
γγχ == =  e mR~m TRVminV 2== =χ . Defina também os conjuntos 

{ }MM VV~ ≤= χΩ  e  { mm VV~ ≤= χΩ }. Então, uma vez que mM ΩΩ ⊂ , conclui-se que χ~ , e portanto, x~ , fW~ , 

giW~ , ψ~  e ρ~  são ultimately bounded. 
 

Com a finalidade de provar a convergência assintótica do erro de predição, considere os conjuntos disjuntos xΩ  e 

, onde C
xΩ

 
( ){ }tzexpzx~x~x 10 −≤=Ω                                                                (44) 

 
Se  C

xx~ Ω∈  (ou equivalentemente ( )tzexpzx~ 10 −> ), tem-se 
 

x~ˆx~Klx~T ψψ 1
3 +>                                                                      (45) 

 

pois ( ) x~ˆ
tzexpzx~

x~ˆ
ψψ

ψψ
1

10

2
12

>
−+

. Então o erro de predição converge para zero. De fato, usando-se (45), (38) implica 

 

( )

⎥⎦
⎤+−−−

⎢
⎣

⎡
−−++++−<

∗

=
∑

ψψψψαψψ

ραψψα ρ

ˆ~

~c~W~cW~cx~x~V min

p

i
FgimingiFfminf

110
2

0

2
3

2
0

1

22

1 12&

                      (46) 

 
que, usando-se (39), resulta 
 

2
1 x~V α−<&                                                                              (47) 

 
 

Adicionalmente note que, de (26) e (47), V é limitada inferiormente e não crescente com o tempo. Então, com base em 
(47), obtém-se 

 

( ) ( )( ) ∞<−= ∞

∞

→∞ ∫ 1
0

2 0 αττ VVdx~limt                                                     (48) 
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onde . Note ainda que ( ) ∞<= ∞∞→ VtVtlim 2~x  é uniformemente contínua, uma vez que x~ , fW~ , giW~ , ψ~ , ρ~  e l  são 

limitados e, com base em (13), segue que x&~  é também limitado. Portanto, aplicando o lema de Barbalat [12], conclui-se que 
 

( ) C
xt x~,tx~lim Ω∈∀=→∞ 0                                                              (49)  

 
Se xx~ Ω∈ , obviamente 
 

      ( ) xt x~,tx~lim Ω∈∀=∞→ 0                                                              (50) 
 

Conseqüentemente, com base em (49) e (50), segue-se que ( ) 0~lim =∞→ txt . 
□ 

Comentário 5: Note que as condições (24) e (25) não podem ser verificadas a priori, uma vez que em (24) e (25) são 
desconhecidos os pesos “ótimos” e limitantes para os erros de aproximação e distúrbios. Contudo, esta deficiência não é 
peculiar exclusivamente ao esquema proposto, senão à maioria de algoritmos para identificação baseados em RNAs. Por 
exemplo, os trabalhos em [3]-[7] utilizam a projeção de parâmetros, switching-σ  e zona-morta, que requerem informação 
prévia sobre o sistema e erro de modelagem. Convém ressaltar que esta deficiência, vide [12] para maiores detalhes, também 
tem sido reportada no caso de estimação paramétrica on-line de sistemas lineares. 
 
Comentário 6: No caso em que  em (19), o algoritmo proposto também garante convergência exponencial do erro 

de predição para uma bola em torno da origem 

01 =z
{ }0000

>≤= z,zx~x~Bz . Mais exatamente,  se 0zx~ > , então (38) 
implica  
 

( )
V

~cz~zW~czW~zcx~V min

p

i
FgimingiFfminf

η

ραψψα ρ

2

221 22
30

2
00

1

2

0

2

0
2

1

−≤

−−+−−−−≤ ∑
=

&
                   (51) 

 
e por conseguinte ( ) ( texptx~ ηη −≤ 0 ) , onde ( ) ( )PV minλη 00 =  e 
 

( ) ( )[ ]p..,,i,cz,z,zc,zc,Pmin mingimingifminfmax 12212 2
3000001 =−−= ρρψ αααψααλαη . 

 
Comentário 7: Os resultados apresentados nesta seção, baseados em RNAPLs, podem ser modificados para usar RNAs 
com uma camada escondida (SLHNNs): usando-se  a expansão de Taylor com respeito aos pesos para representar as 
componentes de alta ordem da SLHNN [20], e empregando a metodologia desenvolvida.   
 
6 Simulações 
Nesta seção são apresentadas simulações com a finalidade de ilustrar os resultados teóricos e mostrar a aplicação do algoritmo 
proposto. Para tanto, considere o processo descrito por 
 

( ) ( ) ( )[ ( )⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
+−+++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
+

=
tsin

)texp(tcostsin
xxsinx.x

ux
x

4
0

52
0

50 2
2

3
1

2
21

2& ]

]

                        (52) 

 
onde  e u é um sinal quadrado de amplitude 1 e freqüência 0.25.  [ Tx,xx 21=
 

Note que o parâmetro em  (52) não satisfaz a hipótese 2, entretanto, o algoritmo proposto pode ser naturalmente 
aplicado neste processo, uma vez que (52) pode ser escrita como 
 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]⎥⎦
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⎢
⎣

⎡
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onde agora ( ) ( )texpt −+= 21ρ  satisfaz a hipótese 2.  
 

O modelo para identificação (12) e as leis de adaptação (18)-(23) propostas foram implementadas com 
 
( ) [ ]T,x̂ 000 = , ( ) 00 =fŴ , ( ) 001 =gŴ  ( ) 10 =ψ̂ , ( ) 10 −=ρ̂ , x̂=ξ , 5010 .zz == , I2L = , IK = , 

, , 00 =fW 010 =gW ( ) ( ) ( )[ ]Tgf us,x̂s,x̂s 211 ==ππ , ( ) ( )[ ]⋅−+=⋅ 5015 .exps , 

1==== ρψ αααα gif , ,  I.CC gif 10== 100 .=ψ , 51 =ψ  e 101 =pc . 

(54) 

 
O desempenho na estimação de (52) é apresentado nas Figuras 1 e 2. Note que as simulações confirmam os resultados 

teóricos, isto é, o algoritmo proposto é estável e o erro de predição converge assintoticamente para zero. Adicionalmente, de 
(54), não é necessário usar ganhos elevados ou estruturas complexas, como usual na literatura [3]-[11], para assegurar erros de 
predição residuais arbitrariamente pequenos. 
 
7 Conclusões 
Neste artigo foi proposta, no contexto da identificação on-line de sistemas não-lineares incertos, uma metodologia para projeto 
de leis de adaptação para os pesos de redes neurais parametrizáveis linearmente.  Para assegurar estabilidade e convergência do 
algoritmo proposto foi incorporado, similarmente a [13], um termo forçante ou de realimentação no modelo para identificação, 
o que, conjuntamente com  argumentos usuais de Lyapunov e uma técnica de limitação adaptativa, permitiu provar a 
estabilidade dos sinais de erro e convergência do erro residual de predição para zero, mesmo na presença de erros de 
aproximação e distúrbios. Com a finalidade de reduzir o conservadorismo de trabalhos prévios, como por exemplo [3]-[11] e 
[13]-[14], foi assumido para o projeto do algoritmo que os parâmetros do sistema incerto podem ser variantes no tempo. Além 
disso, foram minoradas as hipóteses de aplicação restritivas em [13]-[14]. Um exemplo de simulação que considerou a 
identificação neural de um sistema não-linear incerto com parâmetros variantes no tempo e sujeito a distúrbios foi considerado 
para mostrar a aplicação e desempenho do esquema proposto. 
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Figura 1- Desempenho na predição de . 1x
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Figura 2- Desempenho na predição de .   2x
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