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Abstract

Uma nova funç̃ao de ativaç̃ao para redes neuraiśe apresentada. Além de possuir a propriedade de ser comple-
tamente diferenciável, a exist̂encia de dois par̂ametros oferece maiores flexibilidade e potencialidade a essa função,
que ademais,́e computacionalmente mais rápida que a funç̃ao loǵıstica, a mais amplamente utilizada.

1 Introduç ão

Uma rede neuraĺe formada por um conjunto de neurônios interligados. Assim, o funcionamento de um neurônio
constitui um elemento fundamental na operação dessas redes.

Haykin (1994), por exemplo, descreve muito claramente um modelo para um neurônio, vide figura 1.

Figure 1: Modelo de um Neurônio

Dado um vetor de entradasx = (x1, x2, · · · , xp), a respostayk, sáıda de um neur̂onio geńerico k, é calculada
segundo tr̂es procedimentos básicos:

– Um conjunto de pesos associados a esse neurônio k, denominados também por sinapses,wk = (wk1, wk2, · · · , wkp),
é aplicadòas componentes de entrada;

– A seguir,é feita a agregação das componentes ponderadas pelas sinapses;
– Finalmente, esse valor agregado, transladado por um parâmetro θk, é fornecido a uma função de ativaç̃ao ϕ(·),

que produz a resposta do neurônio.
Tais procedimentos compreendem a seguinte seqüência de ćalculos:

uk =
p∑

j=1

wkj xj

vk = uk − θk

yk = ϕ(vk)
1
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As funç̃oes de ativaç̃ao ϕ(·) tipicamente fornecem a resposta dentro do intervalo [0,1], que, sem perda de
generalidade, será tomado, neste trabalho, como referencial.

Abaixo, s̃ao apresentadas as principais alternativas de funções de ativaç̃ao e suas correspondentes derivadas.
1. Funç̃ao Degrau

ϕ1(v) =
{

1, sev ≥ 0.
0, sev < 0.
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Figure 2: Funç̃ao Degrau

A sua derivadáe ϕ′1(v) = 0 para ∀ v 6= 0 e ñaoé definida emv = 0.
A descontinuidade na origem e o valor nulo da derivada nos demais pontos praticamente anulam a utilidade prática

dessa funç̃ao ϕ1(·).
2. Funç̃ao Patamar

ϕ2(v, b) =





0 , sev ≤ − b;
( v + b ) / 2b , se − b < v < b;
1 , sev > b.

sendo b = 1/(2 tanα) , onde α é oângulo de inclinaç̃ao.
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Figure 3: Funç̃ao Patamar
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A sua derivada ñaoé definida nos pontosv = −1/2 e v = 1/2, e nos demais valores assume:

ϕ′2(v, b) =





0 , parav < −b;
1/2b, para− b < v < b;
0 , parav > b.

A insensibilidade da derivada fora do intervalo(−b, b) limita consideravelmente o uso prático dessa funç̃ao de
ativaç̃ao ϕ2(·).

3. Funç̃ao Loǵıstica
A função de ativaç̃ao mais amplamente utilizadaé a funç̃ao loǵıstica.

ϕ3(v, a) =
1

1 + e−av
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Figure 4: Funç̃ao Loǵıstica - Efeito da variaç̃ao do par̂ametro a

ϕ′3(v, a) = aϕ3(v, a) (1− ϕ3(v, a))

A função tangente hiperbólica, tamb́em muito utilizada como função de ativaç̃ao, corresponde unicamente a um
deslocamento da função loǵıstica.

A função loǵıstica oferece a importante flexibilidade dada por sua inclinação na origem,ϕ′3(0, a) = a/4 , ser
variável com o par̂ametro a, conforme ilustra a figura 4.

Al ém disso, a funç̃ao loǵıstica apresenta propriedades de simetria e de completa diferenciabilidade, ou seja, per-
tenceà classe de funções C∞.

4. Funç̃ao Ativaç̃ao de Elliot (1993)

ϕ4(v) =
(

v

1+ | v | + 1
)

/2

ϕ′4(v) =
1

2 (1+ | v |)2
A função ativaç̃ao de Elliot apresenta a inclinação de sua derivada na origem invariante,ϕ′4(0) = 1/2 , indepen-

dente de qualquer tranformação de escala, fato que limita fortemente a flexibilidade dessa função e seu decorrente uso
prático.
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Figure 5: Funç̃ao de Elliot

2 Função de Ativaç̃ao Proposta

A função de ativaç̃ao proposta e sua derivada, na sua forma mais geral, assumem as seguintes expressões:

φX(v, λ, τ1, τ2) =

√
λ2

(
v +

1
4λ

)2

+ τ2
1 −

√
λ2

(
v − 1

4λ

)2

+ τ2
2 +

1
2

φ′X(v, λ, τ1, τ2) =
λ2(v + 1/4λ)√

λ2(v + 1/4λ)2 + τ2
1

− λ2(v − 1/4λ)√
λ2(v − 1/4λ)2 + τ2

2
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Figure 6: Funç̃ao Proposta

A função φX(·, λ, τ1, τ2) apresenta a desejada propriedade de possuir diferenciabilidade infinita, ou seja, pertence
à classe de funções C∞ .

A função φX(·, λ, τ1, τ2) apresenta as seguintes propriedades triviais, consentâneas as demais funções de
ativaç̃ao:

lim
v→−∞φX(v, λ, τ1, τ2) = 0

4
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lim
v→∞φX(v, λ, τ1, τ2) = 1

lim
v→−∞φ′X(v, λ, τ1, τ2) = 0

lim
v→∞φ′X(v, λ, τ1, τ2) = 0

Diversamente das funções de ativaç̃ao ortodoxas, quandoτ1 6= τ2, a funç̃ao φX(·, λ, τ1, τ2) apresenta as
diferenciadas propriedades de não oferecer simetria, bem como, de possuir uma imagem que ultrapassa o tradicional
espaço definido pelo intervalo[0, 1]. Assim, quandoτ1 > τ2, o valor da funç̃ao φX(·, λ, τ1, τ2) ultrapassa o valor
1, situaç̃ao retratada pelo gráfico da figura 6. Inversamente, quandoτ1 < τ2, o valor da funç̃ao φX(·, λ, τ1, τ2)
assume valores menores do que0.

Em sua forma mais particular, igualando os valores dos parâmetros τ1 = τ2 = τ, a funç̃ao, φX(·, λ, τ1, τ2)
4
=

ϕX(·, λ, τ) , assume uma forma mais consentânea a outras funções de ativaç̃ao, tendo imagem no intervalo[0, 1] e
oferecendo a propriedade de simetria, conforme retratado pelos gráficos das figuras 7 e 8.

ϕX(v, λ, τ) =

√
λ2

(
v +

1
4λ

)2

+ τ2 −
√

λ2

(
v − 1

4λ

)2

+ τ2 +
1
2

ϕ′X(v, λ, τ) =
λ2(v + 1/4λ)√

λ2(v + 1/4λ)2 + τ2
− λ2(v − 1/4λ)√

λ2(v − 1/4λ)2 + τ2

A função [ϕX(v, λ, τ)− 1/2] é anti-siḿetrica, ou seja:

ϕX(v, λ, τ)− 1/2 = − [ϕX(−v, λ, τ)− 1/2]

No ponto v = 0, são observados os seguintes valores para a função ϕX e sua derivada:

ϕX(0, λ, τ) = 1/2 ,

ϕ′X(0, λ, τ) =
λ

2
√

1 / 16 + τ2
,

lim
τ→0

ϕ′X(0, λ, τ) = 2λ .

Na figura 7, s̃ao mostrados gráficos para a forma siḿetrica da funç̃ao proposta correspondentes a três diferentes
valores para o parâmetro λ, mantendo-se o parâmetro τ constante. Pode-se ver um efeito similaràquele produzido
pela variaç̃ao do par̂ametro a na funç̃ao loǵıstica, conforme apresentado pela figura 4. Dessa forma, pode-se associar
o par̂ametro λ à inclinaç̃ao da funç̃ao na origem.

A função ϕX(·, λ, τ) apresenta, ademais, os seguintes comportamentos assintóticos:

lim
λ→∞

ϕX(v, λ, τ) = ϕ1(v)

lim
τ→0

ϕX(v, λ, τ) = ϕ2

(
v,

1
4λ

)

Podemos assim aproximar a função de ativaç̃ao patamar ϕ2(·, ·) por uma forma continuamente diferenciável
usando a funç̃ao ϕX(·, ·, ·), podendo essa aproximação ser t̃ao pŕoxima quanto se queira. Adicionalmente, pode-se
efetuar essa aproximação assint́otica mantendo constante uma inclinação com especificadôangulo α na origem,
v = 0, bastando para isso se fazer a reparametrização

λ = 4 λ′
√

1 / 16 + τ2

5



Learning and Nonlinear Models - Revista da Sociedade Brasileira de Redes Neurais (SBRN), Vol. 3, No. 1, pp. 1–7, 2005

c© Sociedade Brasileira de Redes Neurais

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

ν

φ(
ν)

Figure 7: Funç̃ao ϕX− Efeito da Variaç̃ao do Par̂ametro λ

sendo λ′ = 1
2 tanα. Na figura 8, s̃ao mostrados 2 gráficos da funç̃ao proposta com uma inclinação constante na

origem. Áı pode-se ver, que o parâmetro τ est́a associado com o afastamento da curvaàs duas assı́ntotas horizontais.
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Figure 8: Funç̃ao ϕX− Efeito da Variaç̃ao do Par̂ametro τ

Em termos computacionais, através do ćalculo de 100.000.000 valores aleatoriamente gerados, pode ser observado
que a funç̃ao φX(·, ·, ·, ·), é 24,8 % mais ŕapida que a funç̃ao loǵıstica. Esse resultado foi obtido através de simulaç̃ao
programada na linguagem FORTRAN, compilador COMPAQ, computador tipo IBM-PC, com 800Mhz de velocidade.

A exist̂encia de dois parâmetros, um a mais que as demais funções de ativaç̃ao, enseja a essa função uma maior
flexibilidade para representar mais adequadamente os fenômenos modelados com redes neurais.

Numa rede neural multicamadas, por exemplo, essa maior flexibilidade engendra, certamenteà funç̃ao de ativaç̃ao
ora proposta o poder de aproximar qualquer função de uma forma mais sintética, com menor ńumero de neur̂onios.

Através da manipulaç̃ao conveniente de seus parâmetros, a funç̃ao ϕX(·, λ, τ), oferece ademais a possibil-
idade de poder enfrentar mais convenientemente o desastroso fenômeno de saturação, que ñao raramente ocorre no
treinamento de redes neurais, (vide, por exemplo, Looney (1997), pag 161 ou Haykin (1994), pag 165).

Igualmente, uma manipulação adequada dos parâmetros deϕX(·, λ, τ), em tese, pode ser usada para se evitar
um indesejado ḿınimo local.

6



Learning and Nonlinear Models - Revista da Sociedade Brasileira de Redes Neurais (SBRN), Vol. 3, No. 1, pp. 1–7, 2005

c© Sociedade Brasileira de Redes Neurais

Em relaç̃aoàs quest̃oes de saturação e de ḿınimo local, acima referidas, a manipulação dos par̂ametrosτ1 e τ2

oferecèa funç̃ao assiḿetrica φX(·, λ, τ1, τ2) possibilidades adicionais para enfrentá-las.
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