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Resumo –Em diversas aplicações de separação cega de fontes, a hipótese de que o número de fontes não supera o número de
misturas não é satisfeita. Neste contexto, as mais conhecidas técnicas de Análise de Componentes Independentes emgeral não
podem ser empregadas e cabe recorrer a outros métodos - entre os quais se destaca a Análise de Componentes Esparsos (SCA,
do inglêsAnálise de Componentes Esparsos). Este tutorial almeja expor os fundamentos das principaisabordagens de Análise
de Componentes Esparsos, para o caso de misturas lineares e instantâneas, bem como apresentar algumas de suas aplicações. Ao
final, o uso de SCA foi validado numa aplicação de reconhecimento automático de instrumentos musicais.

Palavras-chave –Análise de componentes esparsos, bancos de filtros, transformadas, separação cega de sinais.

Abstract – In several applications of blind source separation, the hypothesis that the number of sources does not exceed the
number of mixtures is not satisfied. In this context, the bestknown techniques of Independent Component Analysis (ICA) in
general cannot be employed and other methods are used - amongwhich stands out the Sparse Component Analysis (SCA). This
tutorial aims to present the fundamentals of the main approaches of Sparse Component Analysis, for the instantaneous linear
case, as well as to describe some of its applications. At the end, the use of SCA is validated in an application of automatic
recognition of musical instruments.

Keywords –Sparse component analysis, filterbanks, transforms, signals blind separation.

1. INTRODUÇÃO

Desde que sensores para gravação de sinais se disseminaram, surge o problema de recuperar sinais a partir de misturas.Este
problema possui estreita relação com a habilidade humanadenominadacocktail party(festa de coquetel) a qual permite-nos
discernir, num ambiente onde coexistem diversas fontes ac´usticas, o sinal de interesse em detrimento das interferências. Embora
nosso sistema cerebral se desincumba da tarefa de forma aparentemente simples, sabe-se que a reprodução desta propriedade em
ambientes microprocessados é um desafio (o qual parecia “aparentemente impossı́vel” [1]), que ensejou intensa pesquisa. A partir
de meados da década de 90, surgem os primeiros algoritmos [2],[3],[4] relativamente bem-sucedidos em algumas configurações
de misturas instantâneas (embora na década de 80 já haja alguns métodos para contemplar esta tarefa).

O problema da separação de fontes tem seu paradigma solicitado como etapa de pré-processamento para obtenção de dados
não contaminados para análise posterior [5], também abordando interessantes problemas em estatı́sticas de mais alta ordem e
sistemas não-lineares [6]. A mineração de dados e a compreensão de bancos de dados complexos também motivam técnicas de
separação de fontes [7],[8]. Entres as inúmeras aplicac¸ões destas técnicas temos: sensoriamento remoto [9], análise de sinais
biomédicos [10], sı́smicos [11] e de comunicações digitais [12].
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A abordagem mais empregada para contemplar o problema é a Análise de Componentes Independentes (ICA) [2], bem
como extensões da ICA para configurações convolutivas [13],[14], porém a relação entre o númeroM de sensores e o número
N de fontes é um parâmetro essencial para a definição do método a empregar. QuandoM = N (configuração determinada),
a abordagem padrão de ICA pode ser utilizada. Configurações nas quais o número de misturas supera o número de fontes
(superdeterminadas) podem exigir uma etapa de pré-processamento, em geral baseado em PCA [15], antes de aplicar a ICA.Já
configurações ondeM < N (subdeterminadas ou degeneradas [16]), mais difı́ceis, devem ser divididas em dois casos: i)M = 1 e
ii) M > 1. O casoM = 1 é extremamente difı́cil; a maioria das abordagens para este caso assumem um conhecimento estatı́stico
mais detalhado das fontes [17],[18] (ou de seu espectro), sendo em geral necessário o acesso a trechos isolados das fontes
para treinamento; outras possibilidades interessantes (com resultados ainda pouco satisfatórios para sinais de áudio), residem na
fatoração não-negativa de matrizes [19],[7] ou em redesneurais de terceira geração [20].

Quando 1< M < N, empregar a ICA torna-se algo extremamente difı́cil [16], mas a diversidade espacial (oriunda do fato
da contribuição de cada fonte diferir entre os sensores, devido às distintas localizações destes) ainda pode ser utilizada. Aqui
reside a grande utilidade da SCA, a qual introduz a hipótesede esparsidade acerca das fontes, podendo ser útil mesmo quando a
hipótese de independência entre as fontes não é satisfeita [16], sendo considerada mais poderosa do que a ICA [21].

Entre os modelos de mistura, enfatizamos os lineares, não ruidosos e instantâneos, os quais podem ser estendidos parao
caso convolutivo [22]. Este tutorial tem por objetivo fornecer um panorama das técnicas de SCA, colocando o leitor a pardos
conhecimentos primordiais para o inı́cio da pesquisa na área.

2. MISTURA E SEPARAÇÃO: MODELOS E PROBLEMAS

Sejasi(n) an-ésima amostra dai-ésima fonte (sinal a recuperar, na nomenclatura da separação cega de fontes - BSS, do inglês

Blind Source Separation). TendoN fontes, podemos formar o vetors(n) das fontes, definido comos(n) =
[
s1(n) · · · sN(n)

]T
.

SejaH a matriz, denominada matriz de mistura ou decrosstalk[21], que contém os ganhos de cada percurso fonte-sensor, de
forma que o elementohi j corresponda ao ganho do caminho entre a j-ésima fonte e o i-´esimo sensor. SendoM o número de
sensores (ou de misturas), podemos formar o vetorx(n), o qual contém as misturas, de forma quex(n) = Hs(n), com a matrizH
possuindo dimensõesM × N. Este modelo é denominado de instantâneo e linear.

Tendo acesso somente às misturas, ignoramos tanto as fontes quanto a matriz de mistura. Isto significa que estamosàs cegas,
daı́ o adjetivo cega para esta configuração de separaçãode fontes. Recuperar as fontes com pouco conhecimento acerca das
mesmas, assim como da matriz de misturas, torna a BSS, cuja estrutura é vista na Figura 1, extremamente poderosa. Porém,
desta ignorância surgem alguns problemas, vistos a seguir.

Quando o número de fontes iguala o de misturas eH é não-singular, basta-nos estimar a inversaW deH. Caso o posto deH

Figura 1: Estrutura de um algoritmo de separação de fontespara os casos em que o número de fontes não supera o de sensores.

seja inferior aN, combinações lineares das misturas podem fornecer algumas fontes, mas não todas [1]. Tanto num caso como
no outro, as estimativas padecem da ambiguidade de escalamento e do problema da permutação.

Frequentemente no processo de separação é necessário empregar-se algum conhecimento estatı́stico das fontes (como supor
suas amostras distribuı́das segundo uma pdf1 subgaussiana). Este conhecimento, ainda que inexato, é chamado de parâmetro
de nuisance[23] dado que, estando primordialmente interessados em estimar as fontes, temos que conhecer algo de suas
distribuições. Alterar a escala de uma fonte (ou seja, multiplicá-la por um número real) modifica sua pdf, mas o formato desta
se mantém o mesmo, a menos de expansões ou compressões. Assim, conhecer (aproximadamente) o formato da distribuiç˜ao
das fontes não é suficiente para termos o nı́vel dinâmico (ou a variância) das mesmas. Além disso, multiplicar ai-ésima coluna
da matriz de mistura por um escalar ou ai-ésima fonte pelo mesmo escalar produz o mesmo efeito para as misturas. Como
ignoramos tanto o nı́vel dinâmico das fontes quanto a matriz de mistura, deparamo-nos com uma ambiguidade de escalamento

1Função densidade de probabilidade, do inglêsprobability density function.
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impossı́vel de ser contornada. Segue-se daı́ que podemos assumir que as fontes têm variância unitária2 (o que é comum em
algoritmos de ICA [8]) ou que a primeira linha da matriz de mistura seja formada por elementos 1s ou ainda que as colunas deH
possuem norma unitária (hipóteses comuns de diferentes etapas da SCA).
O problema da permutação reside no fato de não conhecermosa priori a rotulagem que se faz das fontes (ou seja, qual a primeira,
qual a segunda, etc) na hora da separação. Ele implica que as nossas estimativas possam estar permutadas à ordem adotada para
as fontes originais. A permutação é inerente aos métodos de BSS, podendo ser em alguns casos contornada com algum pós-
processamento (por exemplo, quando é sabido que uma das fontes é um sinal de voz e as outras são ruı́dos com caracterı́sticas
espectrais distintas [24]).

A Figura 2 permite-nos visualizar a ambiguidade de escalamento, bem como o problema de permutação numa separação
considerada bem-sucedida de separação cega de fontes. Observa-se, por exemplo, que a terceira estimativa (Fig. 2 (i)) contém
a primeira fonte (Fig. 2 (a) - permutação e escalamento) e que a segunda fonte (Fig. 2 (b)) é estimada invertida (devidoà
ambiguidade de escalamento) e permutada (ver Fig. 2 (g)).

Figura 2: Sinais envolvidos em um sistema determinado de separação cega de fontes (M = N). (a), (b) e (c): fontes originais;
(d), (e) e (f): misturas instantâneas; (g), (h) e (i): estimativas.

3. ESPARSIDADE

A hipótese central da SCA consiste em supor fontes esparsas. A esparsidade significa que a maior parte das amostras de cada
fonte estão próximas de zero ou que, alternativamente, relativamente poucas amostras concentrem a maior parte da energia de
cada fonte. Observamos que o conceito de esparsidade aqui empregado é menos forte que o utilizado em análise numérica.

Desafortunadamente, muitos sinais de interesse, como sinais de áudio, voz e dados financeiros não apresentam esta proprie-
dade. Este fato não impede o recurso à SCA desde que, atrav´es de uma transformada, encontremos uma representação esparsa
das fontes [16], representação essa que consiste em importante tema de pesquisa [7].

Assim, é comum ter como primeiro passo da SCA o emprego de umatransformada esparsificadora, pois a projeção das
misturas para um espaço apropriado de representação esparsa aumenta a qualidade da separação. Os elementos do espaço de
representação não precisam ser linearmente independentes, podendo formar um dicionário redundante [21]. Entre as transformações
mais utilizadas, temos a STFT (Short-Time Fourier Transform) [25], awavelet packet[21],[26] e as correspondentes dos algorit-
mos derivados doMatching Pursuit[27]. Após a transformada, a SCA atua nos coeficientes da mesma tratando-os quais amostras
das fontes. Após as estimativas de cada fonte serem obtidas, é necessário, quando utilizamos uma transformada esparsificadora,

2Mesmo que a variância das fontes seja conhecida (por exemplo em sinais de comunicações digitais), ainda poderia restar uma ambiguidade de sinal caso as
fontes assumissem valores positivos e negativos. Caso as fontes possuam amostras complexas, pode advir uma ambiguidade de fase.
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efetuar a transformada inversa da mesma, pois na realidade nestes casos a SCA estima os coeficientes das fontes no domı́nio
da transformada. Logo, o último passo da SCA efetua a transformada inversa da empregada no primeiro passo, passando as
estimativas no domı́nio da transformada para o domı́nio original de cada fonte (em geral, no domı́nio do tempo).

O segundo passo da SCA consiste na estimativa da matrizH de mistura. Eis uma importante diferença entre a SCA e a ICA,já
que, enquanto esta efetua sua busca no espaço das matrizes de separação, aquela almeja estimar diretamente a matriz de mistura.
Uma das razões para este proceder reside no fato deH não possuir inversa, por não ter posto completo nos casos em queM < N
(configurações que são o principal foco da SCA).
Após estimada a matrizH (a menos das ambiguidades de escalamento e permutação), aSCA empreende a reconstrução das
fontes. Esta etapa não é trivial como nas configurações determinadas, onde basta-nos multiplicar a matriz das misturas pela esti-
mativa de sua inversa. Em outras palavras, em contextos subdeterminados, um boa estimativa deH não implica termos razoáveis
estimativas das fontes.

Assim, podemos condensar a SCA em quatro passos: i) aplicação de uma transformada esparsificadora; ii) estimativa da
matrizH; iii) estimativa dos coeficientes das fontes no domı́nio da transformada ou reconstrução das fontes e iv) aplicaçãoda
inversa da transformada empregada em (i). Em geral, a ICA não utiliza as etapas (i) e (iv) (embora recorrer a transformadas possa
ser um procedimento útil [28],[29]), condensando as etapas (ii) e (iii) numa única (já que encontra diretamente uma estimativa
da inversa da matriz de misturas, o que basta para reconstruir as fontes). Embora existam alguns métodos de SCA que estimam
simultaneamente as fontes e a matriz de mistura [30], a maioria aborda estas tarefas de forma independente, resultando num custo
computacional muito menor, sem aparentemente prejudicar aqualidade da separação. Por esta razão, estas técnicasserão o foco
deste tutorial.

4. ESTIMATIVA DA MATRIZ DE MISTURA

Sejah j a j-ésima coluna da matriz de misturaH. Podemos então expressarx(n) como:

x(n) =
N∑

j=1

h j sj(n), (1)

donde se vê que cada vetorx(n) é uma combinação linear das colunas da matriz de misturas. Por exemplo, se a matrizH é:

H =
[
0, 3273 −0, 1867
0, 1746 0, 7258

]
,

e temoss(n) = [1, 5 4]T, entãox(n) = [−0, 2559 3, 1651]T, conforme ilustra a Figura 3.
Tendo pressuposta a esparsidade das fontes, espera-se que amaior parte dos coeficientes das fontes sejam próximos de
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Figura 3: Exemplo dos vetores de mistura e da matriz de mistura numa configuração determinada; os vetores em preto são as
colunas da matriz de mistura; o vetorx(n) aparece em azul.

zero. Em outras palavras, temos que em cada instanten, em geral, apenas uma fonte (ou, equivalentemente, a colunada matriz
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de mistura correspondente) contribui fortemente na combinação linear que gera o vetorx(n). Esta fonte é chamada de fonte
dominante. Isto significa que, caso plotemos todos os vetoresx(n), verificaremos uma tendência de aglomeração destes vetores
em direções especı́ficas. Estas direções preferenciais são exatamente as direções das colunas da matrizH.

A Figura 4 ilustra a formação de retas direcionais nos casos 2× 3 e 3× 5 (ondeM × N indicaM misturas eN fontes), tanto
no domı́nio do tempo quanto no domı́nio da transformada, para misturas de sinais de voz e música. Nos gráficos Fig. 4 (b) e
Fig. 4 (d), a transformada utilizada foi awavelet packetde 7 nı́veis comwaveletDaubechies 32. Verifica-se que as retas são
melhor visualizadas no domı́nio da transformada, já que oscoeficientes desta são mais esparsos do que as amostras das fontes no
domı́nio do tempo.

Se as direções preferenciais dos vetoresx(n) coincidem com as direções dos vetores coluna da matriz demistura, podemos

Figura 4: Pontos dos vetoresx(n). (a) configuração 2× 3 (domı́nio do tempo); (b) configuração 2×3 (domı́nio da transformada);
(c) configuração 3× 5 (domı́nio do tempo) e (d) configuração 3× 5 (domı́nio da transformada).

estimar a matriz de mistura a partir do conhecimento destas direções preferenciais. Antes de apresentar alguns dos m´etodos
que estimam estas direções preferenciais, vejamos exatamente qual é a relação matemática entre as direções das retas, as quais
sempre passam pela origem do sistema de coordenadas, e os vetores coluna supracitados.

Assumindo 2 misturas (M = 2) e admitindo que somente ai-ésima fonte não é nula no instanten, temos:

x1(n) =
N∑

j=1

h1 j sj(n) = h1i si(n),

x2(n) =
N∑

j=1

h2 j sj(n) = h2i si(n), (2)

x2(n)
x1(n)

=
h2i

h1i
⇒ x2(n) =

h2i

h1i
x1(n).

Em outras palavras, quando somente ai-ésima fonte está ativa,x2(n) torna-se proporcional ax1(n), com a constante de
proporcionalidade dependendo dai-ésima coluna da matriz de mistura. Tendo acesso ax(n), podemos estimar esta razão. Porém
sempre há um grau de liberdade na solução, pois a razão depende de 2 números. Um procedimento comum em SCA para
contornar este problema consiste em supor que a primeira linha da matriz de mistura apresenta apenas elementos iguais a 1(este
não é um procedimento problemático, dada a ambiguidade de escalamento - vide Seção 1). Assim, chegamos a:

x2(n) = h2i x1(n). (3)
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Tendo o vetorx(n) por componentesx1(n) e x2(n), a tangente do seu ângulo pode ser definida como:

tg
(
ψ(i)
)
=

x2(n)
x1(n)

=
h2i x1(n)

x1(n)
= h2i , (4)

de onde vemos que, após estimados os ângulos preferenciais, a tangente destes consiste na estimativa da segunda linhada matriz
de mistura3. Vejamos a seguir alguns dos métodos que almejam estimar estas direções preferenciais.

4.1. VARREDURA DE ZIBULEVSKY

Proposta em [25], a abordagem da Varredura de Zibulevsky consiste num dos primeiros métodos da SCA.É um método
simples e altamente competitivo em relação aos mais recentes na literatura. O método consiste na formação de um histograma
angular, numa busca dos ângulos do gráficox2 × x1 que possuem maior densidade de pontos. Para a formação do histograma,
são escolhidos ângulos teste (tipicamente centenas deles) uniformemente distribuı́dos no intervalo [0, π]. Não é necessário
contemplar o intervalo (π, 2π), já que uma reta definida por um ânguloθ equivale a uma definida pelo ânguloθ + π (os ângulos
são os únicos parâmetros necessários para determinar as retas, dado que todas elas passam pela origem), bastando que os vetores
x(n) cujos ângulos encontrem-se no intervalo (π, 2π) sejam refletidos simetricamente, de forma que seus ângulos passem a se
encontrar no intervalo [0, π]. Para cada ângulo de testeθt, a varredura calcula a contribuição de todos os ângulosθn (associados
aos vetoresx(n)), somando estas contribuições ao final para gerar a “densidade”de pontos na vizinhança deθt. A contribuição
dex(n) e de seu respectivoθn a θt é avaliada segundo a “função potencial” abaixo:

Φ(θt, θn, x(n)) =

{
λ |x(n)|

(
1− |∆|

π/4

)
, |∆| < π

4
0, |∆| ≥ π

4

, (5)

onde∆ = θt − θn eλ é um parâmetro arbitrário, geralmente da ordem de dezenas. A função potencial dá maior peso a ângulosθn

próximos deθt (anulando a contribuição quando se encontram muito distantes) e atribui uma confiança maior aosx(n) de maior
módulo, dado que o erro angular destes é menos suscetı́vela ruı́do.

Na realidade, assim como na maior parte da literatura, a varredura de Zibulevsky, no cálculo da função potencial, despreza os
vetoresx(n) de módulos baixos, pois estes são mais sensı́veis a interferências. Este procedimento possui a vantagem de agilizar
muito o processamento (dado que a maioria dos vetoresx(n) possuem módulo baixo). Tipicamente, desprezam-se os pontos cujo
módulo seja inferior a um décimo do maior módulo dex(n), já que não contribuem tanto para uma distribuição supergaussiana
[31]. Um histograma tı́pico da varredura de Zibulevsky parauma configuração 2× 3 é mostrado na Figura 5, sendo que cada um
dos três picos associa-se a uma das fontes.
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Figura 5: Histograma tı́pico obtido pela varredura de Zibulesvsky.

4.2. MODELOS DE MISTURAS LAPLACIANAS

Uma função densidade de probabilidade é ditalaplacianase puder ser expressa do seguinte modo:

L(θ, c,m) = ce−2c|θ−m|, (6)

3Note que a angente do ângulopi
2 é infinita. Esta situação implica que um dos sensores nãocapta nada de uma das fontes, o que significa que não temos uma

mistura em cada sensor. Na prática, esta possibilidade é incomum e não será abordada neste tutorial.
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ondem é a média do modelo ec (positivo) é um fator relacionado à dispersão da pdf. Jáum modelo deN misturas de laplacianas
pode ser escrito como:

p(θ) =
N∑

i=1

αiL(θ, ci ,mi) =
N∑

i=1

αicie
−2ci |θ−mi |, (7)

onde o subı́ndicei denota os parâmetros correspondentes ài-ésima laplaciana da mistura,αi > 0 é o fator de ponderação da
i-ésima mistura e

∑N
i=1αi = 1. O método proposto em [31],[32] modela a distribuição dos ângulos dex(n) como uma mistura

de laplacianas, estimando os parâmetros da mistura por meio de um algoritmo iterativo do tipo EM (Expectation Maximization).
Supondo que temosK vetoresx(n), as equações de atualização (vide demonstrações em[31]) dos parâmetros são:

p (i|θn) =
αiL (θn,mi , ci)∑N
i=1αiL (θn,mi, ci)

, (8)

α+i ←
1
K

K∑

n=1

p (i|θn) , (9)

m+i ←

∑K
n=1

θn
|θn−mi |

p (i|θn)
∑K

n=1
1

|θn−mi |
p (i|θn)

, (10)

c+i ←

∑K
n=1 p(i|θn)

2
∑K

n=1 |θn −mi | p (i|θn)
, (11)

ondep(i|θn) consiste na probabilidade de ai-ésima Laplaciana possuirθn. Após a convergência das iterações, os parâmetrosmi

representam os ângulos preferenciais a estimar. A inicialização dos parâmetrosmi pode ser feita viaK-médias [33], e o processo
iterativo pode apresentar melhores resultados caso estabeleçamos limites superiores paraαi e/ou ci . Cumpre enfatizar que o
algoritmo pode padecer de problemas de contorno [31]. A evolução das estimativas demi num caso particular de 2 misturas e 3
fontes pode ser vista na Figura 6. Para gerar esta figura, foram empregados três sinais de voz (duas femininas e uma masculina,
com durações de 10 s em 16 kHz), decomposição viawavelet packetde 7 nı́veis com awaveletbior6.8. Foi arbitrado um limite
superior parac igual a 3.

O método EM empregado utiliza uma estimativa de máxima verossimilhança, o que significa que as estimativasmi são
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Figura 6: Evolução dos parâmetros estimados via modelosde misturas laplacianas. Parai = 1, 2 e 3 temos, respectivamente, as
cores vermelha, verde e azul.

as medianas de cadacluster. Embora [32] tente minimizar o efeito supostamente danoso desta escolha, em [34] argumenta-se
que ela é superior à escolha da média. O artigo [35] oferece uma alternativa de misturas de laplacianas, utilizando modelos de
misturas chamados de exponenciais generalizados.
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4.3. EXTENSÃO PARA UM MAIOR N ÚMERO DE MISTURAS - ALGORITMO SCAm

A maioria dos métodos que estimam a matriz de mistura não possuem uma trivial extensão para configurações nas quais
M > N. Em [36], o algoritmo SCAm (SCA modificado) foi proposto, o qual pode empregar qualquer método paraM = 2 de
forma a estimar matrizes que tenham mais do que 2 linhas. O algoritmo SCAm pode ser condensado nos seguintes passos:

i. Estimar todos os coeficientes de cada linha da matriz de mistura (via varredura de Zibulevsky ou outro método equivalente);

ii. Para cada linha obter todas as permutações possı́veispara os coeficientes estimados;

iii. Gerar todas as combinações entre as linhas (candidatas) distintas;

iv. Gerar todas as matrizes candidatas, combinando os Passos (i) e (iii);

v. Calcular as inversas de todas as matrizes de mistura candidatas, gerando as matrizes de separação candidatas;

vi. Determinar as estimativas para cada matriz de separaç˜ao candidata;

vii. Determinar a matriz ótima maximizando alguma medida de independência das estimativas4.

4.4. OUTROS MÉTODOS

Outras técnicas de estimativa da matriz de mistura residemnum agrupamento (clustering) dos ângulos, de forma que a média
ou a mediana dosclustersencontrados estimem as direções preferenciais. Não é oobjetivo deste tutorial detalhar algoritmos de
clusterização. Portanto, citamos as principais abordagens da literatura: clusterizaçãoK-médias [37],Fuzzy[38] e hierárquica
[22]. Alguns algoritmos de clusterização serão empregados em nossas simulações.

Existem outras técnicas de estimativa da matriz de mistura, como os métodos DUET [39],[40] (o qual apresenta a vantagem de
trabalhar com misturas anecóicas, onde são permitidos atrasos entre sensores, embora não contemple a reverberaç˜ao), TIFROM
[41],[42],[43] e DUET/TIFROM estendido [44]. Estes métodos têm semelhanças importantes com a varredura de Zibulevsky,
ainda que o método DUET exija a STFT como a transformada de esparsificação. Outros métodos recorrem a técnicas de trei-
namento não-supervisionado de mapas de Kohonen [45], sejade inspiração geométrica [46],[34], seja de motivação algébrica
[47]. Estes métodos com frequência apresentam desempenhos inferiores aos de outros métodos, sendo também muito sensı́veis
à inicialização. Outra técnica importante, que utiliza a hipótese de que as distribuições no tempo e na frequência das fontes não
se sobrepõem, é proposta em [48].

5. RECONSTRUÇÃO DAS FONTES: CAMINHO MAIS CURTO

A questão fundamental nas configurações de misturas subdeterminadas consiste na indeterminação das soluções já que, dadas
H não-singular ex(n), existem infinitas soluçõess(n) que satisfazem a restriçãox(n) = Hs(n) (sob algumas restrições da pdf das
fontes, este problema pode admitir mais de uma solução ou um número finito de soluções [49]).

Os métodos DUET e TIFROM (bem como seus derivados) utilizamum mascaramento binário das misturas no espaço tempo-
frequência para obter estimativas das fontes, o que resulta em muitas descontinuidades na representação tempo-frequência dos
sinais extraı́dos, produzindo ruı́do musical e distorção [50]. Este problema é maior nas situações onde regiõesde alta energia que
pertencem a diferentes fontes se sobrepõem. Podemos dizerque o gargalo nas técnicas de SCA reside na etapa de reconstrução
das fontes, cujos resultados ainda revelam muitas distorções e artefatos.

O método mais empregado na reconstrução das fontes é o chamado de Caminho mais Curto (em inglês,Shortest Path), o qual
será detalhado a seguir. Admitindo que as amostras de cada fonte são regidas por uma distribuição exponencial, a densidade de
probabilidade conjunta dai-ésima fonte pode ser expressa como:

p(si(1), ..., si(K)) =
K∏

n=1

ce−2c|si(n)| = cKe−2
∑K

n=1 |si(n)|, (12)

de onde decorre, em conjunto com a hipótese de fontes estatisticamente independentes, que a solução de máxima probabilidade é
a estimativa das fontes cuja soma dos módulos é a menor. O m´etodo do caminho mais curto portanto estima, a cada instanten, o
vetors(n) que possua normal1 mı́nima, sujeito à restriçãox(n) = Hs(n). Pode-se provar que a solução deste problema apresenta
N − M zeros [22],[51],[52].

Quando supomos queN − M fontes são nulas no instanten, o número de incógnitas torna-se igual aM e o sistema passa a
ser determinado. Porém, ignoramosa priori quais são as N-M fontes que devem ser consideradas para que tenhamos a solução
de máxima verossimilhança. O critério para determiná-la consiste em resolver os sistemas oriundos de todas as combinações
possı́veis deN − M fontes nulas. Temos então diversas estimativas deM fontes supostas não-nulas. A estimativa que apresenta
a menor soma dos módulos será então a preferida.

Vamos a um exemplo de um sistema 2× 3. Seja uma matriz de mistura (estimada) igual a:

Ĥ =
[

1 1 1
0, 2 1, 1 −2

]
. (13)

4Em nossas simulações, a medida de correlação (mais fraca estatisticamente que a de independência) já foi suficiente.
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Primeiramente, cumpre impor, de modo a não penalizar algumas soluções em detrimento de outras, uma norma unitária a
todos os vetores correspondentes à cada uma das direções. Para tal, basta normalizar cada coluna da matriz de mistura. Devido
à ambiguidade de escalamento, esta operação não é problemática. Daı́ obtemos:

Ĥn =

[
0, 98058 0, 6726 0, 44721
0, 19612 0, 73994 −0, 89443

]
. (14)

Suponhamos que num instanten tenha-se:

x(n) =

[
0, 91
−0, 356

]
. (15)

Supondo que apenas 2 fontes (considerando aquiM = 2) contribuem para o vetor de misturas acima, efetuamos as seguintes
estimativas:

I:

[
ŝ1(n)
ŝ2(n)

]
=

[
0, 9806 0, 6726
0, 1961 0, 7399

]−1 [
0, 91
−0, 356

]
=

[
1, 5376
−0, 8887

]
,

ŝ3(n) = 0 e
3∑

i=1

|ŝi(n)| = 2, 4263

II:

[
ŝ1(n)
ŝ3(n)

]
=

[
0, 9806 0, 4472
0, 1961 −0, 8944

]−1 [
0, 91
−0, 356

]
=

[
0, 6789
0, 5468

]
,

ŝ2(n) = 0 e
3∑

i=1

|ŝi(n)| = 1, 2255

III:

[
ŝ2(n)
ŝ3(n)

]
=

[
0, 6726 0, 4472
0, 7399 −0, 8944

]−1 [
0, 91
−0, 356

]
=

[
0, 702
0, 9788

]
,

ŝ1(n) = 0 e
3∑

i=1

|ŝi(n)| = 1, 6809

Das 3 possibilidades, vemos que a segunda apresenta a menor soma dos módulos, devendo portanto ser a preferida. Cabe
observar que as matrizes cujas inversas importa calcular s´o dependem da matriz de mistura estimada (e normalizada); logo, não
é necessário recalculá-las para cada valor den. Quando temosM = N, não precisamos supor nenhuma fonte como nula e então
recaı́mos no procedimento padrão da ICA (pelo menos na etapa de reconstrução).
Uma possibilidade para a reconstrução consiste em utilizar, da solução escolhida, apenas a estimativa de maior módulo como
não-nula (método chamado dehard, em contraposição ao método padrão intituladosoft). Assim, no exemplo acima, caso
empregássemos o métodohard, terı́amos apenas a primeira fonte estimada como 0,6789 e todas as outras seriam estimadas como
nulas.

6. EXPERIMENTOS

6.1. ESTIMATIVA DA MATRIZ DE MISTURA

A partir de três sinais de voz (duas femininas e uma masculina), amostrados em 16 kHz e com duração de 10 segundos,
efetuamos misturas com 3 diferentes matrizes, mostradas a seguir:

H1 =

[
1 1 1
−0, 9 −0, 5 1, 3

]

H2 =

[
1 1 1
−0, 9 0, 5 1, 3

]

H3 =

[
1 1 1
−0, 9 0, 8 1, 3

]

As dimensões das matrizes implicam a existência de apenas2 misturas. O teste a ser efetuado foi inspirado na avaliaç˜ao
efetuada em [30]. Podemos expressar cada matriz de misturascomo:

H i =

[
1 1 1

tan
(
ψ

(1)
i

)
tan
(
ψ

(2)
i

)
tan
(
ψ

(3)
i

)
]
,

com tan
(
ψ

( j)
i

)
sendo calculado pela Equação (4). A Figura 7 permite-nos visualizar graficamente as direções de cada coluna das

matrizesH1 (caso 1),H2 (caso 2) eH3 (caso 3).
Após efetuarmos as misturas, decompomo-las utilizando uma transformada do tipowavelet packetcom 7 nı́veis. Awavelet
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Figura 7: Visualização dos ângulos das matrizes de mistura. (a) matrizH1; (b) matrizH2 e (c) matrizH3.

utilizada foi aDaubechies44. Os métodos que utilizamos para a estimativa da matriz demistura foram a varredura de Zibulevsky,
o modelo de misturas de laplacianas, as clusterizações hierárquica, deK-médias eFuzzy(tanto com a média quanto com a
mediana dosclusterspara estas duas últimas) e a extensão dos métodos DUET e TIFROM.

Alguns dos métodos necessitam que arbitremos seus parâmetros. Escolhemo-los de forma a maximizar o desempenho de
cada algoritmo. A Tabela 1 detalha as estimativas da segundalinha da matriz de mistura obtidas por cada método. Nesta tabela
vemos que as clusterizações deK-médias eFuzzypor vezes apresentam estimativas muito erráticas (assinaladas em negrito). Os
outros métodos tendem a ser mais robustos a este problema.

A Tabela 2 apresenta os erros quadráticos médios dos coeficientes estimados em relação aos ótimos, não sendo apresentados
os resultados dos casos em que algum método falhou de forma desastrosa (os métodos que nunca falharam de forma patente
foram a varredura de Zibulevsky, a clusterização hierárquica e o DUET-TIFROM (estendido)).

6.2. TÉCNICAS DE RECONSTRUÇÃO

Na prática, as técnicas de reconstrução ocorrem após aetapa de estimativa da matriz de mistura. Nesta subseção,já que
estamos primordialmente interessados nas técnicas de reconstrução, suporemos que a matriz de mistura é conhecida(ou, equiva-
lentemente, que a estimativa da matriz de mistura teve excelente qualidade).

Uma das dificuldades das técnicas de reconstrução residena relação entre o númeroN de fontes e o númeroM de misturas.
Basicamente, o aumento deM facilita a reconstrução, já que aumenta a quantidade de informação disponı́vel para a reconstrução.
Já o acréscimo deN é um complicador da robustez da reconstrução.

Por isso, idealizamos um experimento com fontes de áudio e de voz. O número de fontes varia de 3 a 10. O número de
misturas varia de 2 aN − 1 (de modo a garantir a existência de diversidade espacial eque a configuração é subdeterminada).
Para avaliar a reconstrução, utilizamos 3 métricas: SAR(razão sinal-artefato), SIR (razão sinal-interferência) e SDR (razão
sinal-distorção), as quais, quando elevadas, expressamuma boa separação. Estas medidas são apresentadas na Fig. 8. Todas
as medidas revelam a mesma tendência de apresentar melhor desempenho com o acréscimo deM (mantendoN fixo) ou com a
redução deN (mantendoM fixo), conforme seria de se esperar.

Observamos que a SIR sempre encontra-se mais alta que as medidas de SDR e SAR, porque em misturas subdeterminadas a
etapa de reconstrução insere artefatos e distorções significativas nas estimativas. Nos casos determinados (nãocontemplados na
Figura 7) o fenômeno que ocorre em geral é inverso, com a SARe a SDR em geral maiores do que a SIR.
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Caso 1
Valores reais -0,9 -0,5 1,3

Varredura de Zibulevsky -0,8935 -0,5063 1,3028
Mistura de Exponenciais -0,7932 -14,0721 1,2843

ClusterizaçãoK-Médias (média dosclusters) -0,7285 -15,3975 1,1843
ClusterizaçãoK-Médias (mediana dosclusters) -0,8226 -23,2922 1,2966

ClusterizaçãoFuzzy(média dosclusters) -0,7396 7,7369 1,1951
ClusterizaçãoFuzzy(mediana dosclusters) -0,8306 8,5181 1,2942

Clusterização Hierárquica -0,8995 -0,5062 1,2894
DUET-TIFROM (estendido) -0,9250 -0,6092 1,2890

Caso 2
Valores reais -0,9 0,5 1,3

Varredura de Zibulevsky -0,8966 0,5062 1,3027
Mistura de Exponenciais -0,8961 0,4963 1,2883

ClusterizaçãoK-Médias (média dosclusters) -0,8174 -70,2300 1,0931
ClusterizaçãoK-Médias (mediana dosclusters) -0,8782 72,2792 1,2818

ClusterizaçãoFuzzy(média dosclusters) -0,8695 0,5290 1,3470
ClusterizaçãoFuzzy(mediana dosclusters) -0,8959 0,5213 1,3052

Clusterização Hierárquica -0,8950 0,5096 1,2853
DUET-TIFROM (estendido) -0,8215 0,9576 1,3000

Caso 3
Valores reais -0,9 0,8 1,3

Varredura de Zibulevsky -0,8993 0,8103 1,3037
Mistura de Exponenciais -0,9033 0,8008 1,2724

ClusterizaçãoK-Médias (média dosclusters) -0,8116 -17,4470 1,1500
ClusterizaçãoK-Médias (mediana dosclusters) -0,8795 -24,8988 1,2827

ClusterizaçãoFuzzy(média dosclusters) -0,8661 0,7730 1,3610
ClusterizaçãoFuzzy(mediana dosclusters) -0,8840 11,4023 1,2814

Clusterização Hierárquica -0,9321 0,8142 1,2975
DUET-TIFROM (estendido) -0,7939 0,9330 1,3306

Tabela 1: Estimativas por diferentes métodos da segunda linha das matrizes de mistura, considerando os 3 casos mostrados na
Fig. 7.

Caso 1
Varredura de Zibulevsky 2, 9927.10−5

Clusterização Hierárquica 5, 0675.10−5

DUET-TIFROM (est) 4, 2.10−3

Caso 2
Varredura de Zibulevsky 1, 9097.10−5

Mistura de Laplacianas 5, 5263.10−5

ClusterizaçãoFuzzy(média) 1, 3.10−3

ClusterizaçãoFuzzy(mediana) 1, 6585.10−4

Clusterização Hierárquica 1, 1111.10−4

DUET-TIFROM (estendido) 7, 19.10−2

Caso 3
Varredura de Zibulevsky 4, 009.10−5

Mistura de Laplacianas 2, 3970.10−4

ClusterizaçãoFuzzy(média) 1, 9.10−3

Clusterização Hierárquica 4, 1221.10−4

DUET-TIFROM (estendido) 1.10−2

Tabela 2: Erros quadráticos médios obtidos pelos diferentes métodos apresentados na Tabela 1.
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Figura 8: SIR (azul), SAR (verde) e SDR (vermelho) em função do número de misturas e de fontes.

6.3. APLICAÇÃO DE SCA EM UM SISTEMA DE RECONHECIMENTO AUTOM ÁTICO DE INSTRUMENTOS MU-
SICAIS

Neste experimento utilizamos a separação cega de fontes como uma etapa de pré-processamento em um sistema de reconhe-
cimento de instrumentos musicais. O procedimento elaborado para alcançar este objetivo segue as etapas:

i. separação dasM misturas polifônicas emN sequências monofônicas;

ii. extração das notas de cada sequência monofônica;

iii. classificação das notas de cada sequência monofônica através de um classificador previamente elaborado.

Na primeira etapa comparamos três algoritmos de BSS (FastICA [53], Infomax [2] e SCAm), que são aplicadas a casos de mistu-
ras polifônicas determinadas. Na etapa 2 um extrator de notas usa a média e o desvio padrão de uma janela de modo a determinar
o inı́cio e o fim de cada nota [54]. Em seguida as notas são classificadas de acordo com os instrumentos de origem. Todas as
notas são provenientes da base de dados RWC (Real World Computing [55]).

As sequências monofônicas (fontes originais) foram construı́das por meio de notas do conjunto de teste (obtido a partir de um
percentual sorteado da região central da tessitura do instrumento musical). Essas notas são sorteadas (formando um subconjunto
menor) e separadas por intervalos (gaps) aleatórios, que variam entre 0,045 ms e 0,3 ms. Após a formação das sequências mo-
nofônicas, estas são misturadas por uma matriz de misturade dimensões 3× 3 aleatória, gerando os sinais polifônicos (misturas
instantâneas).

Foram utilizadas 10 matrizes de mistura distintas para gerar as misturas utilizadas neste experimento. Cada grupo de três
sinais misturados foi formado por 3 conjuntos de 3 sequências de notas monofônicas. O Grupo A foi formado por sequências
monofônicas contendo notas de instrumentos de palheta (oboé, saxofone barı́tono e saxofone contralto), o grupo B porinstru-
mentos de percussão (xilofone, glockenspiel e vibrafone)e o grupo C por instrumentos de metal (trompa, trombone e trompete).

6.3.1 CONSIDERAÇÕES PRELIMINARES

Devido ao problema da permutação, inerente às técnicasde separação cega (ver Seção 2), as estimativas obtidaspodem não estar
na ordem original. Sendo assim, logo após obtermos as estimativas através do separador cumpre ainda identificar qual fonte
está associada a uma dada estimativa. Isso nem sempre representa um processo de fácil identificação porque em vários casos as
estimativas obtidas possuem contaminação das demais fontes. Para resolver esse problema usamos uma métrica de comparação
da estimativa com a fonte original: a razão sinal-distorção (SDR), a qual fornece uma medida de similaridade de cada estimativa
em relação a cada uma das fontes.

Existe a possibilidade, quando o processo de separação n˜ao obtém um bom desempenho, de termos mais de uma estima-
tiva (ou mesmo todas) associadas a uma mesma fonte predominantemente (caso 1), ou ainda apresentar-se como a melhor
representação para todas as fontes originais (caso 2). Portanto, o uso de métricas para medir o grau de similaridade da estima-
tiva com a fonte original pode não resultar numa boa avaliac¸ão do método de separação. Quando a separação ocorrede forma
satisfatória haverá uma associação distinta entre as estimativas e as fontes. Para contornarmos essa possı́vel distorção adotou-se
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Figura 9: SRAIM empregado.

o seguinte critério para avaliarmos as estimativas da medida de separação (MS) obtida pelos algoritmos:

X =
1
N

N∑

i=1

max
{
SDR(sj , ŝi)

}
, (16)

Y =
1
N

N∑

j=1

max
{
SDR(sj , ŝi)

}
, (17)

MS = min(X,Y), (18)

ondesj é a j-ésima fonte e ˆsi representa ai-ésima estimativa. A estimação ótima (X = Y) ocorre quando a separação é considerada
satisfatória, ou seja, quando os casos 1 e 2 não ocorrem.

6.3.2 SISTEMA DE RECONHECIMENTO AUTOM ÁTICO DE INSTRUMENTOS MUSICAIS (SRAIM)

O SRAIM empregado recorre a um banco de classificadores [54],conforme mostra a Figura 9. O desempenho do banco de
classificadores supera o de qualquer um dos classificadores,caso empregados isoladamente. Este SRAIM foi projetado para o
reconhecimento de notas isoladas, a partir de um segmento das mesmas.

Conforme pode ser visto na Figura 9, os três primeiros blocos (Pot. Inst., IMF e ED) condensam parte do pré-processamento
aplicado ao sinal (nota de um instrumento musical). O bloco Pot. Inst. obtém a potência instantânea do sinal, através de um
limiar definido como 90% da média da potência instantâneada nota musical. A segmentação da nota é efetuada pelo bloco
IMF (Inı́cio, Meio e Fim), proposto em [54], o qual estabelece limiares dependentes da potência da nota de modo a estimar
seus instantes de inı́cio e de fim. Após a detecção destes instantes, as medidas de desvio padrão (STD) e momento central de
terceira ordem (m3) são extraı́das, bem como cinco descritores de áudio (DA): taxa de cruzamento por zero, fluxo espectral, valor
RMS do frame, centroide espectral e largura do centroide espectral. Porfim, o segmento extraı́do passa por um processo de
escalamento dinâmico (bloco ED), visando sua normalização. A partir desse momento são extraı́dos os vetores de caracterı́sticas
da nota que são formados basicamente por dois tipos de codificadores: coeficientes LSF (do inglêsLine Spectral Frequencies)
[57] e MFCC (do inglêsMel Frequencies Cepstral Coefficients[58]-[60]). Ambos os codificadores utilizam 16 coeficientes
representativos. Essas medidas são concatenadas5 de 3 diferentes formas, resultando em 3 vetores de caracter´ısticas distintos os
quais, após passar por um processo de escalamento estatı́stico (EE), servem como entrada para 4 classificadores. Foramutilizados
como classificadores 2 SVMs (do inglêsSupport Vector Machines) [61]-[63] e 2 K-NN (do inglêsK-nearest neighboor[64]).
Ao final a classe predita representa a classe mais votada entre os quatro classificadores (caso haja empate, há um sorteioentre as

5Daı́ o termo “Conc.” na Figura 9.
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Algoritmo Percuss̃ao Palhetas Metais Total
FastICA 27,5 25,3 28,4 27,0
Infomax 38,6 35,0 38,4 37,3
SCAm 40,8 39,7 41,6 40,7

Tabela 3: SDR média das estimativas dos instrumentos musicais segundo o algoritmo de separação empregado.

Algoritmo Percuss̃ao Palhetas Metais Total
FastICA 87,3 90,2 83,0 86,6
Infomax 89,3 80,4 81,4 83,7
SCAm 91,7 92,2 84,8 89,5
Fontes 100,0 96,1 85,0 93,7

Tabela 4: Taxa de acerto (em porcentagem) do SRAIM no tocanteàs notas individuais de cada estimativa. A linhaFontes
refere-se ao uso das próprias fontes (sem mistura) para o reconhecimento, resultando no limitante superior de desempenho do
SRAIM.

predições). O SRAIM foi treinado com um subconjunto de notas6 oriundo de três bases de dados distintas: RWC [55], MIS7 [65]
e MUMS8 [66]. O sistema adotado é capaz de classificar 20 instrumentos distintos. O conjunto usado na fase de treinamento não
possui notas em comum com o conjunto de notas usado para formar as sequências monofônicas de teste (10% das notas oriundas
da base de dados RWC).

6.3.3 Separaç̃ao de Fontes e SRAIM

Neste experimento foram testados os algoritmos Infomax, FastICA e SCAm em configurações determinadas (nas quais o número
de fontes e de misturas é igual a três). Para a estimativa dos ângulos necessária à técnica SCAm foi efetuado um simples
histograma dos ângulos dos vetores(x1(n), xi(n)), parai = 2, 3. Este histograma dividiu uniformemente o intervalo [0, π] em
36000 subintervalos. Os picos deste histograma são utilizados para estimar os ângulos referentes aos coeficientes dasegunda e
terceira linhas da matriz de mistura.

A Tabela 3 apresenta a SDR média das estimativas dos instrumentos musicais. A SDR é uma medida interessante por não ser
afetada apenas por interferências, mas também por artefatos.

Já a Tabela 4 apresenta a taxa de acerto (em porcentagem) dosalgoritmos cuja comparação é o nosso propósito, atentando-se
para as notas individuais extraı́das. O algoritmo SCAm obteve os melhores em todos os casos testados.

A Tabela 5 permite-nos investigar a taxa de acerto global (ouseja, o instrumento mais votado ao longo de cada estimativa),
que é sempre superior à taxa de acerto das notas individuais. Apenas a técnica SCAm conseguiu obter a taxa de acerto de
100%. Estes resultados confirmam a competitividade das técnicas SCA, inclusive em contextos determinados, mostrandoque o
algoritmo SCAm obteve rendimento superior aos algoritmos derivados da ICA.

7. CONCLUSÕES

Este tutorial abordou de forma ampla as técnicas de SCA, numcontexto de misturas instantâneas. Ressaltamos que os
métodos empregados em misturas convolutivas não diferemmuito dos aqui apresentados. Embora menos famosa do que a ICA,
a SCA permite-nos estimar as fontes mesmo quando o número defontes supera o de misturas, contemplando, portanto, um maior
leque de contextos.

Dentre as técnicas de SCA, enfocamos as que estimam de formaindependente a matriz de mistura e a reconstrução das fontes,
pois estas são as técnicas que possuem menor custo computacional sem, todavia, comprometer a qualidade das estimativas. O

690% das notas oriundas das 3 bases de dados empregadas.
7Do inglêsMusical Instruments Samples.
8McGill University Master Samples.

Algoritmo Percuss̃ao Palhetas Metais Total
FastICA 96,7 100,0 100,0 98,9
Infomax 100,0 93,3 96,7 96,7
SCAm 100,0 100,0 100,0 100,0
Fontes 100,0 100,0 100,0 100,0

Tabela 5: Taxa de acerto (em porcentagem) dos intrumentos decada estimativa.
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conceito de esparsidade foi realçado, bem como evidenciada sua importância nas etapas principais da SCA. Destas etapas, a da
reconstrução das fontes (em configurações subdeterminadas) consiste no gargalo da SCA, já que suas estimativas padecem de
distorções e artefatos mesmo quando a matriz de mistura exata é utilizada. Importa enfatizar a incapacidade das técnicas-padrão
de ICA de trabalhar em contextos subdeterminados.

Por fim, conclui-se que o uso de técnicas de separação cegana identificação de instrumentos musicais em misturas ins-
tantâneas revelou-se viável. O desempenho das técnicasde SCA em contextos determinados revelou-se bastante satisfatório,
superando o obtido pelos algoritmos baseados na ICA.
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