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Resumo — Este artigo traz uma introducao aos conceitos de otimizacao multiobjetivo em ambientes incertos com
o auxilio do paradigma de Programagao Matematica Fuzzy. O objetivo é apresentar metodologias baseadas em Pro-
gramacao Matemadtica Fuzzy para resolver problemas de Programagao Multiobjetivo, que modelam problemas de
otimizagao com varias funcoes objetivo e, em muitos casos, conflitantes. O artigo também apresenta um amplo levan-
tamento da bibliografia classica dessa drea, como por exemplo os Algoritmos Evolutivos para Otimizacao Multiobjetivo
(AEOM), que apresentam um crescente desenvolvimento de algoritmos e aplicagoes em problemas praticos desde o
inicio deste século. Ademais, uma das etapas da modelagem de problemas préticos estd no tratamento da incerteza
presente em dados reais e aqui apresentamos algumas propostas que usam a Teoria de Conjuntos Fuzzy para esse
tratamento.
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Abstract — This paper provides an introduction about multiobjective optimization concepts in uncertain environment
with the aid of the Fuzzy Mathematical Programming paradigm. The goal is to present methodologies based on Fuzzy
Mathematical Programming to solve Multiobjective Programming problems, which model optimization problems with
several objective functions and, in many cases, conflicting ones. The article also presents an extensive survey of the
classic bibliography in this area, such as the Evolutionary Algorithms for Multi-Objective Optimization (MOEAs),
which presents a growing development of algorithms and applications in practical problems since the beginning of this
century. Besides, one of the steps in modelling practical problems is to deal with the uncertainty in the real-world
data and here we show some proposals that use the Fuzzy Sets Theory for this treatment.

Keywords — Multiobjective Programming, Fuzzy Mathematical Programming, Fuzzy Sets Theory, Evolutionary
Algorithms, Soft Computing.

1. INTRODUCAO

As decisoes tomadas diariamente sao responsaveis pela curva de aprendizagem na construcao das experiéncias e dos
conhecimentos no decorrer de nossa vida, de acordo com os conceitos que nos foram transmitidos. As caracteristicas da
curva de aprendizado é um tema que norteia alguns grupos de pesquisadores na tentativa de entendé-las e reproduzi-
las. De acordo com algumas pesquisas, a curva de aprendizado pode ser modelada matematicamente, isto é, pode
ser convertido em um conjunto de regras formuladas de maneira matemaética e, portanto, observar se um computador
pode também tomar decisoes conflitantes e de dificil solugao em questao de pouco tempo.

Algo em comum em um numero consideravel de problemas préaticos a serem resolvidos é a presenca de dados
imprecisos ou vagos, que tornam alguns desses problemas intrataveis. Ha algumas técnicas para tratar esse tipo de
informacao, que estao diretamente conectadas ao método de resolucao a ser escolhido. Muito ja foi discutido sobre
esse assunto, ao ponto de fazerem parte do conjunto de temas que pertencem ao mundo da ficcdo cientifica, do uso
de robos que fagam os servigos mais pesados e domésticos, dos equipamentos que funcionam com o nosso pensamento
entre muitas outras que facilitariam a nossa vida.

O primeiro passo na tentativa de entender esse tipo de problema foi discutido na metade do século passado quando
foi criada a linha de pesquisa chamada Inteligéncia Artificial (IA). Contudo, algumas subéreas de TA nédo obtiveram
um avango esperado e esses problemas ocorreram porque a complexidade de seu tratamento é muito elevada e também
porque os seres humanos tém uma capacidade de formar uma ampla variedade de tarefas fisicas e mentais sem qualquer
medida ou cédlculo. Procurando compreender o fraco desenvolvimento de algumas areas da IA, alguns pesquisadores
comegaram a discutir os motivos, e atribuem esse lento desenvolvimento ao fato de que alguns objetos sao tratados
com valores rigidos, enquanto que eles surgem de percepgoes que sao diferentes dependendo do ponto de vista que é
analisado. Em [84] é possivel identificar alguns problemas na definigdo de IA original e aponta uma nova dire¢ao em
IA.
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No final do século passado, uma colecdo de metodologias baseadas em uma abordagem mais flexivel foi criada.
Essas metodologias podem ser usadas separadamente ou mescladas de distintas maneiras, no intuito que elas cooperem
entre si na obtengao de uma solucao satisfatéria. Esse grupo heterogéneo de metodologias foi primeiramente definido
em e foi chamado de Computagao Flexivel, que agrega uma colegao de metodologias que ajudam a tratar
tolerancia por imprecisoes e incertezas para lograr tratabilidade, robustez e baixo custo de solugao. Suas principais
componentes sdo a légica nebulosa, raciocinio probabilistico, neurocomputacdo e metaheuristicas. A computagao
flexivel estd sendo usada em uma gama vasta de aplicagbes e a cada dia tem aumentado a sua importancia. O
principal modelo de regra que a computagao flexivel usa é o pensamento humano. A Figura [I] descreve os elementos
que fazem parte da computacao flexivel e como ela é organizada.

Computacao flexivel

Aproximacao funcional /
Otimizacao

Conhecimento aproximado

Multi-valuada &
el e Redes neurais Metaheuristicas

probabilisticos [l Logica nebulosa

Figura 1: Estrutura dos elementos da Computacao Flexivel.

Dentre as metodologias pertencentes ao grupo de Raciocinio Aproximado, pode-se destacar a Légica Fuzzy (ou
Légica Nebulosa), que é responsdvel por tratar dados imprecisos e/ou vagos presentes nos problemas préticos. As
técnicas de logica nebulosa tém sido utilizadas em diferentes campos de conhecimento e em diversas aplicagoes: apro-
ximacgao de fungoes, previsao de séries temporais, filtragem de sinais, identificacao e controle de processos, otimizagao
e pesquisa operacional, dentre outros. Um ntimero significativo de implementagoes praticas vem consolidando a 1égica
nebulosa, por meio de sistemas fuzzy, ndo s6 em instalages industriais, como em muitos produtos manufaturados.

A Pesquisa Operacional (PO) é um ramo da ciéncia que tem por finalidade desenvolver técnicas para otimizar
o desempenho de sistemas e auxiliar na tomada de decisao. Suas aplicagoes encontram-se nas areas industriais, de
negdcios, militares, governamentais, entre outras. O estudo da PO pode ser dividido em algumas subéreas, sendo a
Programacao Matemadtica (PM) uma delas. Ela tem como meta solucionar problemas que envolvem minimizagao (ou
maximizacdo) de uma ou vérias fungdes objetivo, nos quais podem ser do tipo irrestrito ou restrito. Um problema de
programacao matematica com vérios objetivos pertence a um conjunto que é resolvido por otimizagao multiobjetivo e
esses objetivos sao muitas vezes conflitantes e frequentes na vida real. Ao contrario de um problema mono-objetivo, os
problemas multiobjetivos nao possuem uma solugao 6tima tnica. Uma solugao adequada deve obter um desempenho
adequado para todos os objetivos. Em geral, os métodos designados para esses problemas sao bastante especificos, de
forma que as estruturas desses algoritmos dificilmente podem ser generalizadas para resolver outros problemas.

Este trabalho est4 dividido da seguinte forma: na Segao[2]é apresentada uma breve descrigao dos conceitos bésicos,
formulagao matematica e alguns métodos para resolver problemas de otimizacao multiobjetivo; na Segao [3| é apresen-
tada uma visao geral sobre uma selegao de algoritmos evolutivos desenvolvidos para resolver problemas de otimizagao
multiobjetivo; na Segao [4] sao descritos os conceitos de logica nebulosa, assim como os de otimizagao multiobjetivo
com incertezas; e na secao [5|sao apresentadas as conclusoes desse trabalho.

2. UMA BREVE DESCRICAO SOBRE PROGRAMACAO MULTIOBJETIVO

Como é bem conhecido, Programagao Matemdtica (PM) representa uma &rea de pesquisa que visa encontrar
solugoes eficientes para problemas da vida real. Esses problemas sao formulados matematicamente de maneira clara e
precisa. Eles necessitam ter a(s) fungao(oes) objetivo(s) a ser(em) otimizada(s), e eles podem ser do tipo irrestrito ou
restrito. PM tem vérias classes de problemas que podem ser encontrados em teoria de jogos, alocagao de facilidades,
problemas de logistica, designacao de tarefas, problemas de economia em geral, controle, processamento de sinais,
entre outros. Vérias aplicacoes e métodos podem ser encontrados em .

Os problemas de PM tratados neste trabalho tém duas ou mais fungoes objetivo, que sao chamadas de problemas
de programacao multiobjetivo. Assim, primeiramente serd mostrada a formulagao matematica de um problema de
programagao multiobjetivo irrestrito

min  F(x) . (1)
sa xeR

sendo que F = (f1, fa,- -, fm), (m > 2) é um vetor de objetivos.
Diante da dificuldade em obter uma solugao étima tinica, o conceito de uma solugao étima eficiente ou nao-dominada
foi introduzida em e . Alguns métodos especificos para resolver problemas de programacao multiobjetivo sao
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propostos em [10]. A grande maioria destes métodos sao descritos por modelos de otimizac¢ao que usam frequentemente
PM cléssica, a qual tenta desenvolver um modelo exato para resolver os problemas de otimizacao em geral.

No caso do Problema ter todas as suas fungoes objetivo com caracteristica linear, o problema a ser otimizado
é chamado de problema de programacao multiobjetivo linear. Caso contrario, ele é chamado de problema de progra-
magao multiobjetivo nao-linear. Entretanto, existem outras formas de identificarmos ou separarmos os problemas de
otimizagdo, como por exemplo os de Programacio Convexa (PC), que é um conjunto de problemas de programagao
matematica que engloba todos os problemas lineares e alguns casos particulares de nao-lineares.

Escolher o objetivo para ser otimizado é um passo critico no processo de modelagem de um problema do mundo
real e a solugao 6tima a ser obtida depende totalmente dessa escolha. Em um subgrupo de problemas praticos, varios
objetivos podem ser definidos e muitas vezes eles sao conflitantes e/ou nao-mensurdveis. No intuito de solucionar
esse tipo de problema é que surgiu a otimizacao multiobjetivo, que é um ramo da area de otimizagao matematica.
A otimizacao multiobjetivo foi desenvolvida para resolver problemas de programacao matemaética com véarias fungoes
objetivo. Devido a esse ponto de conflito, o conceito classico de otimalidade nao pode ser aplicado, pois agora serd
encontrado um conjunto de solugoes 6timas que otimizam esse tipo de problema.

Os trabalhos cldssicos de Vilfredo Pareto, vide [55,/56], introduziu o conceito de Pareto-otimalidade e iniciou o
campo de otimizagao multiobjetivo. Depois desses trabalhos, a solugao de um Problema de Otimizagao Multi-objetivo
(POM) é caracterizada por um conjunto de pontos chamados nao-dominados ou eficientes. Atualmente, o enfoque
multiobjetivo encontra aplicacoes em qualquer area que o processo de tomada de decisao esteja centrado em problemas
de otimizagao.

Métodos especificos para resolver problemas de programagao multiobjetivo foram propostos em [10,[29]. Esses
métodos sao classificados de acordo com o instante que o decisor aplica os seus critérios. Trés métodos sao propostos:
(i) Métodos a-Priori, onde o decisor atribui esses critérios antes de realizar a execugdo de qualquer método; (ii)
Métodos a-Posteriori, onde o decisor permite que os métodos encontrem um conjunto de soluctes eficientes para
depois ele escolher uma solugdo diante desses critérios; e (iii) Métodos interativos, onde esses critérios sdo aplicados
no decorrer da execucao dos mesmos com a tentativa de guiar a uma solugao eficiente.

2.1 Conceitos basicos
Alguns conceitos envolvidos em otimizacdo sao importantes de serem apresentados.

e Problema geral multiobjetivo

O problema de otimiza¢ado multiobjetivo foi definido por [54] como sendo o problema que visa encontrar um
vetor de varidveis de decisao que satisfaz as restricoes e otimiza uma fungao vetor cujos elementos representam as
funcgoes objetivo. Estas funcoes formam uma descricao matematica dos critérios de performance que normalmente
sao conflitantes entre eles. O termo otimizar significa encontrar uma solugao tal que fornega os valores de todas
as funcoes objetivo aceitaveis pelo designer.

Formalmente podemos dizer que um problema multiobjetivo minimiza F (x) = (f1 (x),..., [k (X)) sujeito a m
restrigoes de desigualdade g; (x) < 0, i = 1,...,m e p restrigdes de igualdade h; (x) =0,i=1,...,p, x € Q.
Uma solugao do problema multiobjetivo minimiza as componentes do vetor (x = z1,...,z,) de algum universo
Q.

e Dominancia de Pareto

O espago de busca (2 é parcialmente ordenado no sentido de que duas solucoes arbitrarias sao relacionadas de
duas possiveis maneiras: ou uma domina a outra ou nenhuma delas domina. Este conceito pode ser formalizado
da seguinte forma. Sejam a e b € 2, dizemos que a domina b se e somente se:

Vie{1,2,..,k}, fi(a) > fi(b) e Fje{1,2,....k}, f;(a) > f;(b). (2)

Em outras palavras, “a nao é pior que b em nenhum dos objetivos e é melhor em pelo menos um”. Normalmente
exitem um conjunto de solugées Pareto-6timas conhecidas como soluces nao-dominadas. A figura [2] representa
o conjunto dessas solugoes.

e Fronteira de Pareto

No sentido de Pareto estd no limite da regiao de design ou no local dos pontos tangentes as fungoes objetivo. A
regido dos pontos definido por esse limite é conhecida como fronteira de Pareto, ou seja, os valores de F(x) cujo
X estd no conjunto Pareto-6timo formam a fronteira de Pareto.

2.2 Métodos para resolver de problemas otimizacao multiobjetivo

Os métodos para resolugao de POMs podem ser classificados de acordo com o momento em que o decisor aplica
seus critérios.
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Figura 2: Conjunto Pareto-étimo

2.2.1 Meétodos A Priori

O decisor define preferéncias antes da solugdo do POM. Desta forma, o problema multiobjetivo original é transformado
em problemas mais simples que podem ser resolvidos através de métodos conhecidos.

e Métodos lexicograficos: o decisor deve listar os objetivos em ordem decrescente de importancia. A primeira fun-
¢ao da lista é maximizada no espago de busca e este resultado é considerado como uma restricao na maximizagao
da segunda fungao; e assim por diante. Generalizando temos:

Maximizar fij(x) (3)
sujeito a: x € Q; (4)
onde Q; = {z : v € Q1,2 = argmax(f;;—1)}. {ij} = {i1,%2,...,10}, para i = 1,2,...,k, é o conjunto dos

objetivos i segundo a ordem de importancia j. Este método é inapropriado quando existe um grande nimero de
objetivos, até porque o decisor deve ter informagoes sobre as fungoes antes da resolugao do problema.

e Métodos baseados em limitantes: o decisor deve selecionar um objetivo de preferéncia e indicar limitantes para
os demais objetivos. Formalmente temos:

Maximizar fi(x), com [; < fi(x) < L; (5)
sujeito a: x€Q com i=1,2,....k i £ ] (6)
2.2.2 Métodos A Posteriori

Nos métodos a posteriori se busca gerar o conjunto solucao para depois escolher uma solu¢ao de compromisso. Em
outras palavras, o método fornece como resultado um conjunto de solugoes. A partir desse conjunto de solugdes, o
decisor poderd escolher a solugao que melhor se adeque aos recursos disponiveis.

e Métodos das ponderagoes: obtem uma solugao Pareto-6tima resolvendo um problema formulado a partir da
soma ponderada de todas as funcoes objetivo do POM original. O problema ponderado pode ser generalizado
da seguinte maneira:

Maximizar Z w;. fi (%) (7)
sujeito a: x e (8)

com » w; =1, w; >0,4i=1,2,....,k. Os pesos w; representam a relativa importancia de cada fungéo objetivo
no problema.

e Método das e-restrigdes: é baseado na maximizagao de uma fungéo objetivo (a mais importante) e transformando
as outras fungoes objetivo em restricoes de desigualdade. O problema e-restrito pode ser descrito como:

Maximizar fi(x) com fi(x) <e¢ (9)
sujeito a: x € para 1 =1,2,....k 1] (10)
e Método simplex multiobjetivo: este método é restrito para problemas lineares na forma:
Maximizar Cx (11)
sujeito a: Ax<b x>0 (12)

com C € RF*" 2z ¢ R* b e R™, A € R™*™,
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2.2.3 Métodos interativos

Nos métodos interativos, informagoes sobre preferéncias sao passadas para o decisor durante a resolugao do POM.
e STEM - STEP Method: procedimento interativo direcionado a resolucao de POM lineares:

Maximizar [C1x, Cax, ..., CkX] (13)
sujeito a: Ax<b x>0 (14)

com C; € RY*" z € R",i = 1,2,...,k. O decisor deve classificar cada solucdo encontrada com satisfatéria ou
insatisfatoria quando comparadas com uma solugao utépica.

e Método de Geoffrion, Dyer e Feinberg: baseia-se no algoritmo de Frank-Wolfe e é destinado para POM na forma:

Maximizar U[f1(x), fo(x), ..., fx(x)] (15)
sujeito a: x €Q (16)

onde U é uma fungao concava crescente que reflete as preferéncias gerais de um decisor em relacao aos k objetivos.
Como U nao é totalmente conhecida algumas informagoes devem ser fornecidas pelo decisor durante o processo.

Atualmente, existem vérias técnicas de programagao para resolugdo de POM. Entretanto, estas técnicas tendem a
gerar somente um elemento do Conjunto Pareto-6timo a cada rodada. Além disso, elas sdo sensiveis ao formato da
Fronteira de Pareto.

Por um lado, muitos problemas praticos nao podem ser adequadamente representados de maneira linear devido a
natureza das fungbes que sao nao-lineares. Por outro lado, os problemas de PM necessitam ser formulados de forma
clara e precisa, mas na grande maioria dos casos seus dados sao incertos, imprecisos ou mal-definidos. Existem algumas
maneiras de conseguir descrever matematicamente essas incertezas, como programagao estocastica, légica nebulosa,
caos ou até mesmo com uma aproximacao numéricas destes dados imprecisos. Nas proximas segoes serao apresentados
alguns métodos baseados no conceito estocastico para obter a fronteira de Pareto e como os dados incertos podem ser
tratos usando logica nebulosa.

3 ALGORITMOS EVOLUTIVOS PARA OTIMIZACAO MULTIOBJETIVO

O termo algoritmo evolutivo (AE) se refere a uma classe de métodos de otimizagao estocdstica que simulam o
processo da evolugao natural. Sua origem ocorreu no final da década de 1960 e desde os anos 70 muitas metodo-
logias evolutivas vém sendo propostas, principalmente por algoritmos genéticos, programacao genética e estratégias
evolutivas.

Dentre as vérias dreas emergentes nas quais os Algoritmos Evolutivos (AEs) [5] se destacaram, a otimizagdo multi-
objetivo é uma das que apresentou maior crescimento nos tltimos anos [16]. Um problema de otimizagao multiobjetivo
difere de um problema de otimizacao com objetivo tinico por possuir varios objetivos, muitas vezes conflitantes, que
necessitam ser otimizados. Ao contrario de um problema mono-objetivo, os problemas multiobjetivos nado possuem
uma solucao 6tima tnica. Uma solugdo adequada deve obter um desempenho adequado para todos os objetivos [52].

O potencial dos algoritmos evolutivos para resolver problemas de otimizagao mutiobjetivos foi sugerido nos anos 60
por [58]. Porém a primeira implementacao de um algoritmo evolutivo multiobjetivo s6 foi desenvolvido em meados dos
anos 80 [64165]. A partir dai, uma quantidade considerdvel de pesquisas vém sendo feitas nessa drea [20]. A crescente
importancia desse campo é refletida pelo aumento significante dos artigos técnicos em conferéncias internacionais.
Usando o pacote Bibliometrix no R [3], foi possivel realizar uma compilagdo das buscas feitas nas bases de dados
SCOPUS e Web of Science com as palavras chave: (multiobjective OR multi-objective) AND (programming OR
optimization) AND evolutionary AND algorithm. O resultado obtido pode ser observado na Figura

A maior motivagao para usar algoritmos evolutivos (principalmente os algoritmos genéticos, baseados em [34135/38])
para resolver problemas de otimizacao multiobjetivos é devido ao fatos dos AEs lidarem simultaneamente com um
conjunto de possiveis solugoes (populacdo) que nos permite encontrar varios membros do conjunto Pareto-6timo em
apenas uma execucao do algoritmo ao invés de ter que realizar uma série de execugoes separadas como no caso
das técnicas de programacgido matemdtica tradicionais [52]. Além disso os AEs s@o menos susceptiveis & forma ou
continuidade da fronteira de Pareto, ja que esses sao problemas conhecidos para as técnicas de programacgao matematica
[111{12L21}/90].

Virios problemas de otimizagao admitem multiplas (e muitas vezes, conflitantes) fungdes objetivo. Um Problema de
Otimizagao Multiobjetivo (POM) pode ser definido como o problema de encontrar um vetor de varidveis de decisdo que
satisfaga as restrigoes e otimize a fungao vetorial cujos elementos representam as fungoes objetivo. Nestes problemas,
otimizar significa encontrar todos os valores aceitaveis para as fungoes objetivos para uma tomada de decisao.

Os Algoritmos Evolutivos (AE), em especial os Algoritmos Genéticos (AG), tém demonstrado bom desempenho na
resolucao de POMs e nos ltimos anos varias abordagens foram apresentadas. A maioria das propostas de Algoritmos
Evolutivos para Otimizacdo Multiobjetivos (AEOM) considera mecanismos de preservagao de diversidade, fitness

%)



Learning and Nonlinear Models - Journal of the Brazilian Society on Computational Intelligence (SBIC), Vol. 19, Iss. 2, pp. 51-68, 2021

(© Brazilian Society on Computational Intelligence

Quantitade

2000
1800
1600
1400
1200
1000
800
600
400
200

O o &N M S LW LW N W OO H N M ST NNV N 000 O o
S O O O © © © © © O o wW od dA o d d oA 9 od &
©O ©O © © © © © © © ©O O O O O O O O O O O O O
N 8 8 N N N8 8]0~~~

Figura 3: Quantidade de artigos publicados com Algoritmos Evolutivos para Otimizagao Multiobjetivo de 2000 até
2021.

sharing, restrigoes de mating e crowding. Estes mecanismos sao empregadas com o intuito de resolver o problema da
convergéncia prematura e garantir também a uniformidade das amostras da fronteira de Pareto.

O tamanho da populagao influencia fortemente na capacidade de convergéncia do AEOM através da fronteira de
Pareto, pois populacoes pequenas nao provem diversidade suficiente entre os individuos.

O conceito de elitismo também ¢é incorporado e tém garantido melhor desempenho aos algoritmos. Em algumas
das abordagens estudadas, ¢ comum manter um conjunto externo de solugoes nao-dominadas entre todos os individuos
gerados até a populagao corrente. Uma desvantagem na utilizacao deste conceito é quando informagoes de preferéncias
sao incluidas na atribuigao de fitness e essas preferéncias mudam com o tempo.

A avaliagao da funcao de fitness e o critério se selecao sao especialmente importantes na busca pelo Conjunto Pareto-
6timo. Trés enfoques sdo normalmente abordados: selegao por critério (alternagdo dos objetivos durante a selegao),
selegdo por agregagao (multiplos objetivos sdo combinados em um sé) e selecido baseada em Pareto-dominancia.

Finalmente, no decorrer do processo de otimizacao multiobjetivo é comum que solucdes nao dominadas em um
determinado estagio tornem-se dominadas por solugoes superiores em um estagio posterior. Logo, um monitoramento
da populagao envolvida deve ser realizado: quao boa ou superior é uma geragao em comparagao a anterior.

Na comparagao entre as abordagens apresentadas alguns benchmarks foram propostos por diversos pesquisadores.
Os conceitos gerais de POM ser@o apresentados, juntamente com os métodos de resolucao. As diferentes abordagens
de AEOMs serao discutidas e varias aplicagbes serao apresentadas.

3.1 Visao Geral de Algoritmos Evolutivos para Otimizacao Multiobjetivo

Considerando que a solugao de um POM é constituida por um conjunto de pontos, a utilizagao de AEs parece
imediata, pois considera simultaneamente uma populagao de solugoes. Isto permite encontrar varios pontos do conjunto
Pareto-6timo em uma tnica rodada do algoritmo (paralelismo), ao contrdrio das técnicas tradicionais de programagao
matematica, que necessitam de uma série de rodadas separadas. Adicionalmente, os AEs s@o menos susceptiveis a
forma ou & continuidade da fronteira de Pareto. Os Algoritmos Evolutivos para Otimizacao Multiobjetivo (AEOM)
sao classificados como métodos a posteriori, visando a geracao de pontos uniformemente distribuidos que representem
o Conjunto Pareto-étimo.

O campo de pesquisa em AEOM ficou praticamente inativo durante anos. Comecou a crescer em meados dos anos
90, quando vérias técnicas e aplicagoes foram desenvolvidas. Na figura 2 apresentamos o nimero de publicagoes sobre
AEOM por ano.

3.2 Classificacao dos Algoritmos Evolutivos para Otimizagao Multiobjetivo

As diferentes técnicas de AEOM podem ser classificadas em:

O VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm) foi o primeiro trabalho em algoritmos evolutivos para otimizagao
multiobjetivo proposto por Schaffer .

O MOGA (Multi-Objective Genetic Algorithm), foi proposto por . O rank de um individuo é igual ao
numero de individuos da populagao corrente pelos quais ele é dominado e, todos os indivuos nao dominados tém o
mesmo rank. Utiliza fitness sharing e mating.

O NPGA (Niched-Pareto Genetic Algorithm) foi proposto por . Utiliza selecao por torneio baseado na
Pareto-dominancia e fitness sharing. NPGA2 foi proposto in e utiliza Pareto ranking, mas matem selegao por
torneio e fitness sharing do NPGA.

O NSGA (Nondominated Sorting Genetic Algorithm) foi proposto por . Baseado em fronteiras de classificagao
dos indivuos; aos individuos nao-dominados sao atribuidos valores de fitness dummy, e eles sao removidos da populagao;
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o0 processo se repete até toda a populacdo estar classificada. Utiliza fitness sharing. O NSGA 2, proposto em [22], é
computacionalmente mais eficiente do que o NSGA, além de utilizar elitismo e comparagao por crowding.

O PAES (Pareto Archived Evolution Strategy) foi proposto por [14]. Utiliza a estratégia evolutiva (1+1), basi-
camente uma busca local baseada em mutacao e Pareto-dominéncia, além de uma memoria externa com todos os
individuos nao dominados encontrados anteriormente.

O PESA (Pareto Envelope-based Selection Algorithm) foi proposto por [15]. Utiliza uma pequena populagao
interna e uma grande populagdo externa. O mecanismo de selegdo é baseado em uma medida de crowding, que
também é utilizada para decidir quais individuos entrarao na populagao externa (guarda os individuos nao dominados
encontrados durante o processo evolutivo). O PESA2 é a versao revisada do PESA, na qual uma selegdo baseada em
regioes é adotada [14].

O MOMGA (Multi-Objective Messy Genetic Algorithm) foi proposto in [75] com o intuito de estender os algoritmos
genéticos messy para a resolugdo de problemas de otimiza¢ao multiobjetivo [76]. O MONGA2 em [93] pode ser visto
como uma versao revisada do MOMGA.

O SPEA (Strength Pareto Evolutionary Algorithm) foi proposto em [92]. Utiliza sele¢ido por torneio e fitness
sharing. Nichos nao sao definidos em termos de distancia mas em Pareto-dominancia. Individuos nao dominados sao
mantidos em uma populagao externa. SPEA2 [91] é a versao revisada do SPEA, com melhora na associagao de fitness
e incorporagao da informacdo de densidade da vizinhanca. O Micro-GA proposto em [13] é similar ao PAES.

Algumas destas abordagens sao discutidas mais detalhadamente em [11]. Observamos que os algoritmos SPEA
2 e NSGA II representam as técnicas mais promissoras para a resolucao de algoritmos evolutivos para otimizagao
multiobjetivo.

4 PROGRAMACAO MULTI-OBJETIVO FUZZY

A 16gica nebulosa e a teoria dos conjuntos fuzzy foram desenvolvidas por L. A. Zadeh [80], na tentativa de refletir
matematicamente a imprecisdo do mundo real . Hoje em dia, a 1égica nebulosa, ou melhor, Soft Computing (SC) é
empregada com grande sucesso na concepgao, construgao, formulagao e utilizagao de uma ampla gama de produtos
e sistemas em que o funcionamento é diretamente baseado na forma de raciocinio do ser humano. Um problema de
programacao multiobjetivo fuzzy irrestrito pode ser formulado como

min F~(c,§) (17)
saa Xe)

sendo que F = (f1, fa,.-., fm)(m > 2) um vetor de objetivos, ¢ € F(R™*P) representa os parametros fuzzy nas
fungdes objetivo e © = F(R™) ¢ o conjunto de solucio factiveis. F(R) define o conjunto de ntimeros fuzzy, F(R™)
define o conjunto de vetores n-dimensionais com parametros fuzzy e F(R™*P) define o conjunto de matrizes (m x n)-
dimensionais com parametros fuzzy. Dentre os parametros incertos que foram descritos no Problema , podemos
observar que as imprecisoes podem estar presentes em varios pontos do problema.

Existem casos de problemas do mundo real em que os seus parametros sao raramente conhecidos com exatidao e
necessitam ser estimados. Assim, a aplicagdo de métodos que consigam descrever matematicamente essas imprecisoes
é necessdria, como descrito em [2,491/53,|77]. Outras técnicas de resolugdo de problemas de otimizacdo fuzzy podem
ser encontradas em [4}|23/42,67H69, 72, 74L(86]

Nessa secao sao apresentadas algumas abordagens propostas para resolver problemas de programagao multiobjetivo
restritos em um ambiente fuzzy. Os parametros fuzzy podem estar presentes nas fungdes objetivo, como também nos
coeficientes, varidveis e/ou relacido de ordem no conjunto de restricées. Um problema de programagao multiobjetivo
fuzzy restrito pode ser formulado da seguinte maneira:

min

)
)</ b (18)

M K

F(g;
G(&;

s.a

o}l

M

S

onde F = (f1, fa,..., fm) (m > 2) é um vetor de objetivos, G = (¢1,...,q:;) é um vetor de fung¢oes que restringem a
regido factivel e </ representa uma relacio de ordem fuzzy que compara niimeros fuzzy. ¢; € F(RP¢) (parai =1,...,m)
representa a quantidade de custos fuzzy em cada fungdo objetivo 4, a; € F(R%) (para j = 1,...,l) representa a
quantidade de coeficientes fuzzy em cada funcao de restrigao j, e be F(R!) representam os parametros fuzzy do termo
independente, enquanto X representa as variaveis de decisao fuzzy, sendo Qe F(R™) o conjunto de solugoes factiveis
fuzzy. Neste trabalho, toda imprecisao é representada por fungoes de pertinéncia definidas pelo decisor.

A incerteza pode estar presente em diferentes pontos no conjunto de restrigdes ou simplesmente nao existir impre-
cisoes. Assim, é possivel dividir em duas abordagens principais. A primeira abordagem é um conjunto de restrigoes
sem imprecisao, isto €, as restricoes sao cldssicas e usam os critérios tradicionais para garantir a exequibilidade das
solugoes. No momento que surgem as imprecisoes, essas podem ser de dois tipos. O primeiro é definido quando a
incerteza estd presente na relacado de ordem do conjunto de restrigoes e o segundo quando os coeficientes de um dos
lados da relagao de ordem ou de ambos os lados sao incertos.
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Em [§] é definida a decis@o fuzzy como a interseccao das vdrias metas, e é formalizada como segue:

Definicao 4.1 Assuma que as fungdes de pertinéncias que descrevem o objetivo fuzzy g e a restrigio fuzzy pc sdo
dados em um espaco de alternativas X. Entdo, pug e pco sdo combinados para formar a decisao fuzzy, up, que é um
conjunto fuzzy resultante da interseccdo de ug e pe:

sup fp(x) = sup [ug(x) A pe(x)]

xeX xeX
que € basicamente uma escolha ou um conjunto de escolhas de objetivos e restri¢oes das alternativas vidveis no conjunto
fuzzy X.

Note que na Definigao 0s objetivos e as restrigoes fuzzy sao inseridos na expressao que define uma outra fungao
de pertinéncia, que denominamos por pup. Assim, é possivel encontrar uma decisdo méxima para um problema
extremo por uma fungdo escalar, como descrito em |\ Seja ¢[0,1] — [0,1], onde ¢(a) = SupPxex(a) bG(X), com
X(a) ={xeR"| pux(x) > a}. Se ¢ é continuo em [0,1] entdo tem um ponto fixo @ e, portanto,

sup up(x) = sup pg(x) =a.
xeX xeX (@)

A partir do que foi exposto acima, a investigacdo sobre programacao multiobjetivo fuzzy restrita pode definir o

conjunto Pareto 6timo fuzzy, assim como as condigoes de otimalidade de KKT para solugoes nao-dominadas fuzzy sao
estabelecidas. Os enfoques mostrados nessa segao sédo baseados nos trabalhos [17H19}/6872]

4.1 Levantamento bibliografico

Usando novamente o pacote Bibliometrix no R , foi possivel realizar uma compilacao das buscas feitas nas bases
de dados SCOPUS e Web of Science com as palavras chave: (multiobjective OR multi-objective) AND (programming
OR optimization) AND evolutionary AND algorithm AND fuzzy. O resultado obtido pode ser observado na Figura
9!

Quantitade
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Figura 4: Quantidade de artigos publicados com Algoritmos Evolutivos para Otimizagao Multiobjetivo em Ambiente
Fuzzy de 2000 até 2021.

O assunto escolhido para o presente artigo foi o de programagao matemédtica multiobjetivo em um ambiente fuzzy,
onde as imprecisdes podem estar presentes nas fungdes objetivo e/ou nas fungdes que geram o conjunto restrigao.

Os métodos de otimizagao usam frequentemente programacgao matemadtica classica, que tenta desenvolver um
modelo exato para o problema que estamos interessados em otimizar. Alguns destes métodos podem ser encontrados
em [6}10[33}/36,/51]. Contudo, a modelagem desses problemas podem conter ambiguidades em seus dados, o que
frequentemente ocorre em problemas do mundo real. Em recentes anos, a teoria de nimeros fuzzy mostrou grande
potencial para lidar com sistemas que s&@o nao-lineares, complexos, mal-definidos e ndo bem entendidos. Ela encontrou
numerosas aplicacoes devido a sua facil implementacao, flexibilidade e tolerancia natural aos dados imprecisos. Essas
qualidades podem ser teis para representar comportamentos de complexidade arbitraria porque a teoria de ntimeros
fuzzy esta baseada em termos de linguagem natural. Em é discutido o uso de teoria de conjuntos fuzzy que é uma
teoria precisa de argumentos imprecisos e aproximados. Algumas aplicagées podem ser encontradas em , e
estao inseridas nos campos de reconhecimento de padroes, andlise de dados, controle, economia, pesquisa operacional,
entre outros.

As representacoes e manipulagoes aritméticas das quantidades numéricas incertas podem ser feitas usando a teoria
de nimeros fuzzy. Entretanto, a comparacao entre dois ou mais nimeros, intervalos e conjuntos fuzzy nao é facil.
Existem na literatura vérios enfoques que foram desenvolvidos para conseguir compard-los (veja alguns exemplos
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em [9}24,1441145/|57]), sendo que cada um é baseado em um ponto de vista diferente ou leva em consideracao possiveis
necessidades especificas do problema a ser resolvido. Diante desta variedade de opgoes, os autores aqui destacam a
teoria de possibilidade, que é andloga & teoria de probabilidade e foi proposta por Zadeh [81] para agregar o conceito
de uma distribuicao de possibilidade a teoria de conjuntos fuzzy. Alguns indices de comparagao para ordenar nimeros
e intervalos fuzzy empregam a teoria de possibilidade e eles foram propostos em [25]. Um outro ponto de vista
é descrito em alguns trabalhos que transformam um problema de programacao fuzzy em um ou varios problemas
cléssicos e, nesse momento, pode-se usar métodos classicos para encontrar a melhor solucao ou um conjunto étimo de
solugbes. Um exemplo desse procedimento é descrito em [43], que transforma um problema de otimizacao fuzzy com
um unico objetivo em um problema multiobjetivo classico e o nimero de fungoes objetivo é definido pela quantidade
de coeficientes imprecisos presentes no problema fuzzy original.

4.2 Abordagens desenvolvidas para resolver problemas multiobjetivo em ambiente fuzzy

Vérias nocoes de Pareto-otimalidade fuzzy foram descritas baseadas em diferentes métodos de comparagao entre
nimeros com certa imprecisao. Estes métodos sao de grande importancia, pois sao usados para ordenar as solucoes
candidatas e obter o conjunto de solucées nao-dominadas. As definicdes de Pareto para problemas fuzzy podem ser
divididas de trés maneiras: (i) o uso de funcoes de pertinéncia para descrever as incertezas inseridas nas fungoes
objetivo; (ii) coeficientes fuzzy como pardmetros somente nas fungoes objetivo; (iii) coeficientes fuzzy como paradmetros
nas funcoes objetivo e no conjunto de restrigoes.

4.2.1 Fungao de pertinéncia das fungoes objetivo

O trabalho pioneiro em usar fungées de pertinéncia para representar as fungoes objetivos e fungoes de restricdo foi
desenvolvido por Bellmann e Zadeh [8] e foi usado como referéncia para muitos outros trabalhos. Contudo, outros
pesquisadores descrevem maneiras diferentes de usar as fungoes de pertinéncia para obter um conjunto de solugées
eficientes do problema multiobjetivo a ser otimizado, como descrito no decorrer dessa subsecao.

Enfoque de Bellmann a Zadeh: Em [8], encontramos o primeiro desenvolvimento na dire¢ao de resolver problemas de
programacao multiobjetivo com dados imprecisos. O objetivo principal estd em representar as incertezas por nimeros
fuzzy usando funcoes de pertinéncia para permitir um certo tipo de flexibilizacao dos dados imprecisos, tanto quando
o objetivo € incerto como também quando a formacao do conjunto de restricao é fuzzy. Em um segundo momento é
realizado uma agregacao de todas essas fungdes de pertinéncia no intuito de encontrar um valor que melhor satisfaca
todas as fungoes de pertinéncia ao mesmo tempo, que é chamado de nivel de satisfagao. Alguns trabalhos adotam essa
abordagem para resolver problemas de programagao multiobjetivo linear, dentre os quais se destacam [78,87,[38].

Esse nivel de satisfagao pode ser dado por uma escolha ou por um conjunto de escolhas realizadas pelo decisor. E
possivel destacar que essa decisao pode ser definida por um conjunto fuzzy de alternativas, resultantes da interseccao
dos objetivo e restrigoes. Dessa maneira, esse conceito é definido da seguinte forma:

Definicao 4.2 Assuma que sdo dados um objetivo fuzzy G e uma restricao fuzzy C, que estdo em um espaco de
alternativas X. Entdo, G e C' sdo combinados para formar a decisio D, a qual é um conjunto fuzzy resultante da
intersecgao de G e C, isto €,

D=G[)C.

Pode ser observado que nesse caso foram considerados para um tnico objetivo e uma unica restrigao fuzzy, mas
essa definicdo pode ser generalizada para miltiplos objetivos e restrigdes. Assim, se existem m objetivos Gy, ...,Gp,
e p restrigoes C1, ..., C, sobre um espago de alternativas X, entao a decisao resultante é a intersec¢do dos objetivos e
restrigoes fuzzy que foram dados, isto é,

D=Gi[)..-(\Gm[)C:[)---(Co

Note que na equagao acima os objetivos e restrigoes fuzzy sao inseridos da mesma maneira, de uma forma mais
genérica, como foi descrito na Definicao na obtencao da decisao fuzzy. Essa é a ideia basica, que indentifica uma
regra para tratar os objetivos e as restrigoes na obtengao de um processo de decisao em um ambiente fuzzy.

Enfoque de Farina e Amato: Em [27] e [28], uma sequéncia de defini¢oes de otimalidade é proposta, que pode
ser dividida em quatro partes. Essa sequéncia comega com a definicao de Pareto-otimalidade classica e depois eles
apresentam trés defini¢oes envolvendo conjunto de numeros fuzzy. Cada uma delas é uma extensao da defini¢ao
classica. Usando exemplos, os autores mostram que a definicao de Pareto-otimalidade pode ser insatisfatéria devido
essencialmente a trés razoes:

1. Numero de valores objetivos melhorados e iguais nao é levado em conta;

2. Magnitudes das melhoras nao sao levadas em conta;
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3. Nenhuma preferéncia entre os objetivos é considerada.

A sequéncia segue com uma definicao de k-otimalidade, que introduz trés fungdes para cada par vi, ve € Q. A primeira
funcado, np, determina o nimero de funcées objetivo para as quais vi domina vo; a segunda, n., retorna o nimero
de fungoes objetivo para as quais as duas solugoes candidatas sao equivalentes; a ultima funcao, n,,, é o contador de
fungoes objetivo para as quais vi é dominado por va. Seja M o ntmero de fungoes objetivo. Para k € [0, 1], pode-se
definir o conceito de (1 — k)-dominancia e k-otimalidade como segue

Definicao 4.3 ((1-k)-dominéncia) vy € dito ser (1 — k)-dominado por va se

ne < M
. M—n, (19)
{ b 2 T

Definicao 4.4 (k-otimalidade) v* € k-dtimo se nao existe nenhum v € Q tal que v k-domina v*.

O terceiro elemento na sequéncia é a definicdo de k-otimalidade fuzzy, que é uma definicdo estendida da k-
otimalidade com as trés fungoes ny, n. e n, substituidas por fungoes de pertinéncia nf , nE, nE. Os conceitos
de (1 — kp)-dominancia e (kg)-otimalidade também sdo extensdes e sdo redefini¢oes dos conceitos anteriores. Essa
sequéncia termina com uma definicao de otimalidade fuzzy mais geral. Uma defini¢do fuzzy da relagao de dominancia

muda ela mesma as fungoes nf , n', nE. Essa definicdo ¢ dada abaixo.

Definicao 4.5 (Dominancia fuzzy) Seja pup(vi,ve) uma fungdo de pertinéncia definida como segue.
pp(vi,va) £ fup (ng (vi,va),nl (vi,va), nl (vi, va)) (20)
onde f,,, pode ser uma funcgdo de pertinéncia ou um sistema fuzzy.

Definicdo 4.6 (Otimalidade fuzzy) Uma funcdo de pertinéncia po representa a relagao da otimalidade fuzzy se v*
pertence ao conjunto definido pelo corte krp em po para qualquer kp € [0,1] e somente se nao existe nenhum v €

tal que up(v,v*) > kg (21)

Enfoque de Koppen e Nickolay: Uma abordagem baseada na insercao de imprecisao, o que chamaremos de “fuzzi-
ficagao” da relacao de dominancia de Pareto é proposta em [46] e [47]. Essa nova abordagem determina valores que
ajudam na ordenagao de um conjunto de vetores usando graus de imprecisao de dominancia, o que resulta na definigao
abaixo:

Definicao 4.7 E dito que o vetor a domina o vetor b com grau g de acordo com a divisao

1ta (@, g) — W (22)

e que o vetor @ € dominado pelo vetor b com o grau i, de acordo com a divisdo

1p(@,0) = Hnﬁn(;b) (23)

Observe que as defini¢coes nao sao simétricas, porque elas diferem no denominador. Esses graus de dominancia
sao usados para ordenar um determinado conjunto de vetores de dimensao M, que representam o espaco das fungoes
objetivo. O valor desses vetores pode ser o valor de adaptagdo de um problema de otimizacao multiobjetivo. Os M
elementos sao ordenados em uma ordem crescente dos valores calculados pela definicao acima pela seguinte equagao:

ry (@) = max  pu,(d,b) (24)
beM\{a}

Note que essa definigdo estd relacionada com um conjunto. Um valor de ordenacdo do vetor @ de dimensao M pode
somente ser designado com referéncia aos M dados contidos em a.
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Enfoque de Sakawa usando fungao de pertinéncia: Outro enfoque bastante conhecido para tratar modelos de otimiza-
¢ao imprecisos estd descrito em [59], e assume meta fuzzy para cada fungdo objetivo de um problema de programagcao
multiobjetivo, as quais sao descritas pelo decisor. Assim, é possivel deixar mais flexivel os requisitos rigidos dos pro-
blemas de programagao multiobjetivo para a minimizagao das m fungoes objetivo diante de um conjunto de restrigoes.
Logo, o problema multiobjetivo flexibilizado pode ser escrito da seguinte forma:

I;l\i?l f(x):(fl(x)a“'afm(x))
sa xeQ={xeR"g(x)<0, j=1,...,p} (25)

sendo que o simbolo min denota uma versdo relaxada da funcao min tradicional e essa relaxagao é a responsavel em
interpretar uma relacao que nao é bem conhecida, isto é, as k fungoes objetivo devem ser minimizadas tanto quanto
possivel, dentro do espago factivel.

Essas imprecisoes podem ser descritas por conjuntos fuzzy e quantificados por fungdes de pertinéncia, p;(f;(x)), i =
1,...,m, para todas as fungoes objetivo. Em geral nos problemas de minimizacao, a meta fuzzy pode ser descrita
como “substancialmente menor que ou igual a algum valor p;”, onde d; é a violagao maxima permitida, ou seja, é o
menor valor que a funcao de pertinéncia pode assumir e o seu nivel de satisfagao é zero. Essas fungoes de pertinéncia
sao fungbes monotonicamente decrescentes e podem ser formuladas da seguinte maneira:

1 fil(x) < fi
pi(fi(x)) = pi(x) fi < fi(x) < fi+d; (26)
0 fi(x) > fi +d;

onde f; representa o i-ésimo valor da funcdo objetivo, tal que o grau da funcdo de pertinéncia u;(f;(x)) seja igual a 1,
enquanto f; + d; assume valor igual a 0 nessa fungao de pertinéncia. Os demais graus dessa funcao de pertinéncia, que
estd dentro de intervalo [0, 1], sGo expressos pela fungdo monotonicamente crescente d;(x), para cada i = 1,...,m.

Diante desse contexto, a definicao basica de uma solucao nao-dominada pode ser modificada para que atenda a
condi¢ao mais flexivel da fungao min. Logo, a definicao modificada, que é chamada solugao 6tima M-Pareto, de uma
solugao nao-dominada pode ser descrita como segue:

Definicao 4.8 x* € Q ¢é dito ser uma solu¢ao otima M-Pareto para um problema de programagao multiobjetivo com
meta fuzzy se, e somente se, nio existe um outro x € § tal que p;(f;(x*)) > wi(fi(x)) para todo i = 1,...,m e

wi(f5(x)) # pi(f(x*)) para ao menos um j.

Assumindo que estamos tratando problemas nao-lineares, a definigao acima é somente védlida para problemas que
podemos garantir uma solugao global para cada fungao objetivo. Entretanto, muitos problemas reais nao permitem
isso e necessitamos garantir uma solugao local. Assim, uma solug¢do 6tima M-Pareto local pode ser definida como:

Definicao 4.9 x* € ) € dito ser uma solugdo otima M-Pareto local para wm problema de programacdo multiobjetivo
com meta fuzzy se, e somente se, dado um nimero real 6 > 0 ndo eziste um outro x € QN (x*,0) tal que p;(f;i(x*)) >
wi(fi(x)) para todo i = 1,...,m e p;(f;(x)) # w;(f;(x*)) para ao menos um j, sendo que N(x*,0) representa uma
vizinhanca de tamanho § do ponto x*.

Infelizmente, muitas vezes as solugdes étimas M-Pareto (locais) consistem de um nimero elevado de pontos e,
portanto, o tomador de decisdo deve selecionar uma solugéo final (local) que pertence ao conjunto 6timo M-Pareto
(local) como uma solugéo satisfatéria.

4.2.2 Coeficientes fuzzy nas fungoes objetivo

Nesta subse¢@ao o foco estd em abordagens que tratam de parametros imprecisos, que é o mesmo que fuzzy nesse
trabalho, somente nas fungoes objetivo, mas foi encontrado somente um trabalho com essa caracteristica e o mesmo
estd descrito abaixo.

Enfoque de Hussein e Maaty: O artigo [41] usa uma fungao de distribuigdo de possibilidade para derivar uma relagao
de ordem entre ntimeros imprecisos. Esse trabalho introduz o conceito de solugao eficiente a-fuzzy , em que a solugao
eficiente ordindria é estendida baseada no a-corte de niimeros fuzzy.Uma condi¢ao necessaria e suficiente para definir
uma solugao candidata é estabelecida. Ele usa a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.10 z* € X ¢ dito ser uma solugdo eficiente a-fuzzy para o problema de programac¢do multiobjetivo ndo-
linear se nao eriste nenhum outro x € § tal que

pafa € Rz-lepj\fjﬂxaaj) < fi(@* a5)} =
= SUP(q,,...,an)€A mln{/‘flu (a11)7 sy Magp, (a1171)7
sy Mag, (anl)a s a:u&n,pl (anpl)} >«
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sendo que a € [0,1] e
A={aeRZi=17P|f)(z,a)
fi—1(z,a5-1) )
filw, az) < f;(x", a;),
firi(@,a541) < fiva(@*, aj41),
B fn(xv an) < fn(x*a an)}

fl('r*aal)a"'a

<
< fjfl(x*vajfl )

Diante da finalidade de caracterizar a solugao eficiente a-fuzzy para o problema de programagao multiobjetivo
nao-linear, é possivel considerd-lo como um problema multiobjetivo paramétrico. Logo, pode-se analisar as mudancas
globais somente nas restrigoes e nas fungoes objetivo.

4.2.3 Coeficientes fuzzy nas fungoes objetivo e restrigoes

Os enfoques descritos nesta subsecao tratam de parametros incertos nas fungoes objetivo e no conjunto de restrigoes.
Esses métodos sao mais abrangentes que os anteriormente expostos. Isso ocorre porque se nao houver incerteza no
conjunto de restrigoes, os mesmos ainda podem ser aplicados.

Enfoque de Sakawa: Um dos primeiros trabalhos sobre Pareto-otimalidade fuzzy, que estd descrito em [59], usa
conjuntos a-corte para resolver problemas de programacao multiobjetivo com parametros imprecisos. Esses conjuntos
sao definidos como segue:
min  f(x,a) 2 (fi(x,a1), fo(x,a2),..., fulz,ar))
s.a x€X(b) 2 {xreR"g(x,b;) <0,5=1,...,m} (27)
(a,0) € (A, B)a

sendo que A € F(R*) e B € F(RY) representam, respectivamente, um vetor de parametros fuzzy, os quais sdo
encontrados nas fungdes objetivo e no conjunto de restricdes. Esses coeficientes sdo representados por (a,b) € RF x R7,
que pode ser arbitrariamente definido por qualquer valor pertencente a (A, B),. Esse subconjunto fuzzy é criado por
todos os vetores, cujos graus de cada funcao de pertinéncia excedem o nivel a. O conceito de a-Pareto-otimalidade
global e/ou local é introduzida abaixo.

Definigao 4.11 (Solugao 6tima de a-Pareto (local)) z* € X (b) é dito ser uma solugcdo a-Pareto-otimo (local) para o
a-problema de programacgdo multiobjetivo nao-linear se e somente se nao existe nenhum outro x € X (b)(NN(z*,71))
e (a,b) € (4, B)o(NN(a*,b*, ")) tal que fi(x,a;) < fi(z*,af), i = 1,2, ..., k, sendo que pelo menos uma dessas i
desigualdades seja estrita, onde os valores correspondentes dos parametros a* e b* sao chamados parametros détimos
para um certo nivel a (e N'(x*,r) 2 {x € R"||x — 2*|| < r} denota a r vizinhanga de x*).

As solugbes a-Pareto-6timas podem ser obtidas através de uma aplicacao direta dos métodos usuais para resolver
problemas com um unico objetivo. Contudo, esse conjunto de solugoes geralmente compreende um nimero infinito de
pontos e a decisdo deve selecionar uma tnica solugao global e/ou local baseada em critérios subjetivos.

Em [59], sdo apresentadas algumas defini¢oes para obter solugdes eficientes em problemas de otimizac¢do multiob-
jetivo com incertezas nas diferentes formas. As trés principais definigdes descritas por [59] estdo a seguir:

Definicdo 4.12 (solugao M-pareto-6tima (local)) x* € X € dito ser uma solugdo M-pareto-dtima (local) para o PNLMO
generalizado se, e somente se, nao eziste outro x € X (NN(x*,9)) tal que p;(fi(x)) > pi(fi(x*)) para todo i e
wi(f(x)) # i (f3(x*)) para ao menos um j, sendo que N(x*,0) denota a 6 vizinhan¢a de x*.

Definicao 4.13 (solugao a-pareto-étima (local)) x* € X(b) € dito ser uma solu¢io a-pareto-dtima (local) para o a-
PNLMO se, e somente se, nio existe outro x € X (b) (NN (x*,0)) e (a,b) € (&,b), (NN (a*,b*,8)) tal que f;(x,a;) <
fi(x*,af), i = 1,...,k, com uma inequagao estrita para ao menos um i, sendo que os valores correspondentes dos
parametros a* e b* sdo chamados pardmetros a-cortes dtimos (locais).

Definicao 4.14 (solugao M-a-pareto-6tima (local)) x* € X(b) € dito ser uma solugdo a-pareto-étima (local) para o
a-PNLMO generalizado se, e somente se, nao existe um outro x € X(b) (NN (x*,0)) (NN (a*,b*,0)) e (a,b) € (a,b),
(NN (a*,b*,d)) tal que pi(fi(x,a;)) > pi(fi(x*,a7)), para todo i e p;(f;j(x, a;)) # p;(f;(x*,a})) para ao menos um
J, sendo que os valores correspondentes dos pardmetros a* e b* sao chamados parametros a-cortes dtimos (locais).

Em [61] é apresentado um algoritmo genético para um problema de Job Shop multiobjetivo, com tempo de proces-
samento e data de entrega imprecisos. As solugoes sao representadas por matrizes tarefas versus maquinas dos tempos
fuzzy de finalizagao e dos operadores genéticos mantém a diversidade da populacao através da geragao de individuos
com baixa similaridade.

Em [63], problemas multiobjetivo ndo-convexos com coeficientes fuzzy nos objetivos e restrigdes sao resolvidos
através de um algoritmo genético baseado no conceito de solugoes a-Pareto-6timas: conjunto de pontos nao-dominados
para um a-corte dos coeficientes fuzzy. O algoritmo faz uso de uma populagao de referéncia (constituida por solugoes
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totalmente factiveis) e uma populagdo convencional (com atendimento parcial do conjunto de restrigdes). A primeira
solucao de referéncia é gerada com a resolucao de um problema de minimizagao dos desvios das restricoes. Ao longo
das geragoes, novas solugoes factiveis sao geradas através do Método de bisseccdo, aplicado na direcao formada por
uma solugao de referéncia e um individuo da populagao convencional. Este tltimo procedimento é executado apds a
aplicacao dos operadores genéticos.

Em [62] e [60] sdo apresentados algoritmos genéticos para problemas multiobjetivo com diferentes niveis de priori-
dades entre os objetivos. Os problemas sao resolvidos de forma interativa, permitindo ao decisor informar os niveis de
satisfagdo dos objetivos prioritarios durante a execucao do algoritmo.

Enfoque de Ammar: Em [1] é mostrada as solugoes eficientes dos problemas de programagao multiobjetivo quadrética
fuzzy. Alguns teoremas sdo usados para encontrar uma solugdo étima da programagdo multiobjetivo quadrética
escalar relativa a coeficientes fuzzy usando vetor de decisao como varidveis fuzzy. Considere o seguinte problema de
programacao multiobjetivo quadratica aleatéria fuzzy:

min g v fj()~()2~)~(TDT)~(, r=12,... (28)
sujeito a: M:{XGR”|AX§B,X30}

sendo que D" = (d%)nxn, ™ =1,2,....k A= (4ji))mxn, B = (b1,...,0m)T, X = (Z1,...,%n),d%;,a:,b; € F(R). X
néo é um vetor aleatério fuzzy e X > 0 significa (2i)a > 0 para qualquer ¢ = 1,...,n. As relagoes < e 2 denotam as
inequagoes fuzzy.

Entéo, a técnica desenvolvida para resolver o Problema 28 o divide em vérios modelos para cada um dos diferentes
niveis de a. E claro que para qualquer valor de « € [0, 1], os modelos séo problemas de programacao quadréitica com
nimeros aleatérios. Os autores mostram que as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker para o caso quadratico o reduzem a
um problema linear complementar. Pode ser provado que se eles tém solucoes factiveis, entao existem solugoes 6timas
aleatdrias, e valores 6timos sdo varidveis aleatdrias em (€2, A).

Enfoque de Kuwano: O trabalho realizado por |48] usou uma funcéo de distribui¢do de probabilidade para derivar
uma relagao de ordem entre nimeros fuzzy. E usado nesse artigo o grau de possibilidade para transformar fungoes
objetivo do problema original em restrigoes do novo problema, sendo que esses dois problemas sao equivalentes. O
objetivo do novo problema de otimizagao multiobjetivo é maximizar o grau de possibilidade das novas restri¢coes ou
minimizar o conjunto de nivel de aspiragao de cada uma das fungoes objetivo do problema original, que sao fornecidos
pelo decisor. E interessante ressaltar que esse trabalho emprega as definigoes classicas de Pareto-otimalidade, pois
as novas fungoes objetivo sao funcoes que pertencem ao conjunto de ntmeros reais e a fungao de distribuicao de
possibilidade é somente usada na formulacao de um problema de otimizacao multiobjetivo fuzzy.

Enfoque de Li, Ida e Gen: Em [50] é apresentado um algoritmo genético para o problema multiobjetivo de distribuigao
dos produtos com veiculos heterogéneos e custos de transporte fuzzy. No algoritmo, as solugbes sao representadas por
matrizes tridimensionais e as comparagoes entre os objetivos fuzzy, base dos processos de avaliagdao e selecao das
solugoes, sao realizadas com a aplicagao de fungoes de indices. Como o modelo apresenta um numero elevado de
restrigoes de igualdade, a populagao ¢ inicializada e evoluida utilizando procedimentos de factibilizagao.

Nesta secao foi apresentada uma revisao bibliografica sobre algumas abordagens ja publicadas que resolvem pro-
blemas de programagcao multiobjetivo. Muitos trabalhos descrevem enfoques especificos para resolver problemas mul-
tiobjetivos lineares, mas nesse trabalho estamos focando em abordagens mais gerais, isto é, que sirvam tanto para
resolver problemas multiobjetivos lineares como nao-lineares.

5. CONCLUSAO

No levantamento bibliografico realizado, constatou-se a necessidade de desenvolver métodos baseados em Computa-
¢ao Flexivel para resolver, de maneira satisfatorias, problemas praticos bastante complexos. Ademais, os problemas de
programacao multiobjetivo sao muito importantes tanto do ponto de vista tedrico como pratico. As estratégias desen-
volvidas nos Algoritmos Evolutivos descrito neste trabalho sao baseadas no conceito de nao-dominancia, proposto nos
trabalhos de Pareto, e buscam tornar a populagao ao final das geragoes a propria fronteira de solugoes nao-dominadas.

Entretanto, os problemas de programacao matemética que encontramos no mundo real nao podem, muitas vezes,
ser modelados de maneira clara e precisa porque os dados sao ambiguos, vagos e imprecisos. Como elemento deste
conjunto, os problemas de programacgao multiobjetivo também apresentam esses tipos de incertezas. Essa ambiguidade
é natural e estd presente em situacoes da vida real que requerem solugoes precisas. Existem algumas técnicas para
representar esses dados imprecisos, como por exemplo processos estocdsticos, caos, aproximagao a valores conhecidos,
logica fuzzy, etc. Essa tltima foi a escolhida para ser usada neste trabalho por se adaptar bem aos problemas de
programacgao multiobjetivo fuzzy. Na literatura existem vérias dessas técnicas e algumas delas foram mostradas neste
trabalho. Os dados fuzzy podem estar presentes em varias partes do problema de otimizagao multiobjetivo, tais como:
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custos das fungoes objetivo, coeficientes das fungoes de restrigao e relagoes de ordem que geram o conjunto factivel, e
até mesmo nas varidveis. As abordagens de Pareto otimalidade que foram apresentadas neste trabalho usam diferentes
técnicas de transformagao de ntimeros fuzzy em classico.
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